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摘要：　 采用边界节点法（ＢＫＭ）结合双重互易法（ＤＲＭ）求解二维瞬态热传导问题．采用差分格式

处理时间变量，可将原瞬态热传导方程转化为一系列非齐次修正的 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程．随后，方程的解

可分为特解和齐次解两部分计算，引入双重互易法在区域内部配点求解方程的特解，采用边界节

点法仅需边界配点求解方程的齐次解．给出的数值算例显示该方法计算精度高，适用性好，具有很

好的稳定性和收敛性，适合求解瞬态热传导问题．
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引　 　 言

近年来，功能梯度材料、形状记忆合金等许多新兴材料被广泛用于高温涡轮发动机［１］ 及

伸缩翼系统［２］的热障涂层等航天工程中．这些材料经常需要在高温环境中长期连续工作，所以

很有必要了解这些材料及相关结构随时间演变的热传导性能，因此亟需发展计算瞬态热传导

问题的数值算法，以便为航天工程材料的研发设计提供参考与指导．
目前，很多数值算法［３⁃９］已用于求解瞬态热传导问题，例如，有限差分法、有限元法、边界元

方法等．有限差分法和有限元法在求解问题时要求在整个求解域上进行离散，在处理复杂几何

区域等问题时存在计算量过大、网格生成困难等难题．边界元方法是一种边界型数值算法，将
计算域降低了一维，然而边界元法选用含奇异性的基本解作为插值基函数，不可避免地需要处

理费时费力的奇异积分计算问题．
最近几十年发展起来的无网格方法［１０］，基于点的近似，克服网格依赖的缺陷，减少因网格

畸变引起的计算困难，已广泛用于求解瞬态热传导问题［５⁃７， １１⁃１２］ ．其中，基本解方法［１３］是与边界
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元法相对应的一种无网格方法．该方法无需积分，编程容易，不需要生成网格；并只需在计算域

边界上配点，且比边界元法的数值收敛速度快得多．然而为了避免基本解的源点奇异性，该法

在物理边界外引入了虚假边界．虚假边界的设置有相当大的随意性，对于复杂几何区域和多连

通区域，易造成计算不稳定．
为了避免基本解方法布置虚假边界的问题，陈文等提出了边界节点法［１４⁃１５］（ｂｏｕｎｄａｒｙ ｋｎｏｔ

ｍｅｔｈｏｄ，ＢＫＭ）．该方法使用控制微分方程的非奇异径向基函数通解代替奇异基本解，在克服基

本解方法虚假边界问题的同时，保留了该法其他优点．边界节点法计算二维和三维几何复杂域

各类物理问题的精度和稳定性都很高［１６］，有关论文总共已被他人引用 ４００ 余次．目前该方法

已被广泛应用于声学和扩散问题［１７⁃１８］ ．
在过去几十年中，双重互易法（ｄｕａｌ ｒｅｃｉｐｒｏｃｉｔｙ ｍｅｔｈｏｄ，ＤＲＭ） ［１９］结合边界型数值算法被用

来处理偏微分方程的非齐次项，并取得良好效果．尤其是双重互易边界元法（ｄｕａｌ ｒｅｃｉｐｒｏｃｉｔｙ
ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ，ＤＲＢＥＭ）在边界元领域就深受大家欢迎，被广泛用于求解瞬态热传导

问题［１９⁃２１］ ．双重互易法的基本想法是用一系列的近似特解来得到问题的一个特解，使用方便、
高效、灵活，是求方程特解的一个有效方法．

基于边界节点法和双重互易法近年来取得的众多成果，本文将采用边界节点法结合双重

互易法求解二维瞬态热传导问题．文章首先采用差分格式处理热传导方程中的时间变量，将原

热传导方程转化为一系列非齐次修正的 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程．方程的解可分为特解和齐次解两部

分．本文采用双重互易法求解方程的特解，采用边界节点法求解方程的齐次解．文章第 １ 节描

述热传导问题，并采用差分格式转化原热传导方程；第 ２ 节介绍双重互易法和边界节点法；第
３ 节给出 ３ 个二维问题的数值算例并分析讨论；第 ４ 节给出结论．

１　 问 题 描 述

设热传导问题的考察区域为 Ω，Γ ＝ ∂Ω 为其边界．则问题的控制方程可表示如下：

　 　 ｋ Ñ
２Ｔ（ｘ，ｔ） ＋ Ｑ（ｘ，ｔ） ＝ ρｃ ∂Ｔ（ｘ，ｔ）

∂ｔ
，　 　 ｘ ∈ Ω ． （１）

方程（１）受以下边界条件及初始条件的约束：

　 　 Ｔ（ｘ，ｔ） ＝ Ｔ
－
（ｘ，ｔ），　 　 　 　 　 　 ｘ ∈ ΓＤ， （２）

　 　 ｑ（ｘ，ｔ） ＝ ∂Ｔ（ｘ，ｔ）
∂ｎ（ｘ）

＝ ｑ－（ｘ，ｔ）， ｘ ∈ ΓＮ， （３）

　 　 Ｔ（ｘ，０） ＝ Ｔ０， ｘ ∈ Ω， （４）

其中 Ｔ（ｘ，ｔ） 表示 ｔ时刻 ｘ点的温度，ｋ为导热系数，ρ为密度，ｃ为比热容，Ｑ（ｘ，ｔ） 为内热源．Ｔ
－
（ｘ，

ｔ），ｑ－（ｘ，ｔ） 分别表示边界上的温度和热流，Ｔ０ 表示初始温度，ΓＤ 为 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界，ΓＮ 为

Ｎｅｕｍａｎｎ 边界，Γ ＝ ΓＤ ＋ ΓＮ ．
采用差分格式处理原控制方程中的时间变量，对于时间间隔 ［ ｔｎ， ｔｎ＋１］ ⊂ ［０， ｔ］，物体中

任一点的温度 Ｔ（ｘ，ｔ） 及其对时间的一阶导数和内热源可以近似为［２２］

　 　 Ｔ（ｘ，ｔ） ＝ Ｔ ｎ＋１（ｘ）， （５）

　 　 ∂Ｔ（ｘ，ｔ）
∂ｔ

＝ Ｔ ｎ＋１（ｘ） － Ｔ ｎ（ｘ）
τ

， （６）

　 　 Ｑ（ｘ，ｔ） ＝ Ｑｎ＋１（ｘ）， （７）
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其中， τ ＝ ｔｎ＋１ － ｔｎ 为迭代过程中的时间步长．
将方程（５）和（６）代入到方程（１）中，整理后可得

　 　 Ñ
２ － ρｃ

τｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｔ ｎ＋１（ｘ） ＝ － ρｃ

τｋ
Ｔ ｎ（ｘ） － １

ｋ
Ｑｎ＋１（ｘ） ． （８）

方程（８）中的右端项包含前一个时间步 ｔ ＝ ｔｎ 的近似解 Ｔ ｎ（ｘ），本文选取已知的初始条件 Ｔ（ｘ，
０） ＝ Ｔ０ 作为迭代的第一步．

方程（８）可简化为

　 　 （Ñ
２ － λ２）Ｔ（ｘ） ＝ ｆ（ｘ）， （９）

其中

　 　 λ ＝ ρｃ
τｋ

， （１０）

　 　 ｆ（ｘ） ＝ － ρｃ
τｋ

Ｔ ｎ（ｘ） － １
ｋ

Ｑｎ＋１（ｘ） ． （１１）

２　 方 法 介 绍

方程（９）的解可写成如下特解与齐次解和的形式：
　 　 Ｔ（ｘ） ＝ Ｔｐ（ｘ） ＋ Ｔｈ（ｘ）， （１２）

式中， Ｔｐ（ｘ） 和 Ｔｈ（ｘ） 分别表示方程的特解和齐次解．
特解 Ｔｐ（ｘ） 满足

　 　 （Ñ
２ － λ２）Ｔｐ（ｘ） ＝ ｆ（ｘ），　 　 ｘ ∈ Ω ． （１３）

齐次解 Ｔｈ（ｘ） 满足

　 　 （Ñ
２ － λ２）Ｔｈ（ｘ） ＝ ０，　 　 　 　 　 　 ｘ ∈ Ω， （１４）

　 　 Ｔｈ（ｘ） ＝ Ｔ
－
（ｘ） － Ｔｐ（ｘ） ＝ ｇ（ｘ）， ｘ ∈ ΓＤ， （１５）

　 　 ｑｈ（ｘ） ＝ ｑ－（ｘ） － ｑｐ（ｘ） ＝ ｈ（ｘ）， ｘ ∈ ΓＮ ． （１６）
２．１　 双重互易法

采用双重互易法求解方程的特解 Ｔｐ（ｘ） ．首先用如下线性组合来逼近右端项 ｆ（ｘ） ［２３］：

　 　 ｆ（ｘ） ＝ ∑
ＮＩ

ｉ ＝ １
αｉφｉ（ｘ），　 　 ｘ ∈ Ω， （１７）

其中 αｉ 为待求系数，φｉ（ｘ） ＝ φ（‖ｘ － ｘｉ‖） 为径向基函数，ｘｉ 为区域 Ω 内 ＮＩ 个不同的数据点．
　 　 确定 ｆ（ｘ） 后，特解 Ｔｐ（ｘ） 可写为

　 　 Ｔｐ（ｘ） ＝ ∑
ＮＩ

ｉ ＝ １
αｉΨｉ（ｘ）， （１８）

其中 Ψｉ（ｘ） 满足

　 　 （Ñ
２ － λ２）Ψｉ（ｘ） ＝ φｉ（ｘ） ． （１９）

这里选取径向基函数 φ（ｘ） 如下［２４］：
　 　 φ ＝ ｒ２ ｌｎ ｒ ． （２０）

根据方程（１９），可得到 Ψ（ｘ） 的取值：
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Ψ ＝－ ４

λ４
－ ４ｌｎ ｒ

λ４
－ ｒ２ ｌｎ ｒ

λ２
－

４Ｋ０（λｒ）
λ４ ， ｒ ≠ ０，

Ψ ＝－ ４
λ４

＋ ４γ
λ４

＋ ４
λ４ ｌｎ λ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ｒ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２１）

其中 γ ≈ ０．５７７ ２１５ ６６４ ９０１ ５３２ ８ 为 Ｅｕｌｅｒ 常数，Ｋ０ 为零阶第二类修正的 Ｂｅｓｓｅｌ 函数．
２．２　 边界节点法

采用边界节点法求解方程的齐次解 Ｔｈ（ｘ），Ｔｈ（ｘ） 由非奇异通解的线性组合来逼近［１４］：

　 　 Ｔｈ（ｘ） ＝ ∑
ＮＳ

ｉ ＝ １
βｉＴ ∗

ｉ （ｘ），　 　 ｘ ∈ Ω， （２２）

其中 βｉ 为待求系数，Ｔ ∗
ｉ （ｘ） ＝ Ｔ ∗（‖ｘ － ｘｉ‖） 为修正的 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 算子 （Δ － λ２） 的非奇异通

解，ｘｉ 为源点集合，ＮＳ 为源点总数．
对二维问题，非奇异通解 Ｔ ∗（ｘ） 为

　 　 Ｔ ∗ ＝ Ｉ０（λｒ）， （２３）
其中 Ｉ０ 为零阶第一类修正的 Ｂｅｓｓｅｌ 函数．

方程（２２）中的 Ｔｈ（ｘ） 自动满足偏微分方程（１４），选取系数使得 Ｔｈ（ｘ） 也满足边界条件

（１５）和（１６）．本文采用配置点法来达到该目的，可得到如下线性方程组：

　 　 ∑
ＮＳ

ｉ ＝ １
βｉＴ ∗

ｉ （ｘ ｊ） ＝ ｇ（ｘ ｊ），　 　 　 ｊ ＝ １，２，…，ｎ１， （２４）

　 　 ∑
ＮＳ

ｉ ＝ １
βｉ

∂Ｔ ∗
ｉ （ｘ ｊ）
∂ｎ

＝ ｈ（ｘ ｊ）， ｊ ＝ ｎ１ ＋ １，ｎ１ ＋ ２，…，ｎｂ， （２５）

其中， ｎ１ 为 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界上的配置点个数， ｎｂ 为边界上的配点个数．写成矩阵形式则为

　 　 Ａβ ＝ ｂ， （２６）
其中 ｂ ＝ （ｇ（ｘ１），ｇ（ｘ２），…，ｇ（ｘｎ１）， ｈ（ｘｎ１＋１），ｈ（ｘｎ１＋２），…，ｈ（ｘｎｂ））

Ｔ， β ＝ （β １，β ２，…，βＮＳ
） Ｔ，

Ａ ＝ （Ａｉｊ） 为插值矩阵：

　 　 Ａｉｊ ＝
Ｔ ∗

ｉ （ｘ ｊ）， ｉ ＝ １，２，…，ＮＳ， ｊ ＝ １，２，…，ｎ１，

∂Ｔ ∗
ｉ （ｘ ｊ）
∂ｎ

， ｉ ＝ １，２，…，ＮＳ， ｊ ＝ ｎ１ ＋ １，ｎ１ ＋ ２，…，ｎｂ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（２７）

因此，方程（９）的解可表示为

　 　 Ｔ（ｘ） ＝ Ｔｐ（ｘ） ＋ Ｔｈ（ｘ） ＝ ∑
ＮＩ

ｉ ＝ １
α ｉΨｉ（ｘ） ＋ ∑

ＮＳ

ｉ ＝ １
β ｉＴ ∗

ｉ （ｘ），　 　 ｘ ∈ Ω ． （２８）

３　 数 值 算 例

本节采用边界节点法求解 ３ 个数值算例，从而检验该方法在求解瞬态热传导问题中的适

用性及有效性．前两个算例所考察问题不含内热源，第 ３ 个算例包含内热源．
为了量化数值解的好坏，分别引入绝对误差 Ｅｅｒｒ（Ｔ） 和平均相对误差 Ｒｅｒｒ（Ｔ） 如下：
　 　 Ｅｅｒｒ（Ｔ） ＝ Ｔｉ － Ｔｉ ， （２９）

　 　 Ｒｅｒｒ（Ｔ） ＝
∑
Ｎ

ｉ ＝ １
（Ｔｉ － Ｔｉ） ２

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
Ｔ ２

ｉ

， （３０）
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其中 Ｔｉ 和 Ｔｉ 分别表示 ｘｉ 点的精确解和数值解，Ｎ 为测试点总个数．
例 １ 　 考 虑 一 个 热 传 导 问 题 的 经 典 算 例， 考 察 区 域 为 正 方 形 区 域 Ω ＝ { （ｘ１，

ｘ２） ０ ＜ ｘ１， ｘ２ ＜ ３ } ，各系数取值为 ρｃ ＝ １， ｋ ＝ １．２５， Ｑ ＝ ０．初始时刻整个区域内的温度均为

３０ ℃，边界温度均为 ０ ℃，则该问题的边界条件及初始条件可以表述为 Ｔ（０，ｙ，ｔ） ＝ Ｔ（ｘ，０，ｔ） ＝
Ｔ（３，ｙ，ｔ） ＝ Ｔ（ｘ，３，ｔ） ＝ ０，Ｔ０（ｘ，ｙ） ＝ ３０．该问题的几何区域及边界条件见图 １．

该问题的解析解为

　 　 Ｔ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ∑
∞

ｉ ＝ １
∑
∞

ｊ ＝ １
Ａｉｓｉｎ

ｉπｘ
３

ｓｉｎ ｊπｙ
３

ｅｘｐ
－ ｋπ ２（ ｉ２ ＋ ｊ２） ｔ

３２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

其中

　 　 Ａｉ ＝ ４ × ３０ × ［（ － １） ｉ － １］［（ － １） ｊ － １］
ｉｊπ ２ ．

目前已有很多学者采用有限元法（ ＦＥＭ） ［３］、边界元法（ＢＥＭ） ［８］、双重互易边界元法

（ＤＲＢＥＭ） ［１９］、Ｔｒｅｆｆｔｚ 有限元法（Ｔｒｅｆｆｔｚ ＦＥＭ） ［７］ 等方法求解该算例．这里将采用本文的方法求

解该算例并与上述几种方法的数值结果进行比较．

图 １　 例 １ 的考察区域及边界条件 图 ２　 例 １ 区域的边界及内部配点

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｄｏｍａｉｎ ａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ａｎｄ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ

ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ １ ｐｏｉｎｔｓ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ １

在区域边界均匀配点 ４０ 个，在区域内部均匀配点 ８１ 个，见图 ２．在计算中，时间步长取 τ ＝
０．０５，求 ｔ ＝ １．２ 时刻的数值解．在区域中取 ５ 个测试点，采用边界节点法计算结果与其他方法的

数值结果进行比较，见表 １．从表 １ 中可以看出，本文方法所得数值解与解析解吻合得很好，并
且比其他几种方法的数值精度更高．

表 １　 ｔ ＝ １．２ 时刻各方法数值结果比较

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｂｅｗｔｅｅｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ ａｔ ｔ ＝ １．２

ｐｏｉｎｔ ｘ ｙ ＢＫＭ ＦＥＭ ＢＥＭ ＤＲＢＥＭ Ｔｒｅｆｆｔｚ ＦＥＭ ｅｘａｃｔ

１ ２．４ １．５ １．０８１ １ １．１３９ １．１１４ １．０９９ １．１０３ １．０６５

２ ２．４ ２．４ ０．６３１ ２ ０．６７０ ０．６５７ ０．６４５ ０．６６０ ０．６２６

３ １．８ １．５ １．７７８ ５ １．８４３ １．７９８ １．７８４ １．７９７ １．７２３

４ １．８ １．８ １．６９０ ８ １．７５３ １．７１３ １．６９５ １．７１５ １．６３９

５ １．５ １．５ １．８７１ ０ １．９３８ １．８８７ １．８７７ １．８９４ １．８１２

　 　 为了检验该方法的收敛性，在边界取不同个数的配点分别进行计算．在整个区域均匀分布
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４４１ 个测试点，则 ｔ ＝ １．２ 时刻区域的平均相对误差见图 ３．从图 ３ 中可以看出，数值解的精度随

边界配点个数的增加而提高，最后趋于平稳，可见，该方法对边界配点个数是收敛的．

图 ３　 ｔ ＝ １．２ 时不同边界配点个数的数值解精度

Ｆｉｇ．３　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｃｃｕｒａｃｙ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｐｏｉｎｔｓ ａｔ ｔ ＝ １．２

图 ４　 例 ２ 中考察区域及 Ａ， Ｂ 测试点 图 ５　 例 ２ 区域的边界及内部配点

Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅ ｄｏｍａｉｎ ａｎｄ ２ ｔｅｓｔ ｐｏｉｎｔｓ Ｆｉｇ．５　 Ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ａｎｄ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ

Ａ， Ｂ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ ２ ｐｏｉｎｔｓ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ ２

图 ６　 例 ２ 中 Ａ 点的数值解 图 ７　 例 ２ 中 Ｂ 点的数值解

Ｆｉｇ．６　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｔ ｐｏｉｎｔ Ａ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ ２ Ｆｉｇ．７　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｔ ｐｏｉｎｔ Ｂ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ ２

例 ２　 为了检验边界节点法在求解不光滑区域问题上的适用性，考虑 Ｌ 形区域见图 ４，各
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系数取值为 ρｃ ＝ １，ｋ ＝ １，Ｑ ＝ ０．该问题的精确解为 Ｔ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｃｏｓ（３ｘ）ｓｉｎｈ（２ｙ）ｅ －５ｔ ．
该问题所考察区域的边界及内部配点见图 ５，边界配点个数为 ８０，内部配点个数为 ２６１．在

计算中，时间步长取 τ ＝ ０．０２．在区域中取 Ａ，Ｂ 两个测试点见图 ４，Ａ，Ｂ 两点随时间的温度变化

分别见图 ６、图 ７．从图中可以看出，计算所得的数值解与精确解吻合得非常好，精度很高．可见，
对于区域不光滑的问题，该方法同样适用．

当取不同时间步长时， Ａ，Ｂ 两点随时间变化的数值解的绝对误差见图 ８．从图中可以看

出，时间步长取值越小，数值解的精度越高，同时所需的计算时间也越多．

图 ８　 例 ２ 中时间步长对数值解绝对误差的影响

Ｆｉｇ．８　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐ ｌｅｎｇｔｈ ｏｎ ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｒｒｏｒ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ ２

例 ３　 考虑含内热源的瞬态热传导问题，考察区域见图 ９．各系数取值为 ρｃ ＝ １，ｋ ＝ １，Ｑ（ｘ，
ｙ，ｔ） ＝ ｓｉｎ ｘｓｉｎ ２ｙ（５ｃｏｓ ｔ － ｓｉｎ ｔ） ．该问题的精确解为 Ｔ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｓｉｎ ｘｓｉｎ ２ｙｃｏｓ ｔ ．

在区域边界均匀配点 １０８ 个，在区域内部均匀配点 ４１５ 个，见图 １０．在计算中，时间步长取

τ ＝ ０．０５．在整个区域均匀分布 １ ６４３个测试点，ｔ ＝ ２ 时刻整个区域的数值解及绝对误差分布分

别见图 １１ 和图 １２．其中，最大绝对误差为 ８．１９６×１０－５，其相应的数值解约为 ０．１９，相对误差为

４．２６２×１０－４ ．因此，可以看出，该方法同样适用于求解含内热源的瞬态热传导问题，计算结果具

有很高的精度．

图 ９　 例 ３ 的考察区域 图 １０　 例 ３ 区域的边界及内部配点

Ｆｉｇ．９　 Ｔｈｅ ｄｏｍａｉｎ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ ３ Ｆｉｇ．１０　 Ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ａｎｄ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ ３
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图 １１　 ｔ ＝ ２ 时整个区域的数值解

Ｆｉｇ．１１　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ ｗｈｏｌｅ ｄｏｍａｉｎ ａｔ ｔ ＝ ２

图 １２　 ｔ ＝ ２ 时整个区域数值解的绝对误差分布

Ｆｉｇ．１２　 Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｒｒｏｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ ｗｈｏｌｅ ｄｏｍａｉｎ ａｔ ｔ ＝ ２

４　 结　 　 论

本文将边界节点法结合双重互易技术应用于求解瞬态热传导问题．其中，采用差分格式处

理热传导方程中的时间变量，将原热传导方程转化为一系列修正的 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程，并采用双

重互易法求解方程的特解，采用边界节点法求解方程的齐次解．文中给出 ３ 个数值算例，从不

同边界形状、是否含内热源等方面检验了该方法的适用性及有效性，并与其他方法进行比较．
数值结果表明，边界节点法无需积分，编程容易、不需要生成网格和划分虚假边界，计算精度

高、适用性好，且具有很好的稳定性和收敛性，适合求解瞬态热传导问题．
此方法还有望高效稳定求解瞬态热传导的三维问题及非线性问题，这将是我们以后的研

究方向．
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ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ＦＧＭｓ ｗｉｔｈ Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ ａｎｄ Ｌａｐｌａｃｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅ⁃
ｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１２， ４（５）： ５１９⁃５４２．

［１３］　 Ｆａｉｒｗｅａｔｈｅｒ Ｇ， Ｋａｒａｇｅｏｒｇｈｉｓ Ａ． Ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｂｏｕｎｄａｒｙ
ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， １９９８， ９（１ ／ ２）： ６９⁃９５．

［１４］ 　 Ｃｈｅｎ Ｗ， Ｔａｎａｋａ Ｍ． Ａ ｍｅｓｈｌｅｓｓ， ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ⁃ｆｒｅｅ， ａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ⁃ｏｎｌｙ ＲＢＦ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ［ Ｊ］ ．
Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ＆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｗｉｔｈ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２００２， ４３（３）： ３７９⁃３９１．

［１５］　 Ｆｕ Ｚ Ｊ， Ｃｈｅｎ Ｗ， Ｑｉｎ Ｑ Ｈ． Ｂｏｕｎｄａｒｙ ｋｎｏｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｈｅａｔ ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ ｉｎ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ⁃
ｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｍａｔｅｒｉａｌ［ Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ａｎａｌｙｓｉｓ Ｗｉｔｈ Ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｅｌｅｍｅｎｔｓ， ２０１１， ３５（５）： ７２９⁃
７３４．

［１６］　 Ｃｈｅｎ Ｗ， Ｈｏｎ Ｙ Ｃ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎ ｏｎ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｋｎｏｔ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｔｈｅ ａ⁃
ｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ， ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ， ａｎｄ ｃｏｎｖｅｃｔｉｏｎ⁃ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ
［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２００３， １９２（１５）： １８５９⁃１８７５．

［１７］　 Ｈｏｎ Ｙ Ｃ， Ｃｈｅｎ Ｗ． Ｂｏｕｎｄａｒｙ ｋｎｏｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ２Ｄ ａｎｄ ３Ｄ Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｃｔｉｏｎ⁃ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ
ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｕｎｄｅｒ ｃｏｍｐｌｉｃａｔｅｄ ｇｅｏｍｅｔｒｙ［ Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２００３， ５６（１３）： １９３１⁃１９４８．

［１８］　 Ｊｉｎ Ｂ， Ｚｈｅｎｇ Ｙ． Ｂｏｕｎｄａｒｙ ｋｎｏｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｏｍｅ ｉｎｖｅｒｓｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ｈｅｌｍ⁃
ｈｏｌｔｚ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２００５， ６２
（１２）： １６３６⁃１６５１．

［１９］　 Ｐａｒｔｒｉｄｇｅ Ｐ Ｗ， Ｂｒｅｂｂｉａ Ｃ Ａ， Ｗｒｏｂｅｌ Ｌ Ｃ． Ｔｈｅ Ｄｕａｌ Ｒｅｃｉｐｒｏｃｉｔｙ Ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｅｌｅｍｅｎｔ Ｍｅｔｈｏｄ
［Ｍ］ ． Ｓｏｕｔｈａｍｐｔｏｎ： Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ Ｐｕｂｌｉｃａｔｉｏｎｓ， １９９２．
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［２０］　 Ｂｉａłｅｃｋｉ Ｒ Ａ， Ｊｕｒｇａｓ＇ Ｐ， Ｋｕｈｎ Ｇ． Ｄｕａｌ ｒｅｃｉｐｒｏｃｉｔｙ ＢＥＭ ｗｉｔｈｏｕｔ ｍａｔｒｉｘ ｉｎｖｅｒｓｉｏｎ ｆｏｒ ｔｒａｎｓｉｅｎｔ
ｈｅａｔ ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ａｎａｌｙｓｉｓ Ｗｉｔｈ Ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｅｌｅｍｅｎｔｓ， ２００２， ２６（３）： ２２７⁃２３６．

［２１］　 Ｂｕｌｇａｋｏｖ Ｖ， Šａｒｌｅｒ Ｂ， Ｋｕｈｎ Ｇ． Ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍｓ ｏｆ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｈｅ ｄｕａｌ ｒｅｃｉｐｒｏｃｉ⁃
ｔｙ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ Ｎｕｍｅｒｉ⁃
ｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， １９９８， ４３（４）： ７１３⁃７３２．

［２２］　 Ｃｈａｐｋｏ Ｒ， Ｋｒｅｓｓ Ｒ． Ｒｏｔｈｅ’ ｓ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｈｅａｔ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ
［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｉｎｔｅｇｒａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， １９９７， ９（１）： ４７⁃６９．

［２３］　 Ｇｏｌｂｅｒｇ Ｍ． Ｒｅｃｅｎｔ ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｖａｌｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｈｅ
ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ， １９９６， ７５（１）： ９１⁃１０１．

［２４］　 Ｃｈｅｎ Ｃ， Ｒａｓｈｅｄ Ｙ Ｆ． Ｅｖａｌｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅ ｓｐｌｉｎｅ ｂａｓｅｄ ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ⁃
ｔｙｐｅ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ＤＲＭ［ Ｊ］ ． Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ， １９９８， ２５（２）： １９５⁃
２０１．

Ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｋｎｏｔ Ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ２Ｄ Ｔｒａｎｓｉｅｎｔ Ｈｅａｔ
Ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ Ｐｒｏｂｌｅｍｓ

ＳＨＩ Ｊｉｎ⁃ｈｏｎｇ，　 ＦＵ Ｚｈｕｏ⁃ｊｉａ，　 ＣＨＥＮ Ｗｅｎ
（１． Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ， Ｈｏｈａｉ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，

Ｎａｎｊｉｎｇ ２１００９８， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；
２． Ｓｔａｔｅ Ｋｅｙ Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ ｏｆ Ｈｙｄｒｏｌｏｇｙ⁃Ｗａｔｅｒ Ｒｅｓｏｕｒｃｅｓ ａｎｄ Ｈｙｄｒａｕｌｉｃ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，

Ｈｏｈａｉ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｎａｎｊｉｎｇ ２１００９８， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）
（Ｃｏｎｔｒｉｂｕｔｅｄ ｂｙ ＣＨＥＮ Ｗｅｎ， Ｍ． ＡＭＭ Ｅｄｉｔｏｒｉａｌ Ｂｏａｒｄ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｋｎｏｔ ｍｅｔｈｏｄ （ＢＫＭ） ｉｎ ｃｏｎｊｕｎｃｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｄｕａｌ ｒｅｃｉｐｒｏｃｉｔｙ ｍｅｔｈｏｄ
（ＤＲＭ） ｗａｓ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ｔｏ ｓｏｌｖｅ ２Ｄ ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｈｅａｔ ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ． Ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒ⁃
ｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅ ａｐｐｌｉｅｄ ｔｏ ｄｅａｌ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｔｅｒｍ， ｔｈｅ ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｈｅａｔ ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ ｅｑｕａ⁃
ｔｉｏｎ ｗａｓ ｃｏｎｖｅｒｔｅｄ ｔｏ ａ ｓｅｔ ｏｆ ｎｏｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ． Ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒ⁃
ｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ ｎｏｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｗａｓ ｄｉｖｉｄｅｄ ｉｎｔｏ ｔｗｏ ｐａｒｔｓ： ｔｈｅ ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ ｓｏｌｕ⁃
ｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｓｏｌｕｔｉｏｎ． Ｔｈｅ ＤＲＭ ｗｉｔｈ ｆｅｗ ｉｎｎｅｒ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ｎｏｄｅｓ ｗａｓ ｅｍｐｌｏｙｅｄ
ｔｏ ｇｅｔ ｔｈｅ ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ ｓｏｌｕｔｉｏｎ， ａｎｄ ｔｈｅ ＢＫＭ ｗｉｔｈ ｂｏｕｎｄａｒｙ⁃ｏｎｌｙ ｎｏｄｅｓ ｕｓｅｄ ｔｏ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ ｈｏｍｏ⁃
ｇｅｎｅｏｕｓ ｓｏｌｕｔｉｏｎ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ｈａｓ ｔｈｅ ｍｅｒｉｔｓ ｏｆ
ｈｉｇｈ ａｃｃｕｒａｃｙ， ｗｉｄｅ ａｐｐｌｉｃａｂｉｌｉｔｙ， ｇｏｏｄ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｒａｐｉｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ， ｗｈｉｃｈ ｗｅｒｅ ａｐｐｅａｌｉｎｇ
ｔｏ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｈｅａｔ ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｈｅａｔ ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ； ｂｏｕｎｄａｒｙ ｋｎｏｔ ｍｅｔｈｏｄ； ｄｕａｌ ｒｅｃｉｐｒｏｃｉｔｙ ｍｅｔｈｏｄ；
ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅ； ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ ｅｑｕａｔｉｏｎ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｂａｓｉｃ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｐｒｏｇｒａｍ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （ ９７３ Ｐｒｏｇｒａｍ ）
（２０１０ＣＢ８３２７０２）； Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｕｎｄ ｆｏｒ Ｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｅｄ Ｙｏｕｎｇ
Ｓｃｈｏｌａｒｓ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（１１１２５２０８）； Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ
ｏｆ Ｃｈｉｎａ（１１３７２０９７；１１３０２０６９）
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