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摘要：　 针对具有间断系数的二维扩散方程， 通过改进通量函数和调和平均系数的求解方法，提出

了一种修正的有限体积方法．新方法得到的是无条件稳定的隐格式．数值实验结果表明该方法在处

理间断系数问题时较经典的有限体积方法更为有效．
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引　 　 言

在自然科学中， 很多现象可以用扩散方程来描述．例如在分子的扩散现象中， 由于分子间

无规则地碰撞， 分子从浓度高的地方向浓度低的地方传播， 温度场满足扩散方程；再比如河

流、湖泊中的悬移质泥沙和污染物的输移过程也满足扩散方程．扩散方程的数值计算方法一直

是计算数学和计算流体力学工作者研究的热门课题．国内外针对常系数扩散方程已经有了大

量的研究并取得了较好的成果， 如高精度紧致差分格式［１⁃４］、 交替分组显式方法［５⁃７］ 以及有限

体积方法［８⁃９］等．而对于带间断扩散系数的扩散方程的研究还较少， 国内学者在这方面做过研

究的诸如宋淑红和王双虎［１０⁃１１］发展的自适应有限体积方法， 这种方法对每个网格节点（１Ｄ）
或者边（２Ｄ）用最小二乘“孪生逼近”方法构造多项式分布， 保证了温度连续和能流连续．对于

二维大变形网格情况， 该格式能自适应地选取一个虚网格， 和虚网格相交的单元参与最小二

乘“孪生逼近”， 并且根据模板点和边的距离确定权重的大小．自适应方法的优点是能较好地

应对网格扭曲情形， 并且适用于间断扩散系数问题．赵强、袁光伟和董志伟［１２］在经典的九点格

式基础上， 基于对扩散通量连续假设的情况下构造出节点未知量的一种新的有限体积格式．
在扭曲网格上， 该格式对具有连续或间断扩散系数的问题能够保持较高的精度．本文在经典

的有限体积方法基础上， 通过改进对通量函数的求解方法构造出求解带间断系数扩散方程的

新的差分格式．
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１　 间断系数扩散方程的修正有限体积离散

１．１　 问题描述

考虑二维间断系数扩散方程的初边值问题：

　 　

∂ｕ
∂ｔ

＝ ｋ（ｘ，ｙ）
∂２ｕ
∂ｘ２

＋ ∂２ｕ
∂ｙ２
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÷ ＋ ｆ（ｘ，ｙ，ｔ），

ｕ（０，ｙ，ｔ） ＝ α０（ｙ，ｔ）， ｕ（１，ｙ，ｔ） ＝ α１（ｙ，ｔ），
ｕ（ｘ，０，ｔ） ＝ β０（ｘ，ｔ）， ｕ（ｘ，１，ｔ） ＝ β１（ｘ，ｔ），
ｕ（ｘ，ｙ，０） ＝ φ（ｘ，ｙ），

ì
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í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１）

其中 Ω ＝ { （ｘ，ｙ） ０ ＜ ｘ，ｙ ＜ １ } ，ｔ ＞ ０，ｕ 表示未知量，ｋ（ｘ，ｙ） 是扩散系数且恒大于某个正实

数， ｆ（ｘ，ｙ，ｔ） 是给定的源项．
首先给出区间 Ω 的一个标准网格划分，为方便作图和描述，取空间步长为 ｈｘ ＝ ｈｙ ＝ ｈ，ｈ ＝

１ ／ Ｎ，Ｎ 为 ｘ 或 ｙ 方向上的网格划分个数．网格划分如下：
　 　 ｘ０ ＝ ０， ｘ１ ＝ ｘ０ ＋ ｈ ／ ２， ｘｉ ＝ ｘｉ －１ ＋ ｈ　 　 （ ｉ ＝ ２，３，…，Ｎ）， ｘＮ＋１ ＝ ｘＮ ＋ ｈ ／ ２ ＝ １，
　 　 ｙ０ ＝ ０， ｙ１ ＝ ｙ０ ＋ ｈ ／ ２， ｙ ｊ ＝ ｙ ｊ －１ ＋ ｈ　 　 （ ｊ ＝ ２，３，…，Ｎ）， ｙＮ＋１ ＝ ｙＮ ＋ ｈ ／ ２ ＝ １，

其中网格点 （ｘｉ，ｙ ｊ），ｉ ∈ { １，Ｎ } ， ｊ∈ { １，２，…，Ｎ } 和（ｘｉ，ｙ ｊ），ｉ∈ { １，２，…，Ｎ } ， ｊ∈ { １，Ｎ }

区别于其它网格点的是它们与边界点相邻且与边界点相距 ｈ ／ ２．所有的网格点都可以看做是这

样的一个空间控制体 Ｖｉ， ｊ 的中心：
　 　 Ｖｉ， ｊ ＝ ［ｘｉ －１ ／ ２，ｘｉ ＋１ ／ ２］ × ［ｙ ｊ －１ ／ ２，ｙ ｊ ＋１ ／ ２］，

其中

　 　 ｘｉ ±１ ／ ２ ＝ ｘｉ ± ｈ ／ ２， ｙ ｊ ±１ ／ ２ ＝ ｙ ｊ ± ｈ ／ ２．

图 １　 网格及控制体

Ｆｉｇ．１　 Ｍｅｓｈ ａｎｄ ｃｏｎｔｒｏｌ ｂｏｄｙ
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图 ２　 界面对区域的划分

Ｆｉｇ．２　 Ｒｅｇｉｏｎａｌ ｄｉｖｉｓｉｏｎ

时间方向采用均匀网格剖分， 步长用 τ 表示．
以图 １ 表示网格的划分及控制体 Ｖｉ， ｊ ．
扩散系数 ｋ（ｘ，ｙ） 在分别位于区间Ω的 ｘ方向和 ｙ方向

上的两条直线 ｌ１ 和 ｌ２ 处发生间断，区间 Ω ＝ ［０，１］ × ［０，１］
也被这两条直线分割为 ４个部分 Ω１，Ω２，Ω３ 和 Ω４，如图 ２所

示．这两条直线 ｌ１ 和 ｌ２ 平行于网格线且互相垂直， 称之为界

面．假设扩散系数 ｋ（ｘ，ｙ） 在每个子区间 Ωｉ 内是连续的， 在

界面 ｌ１ 和 ｌ２ 处是间断的．
设

　 　 Ｆ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｋ（ｘ，ｙ） ∂ｕ
∂ｘ

＋ ∂ｕ
∂ｙ

æ

è
ç
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÷

为通量．因为扩散系数 ｋ（ｘ，ｙ） 是间断的， 那么通过界面的

解 ｕ 以及通量 Ｆ 要想满足条件

　 　 ｕ（ ｌ１ － ０，ｙ，ｔ） ＝ ｕ（ ｌ１ ＋ ０，ｙ，ｔ），
　 　 ｕ（ｘ，ｌ２ － ０，ｔ） ＝ ｕ（ｘ，ｌ２ ＋ ０，ｔ） ；
　 　 Ｆ（ ｌ１ － ０，ｙ，ｔ） ＝ Ｆ（ ｌ１ ＋ ０，ｙ，ｔ），
　 　 Ｆ（ｘ，ｌ２ － ０，ｔ） ＝ Ｆ（ｘ，ｌ２ ＋ ０，ｔ）

的充分条件［１３⁃１４］是

１） 存在正常数 Ｍ 和 Ｎ，使得扩散系数 ｋ（ｘ，ｙ） 和源项 ｆ（ｘ，ｙ，ｔ） 满足

　 　 ｋ（ｘ，ｙ） ≤ Ｍ，　 　 ∀（ｘ，ｙ） ∈ Ω，
　 　 ｆ（ｘ，ｙ，ｔ） ≤ Ｎ， ∀（ｘ，ｙ，ｔ） ∈ Ω × （０，∞ ）；
２） 初值条件 φ（ｘ，ｙ） 满足
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　 　 　 　 ｋ（ ｌ１ ＋ ０，ｙ） ∂φ
∂ｘ

（ ｌ１ ＋ ０，ｙ） ＋ ∂φ
∂ｙ

（ ｌ１ ＋ ０，ｙ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 ｋ（ｘ，ｌ２ － ０） ∂φ
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　 　 　 　 ｋ（ｘ，ｌ２ ＋ ０） ∂φ
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３） 边值条件 α０（ｙ，ｔ），α１（ｙ，ｔ），β０（ｘ，ｔ） 和 β１（ｘ，ｔ） 在［０，Ｔ］ 上是光滑连续函数，并且满足

相容性条件：
　 　 ｕ（０，ｙ，０） ＝ α（０，ｙ，０）， ｕ（１，ｙ，０） ＝ α（１，ｙ，０），
　 　 ｕ（ｘ，０，０） ＝ β（ｘ，０，０）， ｕ（ｘ，１，０） ＝ β（ｘ，１，０） ．

１．２　 有限体积离散

将网格中的每一个网格点 ｐｉ， ｊ 放在对应的控制体 Ｖｉ， ｊ 中进行离散， 方程（１） 中第 １项的连

续形式则转变成对每个网格点 ｐｉ， ｊ 在区间［ｘｉ －１ ／ ２，ｘｉ ＋１ ／ ２］ × ［ｙ ｊ －１ ／ ２，ｙ ｊ ＋１ ／ ２］ × ［ ｔｎ，ｔｎ＋１］ 内的离散形

式．下面给出网格点 ｐｉ， ｊ 相对应的控制体 Ｖｉ， ｊ 在时间区间［ ｔｎ，ｔｎ＋１］ 内的平衡方程：

　 　 ∫ ｔｎ＋１

ｔｎ
∫ ｙ ｊ ＋１ ／ ２

ｙ ｊ －１ ／ ２
∫ ｘｉ＋１ ／ ２

ｘｉ－１ ／ ２

∂ｕ
∂ｔ

ｄｘｄｙｄｔ ＝

　 　 　 　 ∫ ｔｎ＋１

ｔｎ
∫ ｙ ｊ ＋１ ／ ２

ｙ ｊ －１ ／ ２
∫ ｘｉ＋１ ／ ２

ｘｉ－１ ／ ２

∂Ｆ
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∂ｙ
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ø
÷ ｄｘｄｙｄｔ ＋ ∫ ｔｎ＋１

ｔｎ
∫ ｙ ｊ ＋１ ／ ２

ｙ ｊ －１ ／ ２
∫ ｘｉ＋１ ／ ２

ｘｉ－１ ／ ２
ｆ（ｘ，ｙ，ｔ）ｄｘｄｙｄｔ ． （２）

２３１ 求解带有间断系数二维扩散方程的修正有限体积方法



利用中矩形公式对式（２）等号右侧第 １ 项进行积分运算，得

　 　 ∫ ｔｎ＋１

ｔｎ
∫ ｙ ｊ ＋１ ／ ２

ｙ ｊ －１ ／ ２
∫ ｘｉ＋１ ／ ２

ｘｉ－１ ／ ２

∂Ｆ
∂ｘ

＋ ∂Ｆ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘｄｙｄｔ ≈

　 　 　 　 ｈ ∫ ｔｎ＋１

ｔｎ
（Ｆ（ｘｉ ＋１ ／ ２，ｙ ｊ，ｔ） － Ｆ（ｘｉ －１ ／ ２，ｙ ｊ，ｔ））ｄｔ ＋

　 　 　 　 ｈ ∫ ｔｎ＋１

ｔｎ
（Ｆ（ｘｉ，ｙ ｊ ＋１ ／ ２，ｔ） － Ｆ（ｘｉ，ｙ ｊ －１ ／ ２，ｔ））ｄｔ ． （３）

利用梯形公式继续对式（３）进行积分运算

　 　 ∫ ｔｎ＋１

ｔｎ
∫ ｙ ｊ ＋１ ／ ２

ｙ ｊ －１ ／ ２
∫ ｘｉ＋１ ／ ２

ｘｉ－１ ／ ２

∂Ｆ
∂ｘ

＋ ∂Ｆ
∂ｙ
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ø
÷ ｄｘｄｙｄｔ ≈

　 　 　 　 τｈ
２
（（Ｆ（ｘｉ ＋１ ／ ２，ｙ ｊ，ｔｎ＋１） － Ｆ（ｘｉ －１ ／ ２，ｙ ｊ，ｔｎ＋１）） ＋

　 　 　 　 （Ｆ（ｘｉ ＋１ ／ ２，ｙ ｊ，ｔｎ） － Ｆ（ｘｉ －１ ／ ２，ｙ ｊ，ｔｎ））） ＋

　 　 　 　 τｈ
２
（（Ｆ（ｘｉ，ｙ ｊ ＋１ ／ ２，ｔｎ＋１） － Ｆ（ｘｉ，ｙ ｊ －１ ／ ２，ｔｎ＋１）） ＋

　 　 　 　 （Ｆ（ｘｉ，ｙ ｊ ＋１ ／ ２，ｔｎ） － Ｆ（ｘｉ，ｙ ｊ －１ ／ ２，ｔｎ））） ． （４）
考虑通量方程：

　 　 Ｆ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｋ（ｘ，ｙ） ∂ｕ
∂ｘ

＋ ∂ｕ
∂ｙ
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ç
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ø
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当 ｙ 值给定为 ｙ ｊ 时通量方程重写为

　 　 Ｆ（ｘ，ｙ ｊ，ｔ） ＝ ｋ（ｘ，ｙ ｊ）
∂ｕ
∂ｘ

＋ ∂ｕ
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显然 ∂ｕ ／ ∂ｙ ｊ ＝ ０， 那么整理通量方程可得

　 　
Ｆ（ｘ，ｙ ｊ，ｔ）
ｋ（ｘ，ｙ ｊ）

＝
∂ｕ（ｘ，ｙ ｊ，ｔ）

∂ｘ
． （５）

对式（５）在区间 （ｘｉ，ｘｉ ＋１） 内进行积分运算得

　 　 ∫ ｘｉ＋１

ｘｉ

Ｆ（ｘ，ｙ ｊ，ｔ）
ｋ（ｘ，ｙ ｊ）

ｄｘ ＝ ∫ ｘｉ＋１

ｘｉ

∂ｕ（ｘ，ｙ ｊ，ｔ）
∂ｘ

ｄｘ ． （６）

若假定通量 Ｆ（ｘ，ｙ ｊ，ｔ） 在界面处是二次连续可微的， 则 Ｆ（ｘ，ｙ ｊ，ｔ） 可在点 ｘｉ ＋１ ／ ２ 处展开：

　 　 Ｆ（ｘ，ｙ ｊ，ｔ） ≈ Ｆ（ｘｉ ＋１ ／ ２，ｙ ｊ，ｔ） ＋ （ｘ － ｘｉ ＋１ ／ ２）
∂Ｆ（ｘｉ ＋１ ／ ２，ｙ ｊ，ｔ）

∂ｘ
＋

　 　 　 　
（ｘ － ｘｉ ＋１ ／ ２） ２

２
∂２Ｆ（δ，ｙ ｊ，ｔ）

∂ｘ２ ，　 　 δ ∈ ［ｘｉ，ｘｉ ＋１］ ． （７）

将式（７）右侧的一阶偏导项 ∂Ｆ（ｘｉ ＋１ ／ ２，ｙ ｊ，ｔ） ／ ∂ｘ 用向后差分进行离散，可以得到式（７）的
一个逼近形式：

　 　 Ｆ（ｘ，ｙ ｊ，ｔ） ≈ Ｆ（ｘｉ ＋１ ／ ２，ｙ ｊ，ｔ） ＋

　 　 　 　 （ｘ － ｘｉ ＋１ ／ ２）
Ｆ（ｘｉ ＋１ ／ ２，ｙ ｊ，ｔ） － Ｆ（ｘｉ －１ ／ ２，ｙ ｊ，ｔ）

ｈ
＋ Ｏ（ｈ２） ． （８）

将式（８）代入式（６）得

　 　 ∫ ｘｉ＋１

ｘｉ

∂ｕ（ｘ，ｙ ｊ，ｔ）
∂ｘ

ｄｘ ＝ Ｆ（ｘｉ ＋１ ／ ２，ｙ ｊ，ｔ） ∫ ｘｉ＋１

ｘｉ

１
ｋ（ｘ，ｙ ｊ）

ｄｘ ＋
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Ｆ（ｘｉ ＋１ ／ ２，ｙ ｊ，ｔ） － Ｆ（ｘｉ －１ ／ ２，ｙ ｊ，ｔ）

ｈ ∫ ｘｉ＋１

ｘｉ

ｘ － ｘｉ ＋１ ／ ２

ｋ（ｘ，ｙ ｊ）
ｄｘ ＋ Ｏ（ｈ３） ． （９）

令

　 　 κｉ ＋１ ／ ２ ＝ １
ｈ ∫

ｘｉ＋１

ｘｉ

１
ｋ（ｘ，ｙ ｊ）

ｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

－１

， ϕｉ ＋１ ／ ２ ＝ １
ｈ２ κｉ ＋１ ／ ２ ∫ ｘｉ＋１

ｘｉ

ｘ － ｘｉ ＋１ ／ ２

ｋ（ｘ，ｙ ｊ）
ｄｘ，

则式（９）可简写为

　 　 κｉ ＋１ ／ ２

ｕ（ｘｉ ＋１，ｙ ｊ，ｔ） － ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔ）
ｈ

≈

　 　 　 　 Ｆ（ｘｉ ＋１ ／ ２，ｙ ｊ，ｔ） ＋ ϕｉ ＋１ ／ ２（Ｆ（ｘｉ ＋１ ／ ２，ｙ ｊ，ｔ） － Ｆ（ｘｉ －１ ／ ２，ｙ ｊ，ｔ）） ＋ Ｏ（ｈ２），
忽略等式右边的高阶项得

　 　 κｉ ＋１ ／ ２

ｕ（ｘｉ ＋１，ｙ ｊ，ｔ） － ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔ）
ｈ

＝

　 　 　 　 Ｆ（ｘｉ ＋１ ／ ２，ｙ ｊ，ｔ） ＋ ϕｉ ＋１ ／ ２（Ｆ（ｘｉ ＋１ ／ ２，ｙ ｊ，ｔ） － Ｆ（ｘｉ －１ ／ ２，ｙ ｊ，ｔ）） ． （１０）
式（１０）中 κｉ ＋１ ／ ２ 是扩散系数 ｋ（ｘ，ｙ） 在区间（ｘｉ，ｘｉ ＋１） 内的调和平均系数， 它在求解界面处

数值解的过程中起到关键性作用，ϕｉ ＋１ ／ ２ 是一阶偏导项的系数．经典的有限体积方法中只截取

了通量 Ｆ（ｘ，ｙ ｊ，ｔ） 在点 ｘｉ ＋１ ／ ２ 处 Ｔａｙｌｏｒ（泰勒）展式（７）右侧的第 １ 项， 本文为了提高对通量

Ｆ（ｘ，ｙ ｊ，ｔ） 的计算精度， 截取式（７）右侧的前两项．
同样地， 可以将通量 Ｆ（ｘ，ｙ ｊ，ｔ） 在点 ｘｉ －１ ／ ２ 处展开， 并进行类似的运算后可得

　 　 κｉ －１ ／ ２

ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔ） － ｕ（ｘｉ －１，ｙ ｊ，ｔ）
ｈ

＝

　 　 　 　 Ｆ（ｘｉ －１ ／ ２，ｙ ｊ，ｔ） ＋ ϕｉ －１ ／ ２（Ｆ（ｘｉ ＋１ ／ ２，ｙ ｊ，ｔ） － Ｆ（ｘｉ －１ ／ ２，ｙ ｊ，ｔ）） ． （１１）
当 ｘ的值给定为 ｘｉ 时，同上面的方法一样，可以将通量Ｆ（ｘｉ，ｙ，ｔ） 在点 ｙ ｊ ＋１ ／ ２ 和点 ｙ ｊ －１ ／ ２ 处展

开，积分并化简后可得

　 　 κ ｊ ＋１ ／ ２

ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ ＋１，ｔ） － ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔ）
ｈ

＝

　 　 　 　 Ｆ（ｘｉ，ｙ ｊ ＋１ ／ ２，ｔ） ＋ ϕ ｊ ＋１ ／ ２（Ｆ（ｘｉ，ｙ ｊ ＋１ ／ ２，ｔ） － Ｆ（ｘｉ，ｙ ｊ －１ ／ ２，ｔ））， （１２）

　 　 κ ｊ －１ ／ ２

ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔ） － ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ －１，ｔ）
ｈ

＝

　 　 　 　 Ｆ（ｘｉ，ｙ ｊ －１ ／ ２，ｔ） ＋ ϕ ｊ －１ ／ ２（Ｆ（ｘｉ，ｙ ｊ ＋１ ／ ２，ｔ） － Ｆ（ｘｉ，ｙ ｊ －１ ／ ２，ｔ）） ． （１３）
由式（１０）和式（１１）可得

　 　 （１ ＋ ϕｉ ＋１ ／ ２ － ϕｉ －１ ／ ２）（Ｆ（ｘｉ ＋１ ／ ２，ｙ ｊ，ｔ） － Ｆ（ｘｉ －１ ／ ２，ｙ ｊ，ｔ）） ＝

　 　 　 　 κｉ ＋１ ／ ２

ｕ（ｘｉ ＋１，ｙ ｊ，ｔ） － ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔ）
ｈ

－ κｉ －１ ／ ２

ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔ） － ｕ（ｘｉ －１，ｙ ｊ，ｔ）
ｈ

．

令 ρｉ ＝ （１ ＋ ϕｉ ＋１ ／ ２ － ϕｉ －１ ／ ２）
－１， 则上式可改写为

　 　 Ｆ（ｘｉ ＋１ ／ ２，ｙ ｊ，ｔ） － Ｆ（ｘｉ －１ ／ ２，ｙ ｊ，ｔ） ＝

　 　 　 　 ρｉκｉ ＋１ ／ ２

ｕ（ｘｉ ＋１，ｙ ｊ，ｔ） － ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔ）
ｈ

－ ρｉκｉ －１ ／ ２

ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔ） － ｕ（ｘｉ －１，ｙ ｊ，ｔ）
ｈ

． （１４）

同样地，令 ρ ｊ ＝ （１ ＋ ϕ ｊ ＋１ ／ ２ － ϕ ｊ －１ ／ ２）
－１ 可得

　 　 Ｆ（ｘｉ，ｙ ｊ ＋１ ／ ２，ｔ） － Ｆ（ｘｉ，ｙ ｊ －１ ／ ２，ｔ） ＝

　 　 　 　 ρ ｊκ ｊ ＋１ ／ ２

ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ ＋１，ｔ） － ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔ）
ｈ

－ ρ ｊκ ｊ －１ ／ ２

ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔ） － ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ －１，ｔ）
ｈ

． （１５）

４３１ 求解带有间断系数二维扩散方程的修正有限体积方法



将式（１４）和式（１５）代入式（４）得

　 　 ∫ ｔｎ＋１

ｔｎ
∫ ｙ ｊ ＋１ ／ ２

ｙ ｊ －１ ／ ２
∫ ｘｉ＋１ ／ ２

ｘｉ－１ ／ ２

∂Ｆ
∂ｘ

＋ ∂Ｆ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘｄｙｄｔ ≈

　 　 　 　 τｈ
２ ρｉκｉ ＋１ ／ ２

ｕ（ｘｉ ＋１，ｙ ｊ，ｔｎ＋１） － ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｎ＋１）
ｈ

－æ

è
ç

　 　 　 　 ρｉκｉ －１ ／ ２

ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｎ＋１） － ｕ（ｘｉ －１，ｙ ｊ，ｔｎ＋１）
ｈ

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 τｈ
２ ρｉκｉ ＋１ ／ ２

ｕ（ｘｉ ＋１，ｙ ｊ，ｔｎ） － ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｎ）
ｈ

－æ

è
ç

　 　 　 　 ρｉκｉ －１ ／ ２

ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｎ） － ｕ（ｘｉ －１，ｙ ｊ，ｔｎ）
ｈ

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 τｈ
２ ρ ｊκ ｊ ＋１ ／ ２

ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ ＋１，ｔｎ＋１） － ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｎ＋１）
ｈ

－æ

è
ç

　 　 　 　 ρ ｊκ ｊ －１ ／ ２

ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｎ＋１） － ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ －１，ｔｎ＋１）
ｈ

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 τｈ
２ ρ ｊκ ｊ ＋１ ／ ２

ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ ＋１，ｔｎ） － ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｎ）
ｈ

－æ

è
ç

　 　 　 　 ρ ｊκ ｊ －１ ／ ２

ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｎ） － ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ －１，ｔｎ）
ｈ

ö

ø
÷ ． （１６）

考虑式（２）等式左侧的积分项：

　 　 ∫ ｔｎ＋１

ｔｎ
∫ ｙ ｊ ＋１ ／ ２

ｙ ｊ －１ ／ ２
∫ ｘｉ＋１ ／ ２

ｘｉ－１ ／ ２

∂ｕ
∂ｔ

ｄｘｄｙｄｔ ≈ ∫ ｙ ｊ ＋１ ／ ２

ｙ ｊ －１ ／ ２
∫ ｘｉ＋１ ／ ２

ｘｉ－１ ／ ２
（ｕ（ｘ，ｙ，ｔｎ＋１） － ｕ（ｘ，ｙ，ｔｎ））ｄｘｄｙ ．

利用中矩形积分公式进行积分运算得

　 　 ∫ ｔｎ＋１

ｔｎ
∫ ｙ ｊ ＋１ ／ ２

ｙ ｊ －１ ／ ２
∫ ｘｉ＋１ ／ ２

ｘｉ－１ ／ ２

∂ｕ
∂ｔ

ｄｘｄｙｄｔ ≈ ｈ２（ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｎ＋１） － ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｎ）） ． （１７）

再考虑式（２）右侧的源项积分项：

　 　 ∫ ｔｎ＋１

ｔｎ
∫ ｙ ｊ ＋１ ／ ２

ｙ ｊ －１ ／ ２
∫ ｘｉ＋１ ／ ２

ｘｉ－１ ／ ２
ｆ（ｘ，ｙ，ｔ）ｄｘｄｙｄｔ ．

首先对时间层利用梯形公式进行积分运算得

　 　 ∫ ｔｎ＋１

ｔｎ
∫ ｙ ｊ ＋１ ／ ２

ｙ ｊ －１ ／ ２
∫ ｘｉ＋１ ／ ２

ｘｉ－１ ／ ２
ｆ（ｘ，ｙ，ｔ）ｄｘｄｙｄｔ ≈ τ

２ ∫
ｙ ｊ ＋１ ／ ２

ｙ ｊ －１ ／ ２
∫ ｘｉ＋１ ／ ２

ｘｉ－１ ／ ２
（ ｆ（ｘ，ｙ，ｔｎ＋１） ＋ ｆ（ｘ，ｙ，ｔｎ））ｄｘｄｙ ．

对空间层利用中矩形公式进行积分运算得

　 　 τ
２ ∫

ｙ ｊ ＋１ ／ ２

ｙ ｊ －１ ／ ２
∫ ｘｉ＋１ ／ ２

ｘｉ－１ ／ ２
（ ｆ（ｘ，ｙ，ｔｎ＋１） ＋ ｆ（ｘ，ｙ，ｔｎ））ｄｘｄｙ ≈

　 　 　 　 τ
２

ｈ２（ ｆ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｎ＋１） ＋ ｆ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｎ）） ． （１８）

结合式（１６）、（１７）和（１８）得出本文对间断系数扩散方程的离散格式：

　 　 － τ
２

ρｉκｉ －１ ／ ２

ｈ２ ｕｎ＋１
ｉ －１， ｊ －

τ
２

ρ ｊκ ｊ －１ ／ ２

ｈ２ ｕｎ＋１
ｉ， ｊ －１ ＋

　 　 　 　 １ ＋ τ
２

ρｉ

ｈ２（κｉ ＋１ ／ ２ ＋ κｉ －１ ／ ２） ＋
ρ ｊ

ｈ２（κ ｊ ＋１ ／ ２ ＋ κ ｊ －１ ／ ２）
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｎ＋１

ｉ， ｊ －

５３１续　 　 小　 　 磊　 　 　 冯　 　 秀　 　 芳



　 　 　 　 τ
２

ρｉκｉ ＋１ ／ ２

ｈ２ ｕｎ＋１
ｉ ＋１， ｊ －

τ
２

ρ ｊκ ｊ ＋１ ／ ２

ｈ２ ｕｎ＋１
ｉ， ｊ ＋１ ＝

　 　 　 　 τ
２

ρｉκｉ －１ ／ ２

ｈ２ ｕｎ
ｉ－１， ｊ ＋

τ
２

ρ ｊκ ｊ －１ ／ ２

ｈ２ ｕｎ
ｉ， ｊ －１ ＋

　 　 　 　 １ － τ
２

ρｉ

ｈ２（κｉ ＋１ ／ ２ ＋ κｉ －１ ／ ２） ＋
ρ ｊ

ｈ２（κ ｊ ＋１ ／ ２ ＋ κ ｊ －１ ／ ２）
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｎ

ｉ， ｊ ＋

　 　 　 　 τ
２

ρｉκｉ ＋１ ／ ２

ｈ２ ｕｎ
ｉ＋１， ｊ ＋

τ
２

ρ ｊκ ｊ ＋１ ／ ２

ｈ２ ｕｎ
ｉ， ｊ ＋１ ＋ τ

２
（ ｆ ｎ＋１ｉ， ｊ ＋ ｆ ｎｉ， ｊ）， （１９）

其中　 　 ｕｎ
ｉ， ｊ ＝ ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｎ）， ｆ ｎｉ， ｊ ＝ ｆ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｎ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ ．

１．３　 误差分析

为书写简洁，式（１９）中的系数重新定义为

　 　 ａ１ ＝ － τ
２

ρｉκｉ －１ ／ ２

ｈ２ ， ａ２ ＝ － τ
２

ρｉκｉ ＋１ ／ ２

ｈ２ ， ｂ１ ＝ － τ
２

ρ ｊκ ｊ －１ ／ ２

ｈ２ ， ｂ２ ＝ － τ
２

ρ ｊκ ｊ ＋１ ／ ２

ｈ２ ．

下面考虑格式（１９）的截断误差， 首先对重写后的格式（１９）进行移项变形得

　 　 ａ１（ｕｎ＋１
ｉ －１， ｊ － ｕｎ＋１

ｉ， ｊ ＋ ｕｎ
ｉ－１， ｊ － ｕｎ

ｉ， ｊ） ＋ ａ２（ｕｎ＋１
ｉ ＋１， ｊ － ｕｎ＋１

ｉ， ｊ ＋ ｕｎ
ｉ＋１， ｊ － ｕｎ

ｉ， ｊ） ＋
　 　 　 　 ｂ１（ｕｎ＋１

ｉ， ｊ －１ － ｕｎ＋１
ｉ， ｊ ＋ ｕｎ

ｉ， ｊ －１ － ｕｎ
ｉ， ｊ） ＋ ｂ２（ｕｎ＋１

ｉ， ｊ ＋１ － ｕｎ＋１
ｉ， ｊ ＋ ｕｎ

ｉ， ｊ ＋１ － ｕｎ
ｉ， ｊ） ＋

　 　 　 　 （ｕｎ＋１
ｉ， ｊ － ｕｎ

ｉ， ｊ） ＝ τ
２
（ ｆ ｎ＋１ｉ， ｊ ＋ ｆ ｎｉ， ｊ） ． （２０）

用微分方程的解 ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｎ） 代替式（２０） 中的全部近似解 ｕｎ
ｉ， ｊ，这样得到方程两边的差就

是截断误差．将式（２０） 中等式左侧的第 １ 项 ａ１（ｕｎ＋１
ｉ －１， ｊ － ｕｎ＋１

ｉ， ｊ ＋ ｕｎ
ｉ－１， ｊ － ｕｎ

ｉ， ｊ） 做 Ｔａｙｌｏｒ 展式，
ｕｎ＋１
ｉ －１， ｊ，ｕｎ＋１

ｉ， ｊ ，ｕｎ
ｉ－１， ｊ 全部在点（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｎ） 处展开．

由于格式（２０）为二维隐式格式， 所以首先对 （ｕｎ＋１
ｉ －１， ｊ － ｕｎ＋１

ｉ， ｊ ＋ ｕｎ
ｉ－１， ｊ － ｕｎ

ｉ， ｊ） 在时间层上进行

Ｔａｙｌｏｒ 展开：
　 　 （ｕｎ＋１

ｉ －１， ｊ － ｕｎ＋１
ｉ， ｊ ＋ ｕｎ

ｉ－１， ｊ － ｕｎ
ｉ， ｊ） ≈

　 　 　 　 ｕｎ
ｉ－１， ｊ ＋ τ ∂ｕ

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ－１， ｊ
＋ τ２

２
∂２ｕ
∂ｔ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ－１， ｊ

＋ τ３

６
∂３ｕ
∂ｔ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ－１， ｊ

＋ τ４

２４
∂４ｕ
∂ｔ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ－１， ｊ

＋ Ｏ（τ５）æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 ｕｎ
ｉ， ｊ ＋ τ ∂ｕ

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
＋ τ２

２
∂２ｕ
∂ｔ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

＋ τ３

６
∂３ｕ
∂ｔ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

＋ τ４

２４
∂４ｕ
∂ｔ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

＋ Ｏ（τ５）æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ｕｎ
ｉ， ｊ － ｈ ∂ｕ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
＋ ｈ２

２
∂２ｕ
∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

－ ｈ３

６
∂３ｕ
∂ｘ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

＋ ｈ４

２４
∂４ｕ
∂ｘ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

＋ Ｏ（ｈ５）æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｕｎ

ｉ， ｊ ．

得到如上的 Ｔａｙｌｏｒ 展式后再在空间层上 Ｔａｙｌｏｒ 展开，得
　 　 （ｕｎ＋１

ｉ －１， ｊ － ｕｎ＋１
ｉ， ｊ ＋ ｕｎ

ｉ－１， ｊ － ｕｎ
ｉ， ｊ） ≈

　 　 　 　 － ２ｈ ∂ｕ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
＋ ｈ２ ∂２ｕ

∂ｘ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

－ ｈ３

３
∂３ｕ
∂ｘ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

＋ ｈ４

１２
∂４ｕ
∂ｘ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

＋ Ｏ（ｈ５） －

　 　 　 　 τｈ ∂２ｕ
∂ｔ∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
＋ τｈ２

２
∂３ｕ
∂ｔ∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

－ τｈ３

６
∂４ｕ
∂ｔ∂ｘ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

＋ τｈ４

２４
∂５ｕ
∂ｔ∂ｘ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

＋ Ｏ（τｈ５） －

　 　 　 　 τ２ｈ
２

∂３ｕ
∂ｔ２∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

＋ τ２ｈ２

４
∂４ｕ

∂ｔ２∂ｘ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

－ τ２ｈ３

１２
∂５ｕ

∂ｔ２∂ｘ３
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

＋ τ２ｈ４

６０
∂６ｕ

∂ｔ２∂ｘ４
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

＋ Ｏ（τ２ｈ５） －

　 　 　 　 τ３ｈ
６

∂４ｕ
∂ｔ２∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

＋ τ３ｈ２

２４
∂５ｕ

∂ｔ３∂ｘ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

－ τ３ｈ３

１２０
∂６ｕ

∂ｔ３∂ｘ３
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

＋ Ｏ（τ３ｈ５） ．
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用同样的方法对式（２０）左侧的第 ２，３ 和 ４ 项进行 Ｔａｙｌｏｒ 展开．再将各项的展式代入式

（２０）得

　 　 ２ｈ ∂ｕ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
（ａ２ － ａ１） ＋ ｈ２ ∂２ｕ

∂ｘ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
（ａ２ ＋ ａ１） ＋ ｈ３

３
∂３ｕ
∂ｘ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
（ａ２ － ａ１） ＋

　 　 　 　 ｈ４

１２
∂４ｕ
∂ｘ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
（ａ２ ＋ ａ１） ＋ τｈ ∂２ｕ

∂ｔ∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
（ａ２ － ａ１） ＋ τｈ２

２
∂３ｕ
∂ｔ∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
（ａ２ ＋ ａ１） ＋

　 　 　 　 τｈ３

６
∂４ｕ
∂ｔ∂ｘ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
（ａ２ － ａ１） ＋ τｈ４

２４
∂５ｕ
∂ｔ∂ｘ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
（ａ２ ＋ ａ１） ＋ τ２ｈ

２
∂３ｕ
∂ｔ２∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
（ａ２ － ａ１） ＋

　 　 　 　 τ２ｈ２

４
∂４ｕ

∂ｔ２∂ｘ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
（ａ２ ＋ ａ１） ＋ τ２ｈ３

１２
∂５ｕ

∂ｔ２∂ｘ３
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
（ａ２ － ａ１） ＋

　 　 　 　 τ２ｈ４

６０
∂６ｕ

∂ｔ２∂ｘ４
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
（ａ２ ＋ ａ１） ＋ τ３ｈ

６
∂４ｕ

∂ｔ２∂ｘ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
（ａ２ － ａ１） ＋

　 　 　 　 τ３ｈ２

２４
∂５ｕ

∂ｔ３∂ｘ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
（ａ２ ＋ ａ１） ＋ τ３ｈ３

１２０
∂６ｕ

∂ｔ３∂ｘ３
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
（ａ２ － ａ１） ＋

　 　 　 　 ２ｈ ∂ｕ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
（ｂ２ － ｂ１） ＋ ｈ２ ∂２ｕ

∂ｙ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
（ｂ２ ＋ ｂ１） ＋ ｈ３

３
∂３ｕ
∂ｙ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
（ｂ２ － ｂ１） ＋

　 　 　 　 ｈ４

１２
∂４ｕ
∂ｙ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
（ｂ２ ＋ ｂ１） ＋ τｈ ∂２ｕ

∂ｔ∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
（ｂ２ － ｂ１） ＋ τｈ２

２
∂３ｕ
∂ｔ∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
（ｂ２ ＋ ｂ１） ＋

　 　 　 　 τｈ３

６
∂４ｕ
∂ｔ∂ｙ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
（ｂ２ － ｂ１） ＋ τｈ４

２４
∂５ｕ
∂ｔ∂ｙ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
（ｂ２ ＋ ｂ１） ＋ τ２ｈ

２
∂３ｕ
∂ｔ２∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
（ｂ２ － ｂ１） ＋

　 　 　 　 τ２ｈ２

４
∂４ｕ

∂ｔ２∂ｙ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
（ｂ２ ＋ ｂ１） ＋ τ２ｈ３

１２
∂５ｕ

∂ｔ２∂ｙ３
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
（ｂ２ － ｂ１） ＋

　 　 　 　 τ２ｈ４

６０
∂６ｕ

∂ｔ２∂ｙ４
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
（ｂ２ ＋ ｂ１） ＋ τ３ｈ

６
∂４ｕ

∂ｔ２∂ｙ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
（ｂ２ － ｂ１） ＋

　 　 　 　 τ３ｈ２

２４
∂５ｕ

∂ｔ３∂ｙ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
（ｂ２ ＋ ｂ１） ＋ τ３ｈ３

１２０
∂６ｕ

∂ｔ３∂ｙ３
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
（ｂ２ － ｂ１） ＋

　 　 　 　 τ ∂ｕ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ
＋ τ２

２
∂２ｕ
∂ｔ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

＋ Ｏ（τｈ４） ≈ τ
２
（ ｆ ｎ＋１ｉ， ｊ ＋ ｆ ｎｉ， ｊ） ． （２１）

从上一小节可知， 当网格划分均匀且扩散系数不变时有 ａ１ ＝ ａ２，ｂ１ ＝ ｂ２，又因为 ａ１，ａ２，ｂ１，
ｂ２ 中含有时间步长 τ 和空间步长 ｈ， 所以令

　 　 ａ１ ＝ τ
ｈ２ ａ

′
１， ａ２ ＝ τ

ｈ２ ａ
′
２， ｂ１ ＝ τ

ｈ２ ｂ
′
１， ｂ２ ＝ τ

ｈ２ ｂ
′
２ ．

将 ａ′
１，ａ′

２，ｂ′
１，ｂ′

２ 代入式（２１），整理后得出格式（１９）的截断误差为

　 　 Ｔ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｈ２

１２
（ａ′

１ ＋ ａ′
２）

∂４ｕ
∂ｘ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

＋ τ
２
（ａ′

１ ＋ ａ′
２）

∂３ｕ
∂ｔ∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

＋

　 　 　 　 τｈ２

２４
（ａ′

１ ＋ ａ′
２）

∂５ｕ
∂ｔ∂ｘ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

＋ τ
４
（ａ′

１ ＋ ａ′
２）

∂４ｕ
∂ｔ２∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

＋ τ２ｈ２

６０
（ａ′

１ ＋ ａ′
２）

∂６ｕ
∂ｔ２∂ｘ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

＋

　 　 　 　 τ３

２４
（ａ′

１ ＋ ａ′
２）

∂５ｕ
∂ｔ３∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

＋ ｈ２

１２
（ｂ′

１ ＋ ｂ′
２）

∂４ｕ
∂ｙ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

＋ τ
２
（ｂ′

１ ＋ ｂ′
２）

∂３ｕ
∂ｔ∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

＋
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　 　 　 　 τｈ２

２４
（ｂ′

１ ＋ ｂ′
２）

∂５ｕ
∂ｔ∂ｙ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

＋ τ
２

∂２ｕ
∂ｔ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

＋ τ
４
（ｂ′

１ ＋ ｂ′
２）

∂４ｕ
∂ｔ２∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

＋

　 　 　 　 τ２ｈ２

６０
∂６ｕ

∂ｔ２∂ｙ４
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

＋ τ３

２４
（ｂ′

１ ＋ ｂ′
２）

∂５ｕ
∂ｔ３∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｉ， ｊ

＋ Ｏ（ｈ４） ＋ Ｏ（τ２） ．

由上式可知格式（１９）的截断误差为 Ｏ（τ ＋ ｈ２） ．
１．４　 界面处理

假设两个界面 ｌ１ 和 ｌ２ 分别位于区间［ｘｉ， ｘｉ ＋１］ 和［ｙ ｊ， ｙ ｊ ＋１］ 内， 则可以表示为 ｌ１ ＝ ｘｉ ＋ θ１ｈ，
ｌ２ ＝ ｙ ｊ ＋ θ２ｈ，其中 ０ ≤ θ１，θ２ ≤１．若 θ１ ＝ ０ 或 θ１ ＝ １，那么界面 ｌ１ 便与网格线重合，这种情况下

经过离散后得出的差分格式与对扩散方程直接进行有限差分离散所得到差分格式一致，对这

种情形我们不做考虑，而总是取 ０ ＜ θ１ ＜ １，同样地取 ０ ＜ θ２ ＜ １．
将界面 ｌ１ 和 ｌ２ 确定在区间［ｘｉ，ｘｉ ＋１］ 和［ｙ ｊ，ｙ ｊ ＋１］ 内意味着扩散系数 ｋ（ｘ，ｙ） 在这两个区间

内发生间断，那么在区间［ｘｉ，ｘｉ ＋１］ 和［ｙ ｊ，ｙ ｊ ＋１］ 内求调和平均系数 κｉ ＋１ ／ ２ 时需要利用积分区间可

加性．

　 　 κｉ ＋１ ／ ２ ＝ １
ｈ ∫

ｘｉ＋１

ｘｉ

１
ｋ（ｘ，ｙ ｊ）

ｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

－１

＝ １
ｈ ∫

ｌ１

ｘｉ

１
ｋ（ｘ，ｙ ｊ）

ｄｘ ＋ １
ｈ ∫

ｘｉ＋１

ｌ１

１
ｋ（ｘ，ｙ ｊ）

ｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

－１

．

为了提高整体的计算精度，对于调和平均系数的积分求解本文采用具有三阶精度的

Ｓｉｍｐｓｏｎ（辛普森）公式对其进行运算：

　 　 κｉ ＋１ ／ ２ ≈
θ１

６

１
ｋ（ｘｉ，ｙ ｊ）

＋ ４

ｋ
ｘｉ ＋ ｌ －１

２
，ｙ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷

＋ １
ｋ（ ｌ －１ ，ｙ ｊ）

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
＋

æ

è

ç
çç

　 　 　 　
１ － θ１

６

１
ｋ（ ｌ ＋１ ，ｙ ｊ）

＋ ４

ｋ
ｌ ＋１ ＋ ｘｉ ＋１

２
，ｙ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷

＋ １
ｋ（ｘｉ ＋１，ｙ ｊ）

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

ö

ø

÷
÷÷

－１

．

其它的调和平均系数 κｉ －１ ／ ２，κ ｊ ＋１ ／ ２ 和 κ ｊ －１ ／ ２ 以及ϕｉ ＋１ ／ ２，ϕｉ －１ ／ ２，ϕ ｊ ＋１ ／ ２ 和ϕ ｊ －１ ／ ２ 采用同样的方法进行

积分运算．当空间步长 ｈ 充分小时， 可得到如下近似：

　 　 ｋ（ｘｉ，ｙ ｊ） ≈ ｋ
ｘｉ ＋ ｌ －１

２
，ｙ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≈ ｋ（ ｌ －１ ，ｙ ｊ），

　 　 ｋ（ ｌ ＋１ ，ｙ ｊ） ≈ ｋ
ｌ ＋１ ＋ ｘｉ ＋１

２
，ｙ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≈ ｋ（ｘｉ ＋１，ｙ ｊ） ．

将上面的近似值代入 κｉ ＋１ ／ ２ 中得

　 　 κｉ ＋１ ／ ２ ＝
θ１

ｋ（ｘｉ，ｙ ｊ）
＋

１ － θ１

ｋ（ｘｉ ＋１，ｙ ｊ）
æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

． （２２）

同样地， 有

　 　 κｉ －１ ／ ２ ＝
θ１

ｋ（ｘｉ －１，ｙ ｊ）
＋

１ － θ１

ｋ（ｘｉ，ｙ ｊ）
æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

，

　 　 κ ｊ ＋１ ／ ２ ＝
θ２

ｋ（ｘｉ，ｙ ｊ）
＋

１ － θ２

ｋ（ｘｉ，ｙ ｊ ＋１）
æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

，

　 　 κ ｊ －１ ／ ２ ＝
θ２

ｋ（ｘｉ，ｙ ｊ －１）
＋

１ － θ２

ｋ（ｘｉ，ｙ ｊ）
æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

．

将近似值代入 ϕｉ ＋１ ／ ２，ϕｉ －１ ／ ２，ϕ ｊ ＋１ ／ ２ 和 ϕ ｊ －１ ／ ２ 中可得
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　 　 ϕｉ ＋１ ／ ２ ＝
θ１

６
３θ１ － １
ｋ（ｘｉ，ｙ ｊ）

＋
１ － θ１

６
３θ１ － ２

ｋ（ｘｉ ＋１，ｙ ｊ）
，

　 　 ϕｉ －１ ／ ２ ＝
θ１

６
３θ１ － １

ｋ（ｘｉ －１，ｙ ｊ）
＋

１ － θ１

６
３θ１ － ２
ｋ（ｘｉ，ｙ ｊ）

，

　 　 ϕ ｊ ＋１ ／ ２ ＝
θ２

６
３θ２ － １
ｋ（ｘｉ，ｙ ｊ）

＋
１ － θ２

６
３θ２ － ２

ｋ（ｘｉ，ｙ ｊ ＋１）
，

　 　 ϕ ｊ －１ ／ ２ ＝
θ２

６
３θ２ － １

ｋ（ｘｉ，ｙ ｊ －１）
＋

１ － θ２

６
３θ２ － ２
ｋ（ｘｉ，ｙ ｊ）

．

１．５　 稳定性分析

１．２ 小节给出的隐格式（１９）可以写成如下矩阵形式：
　 　 （Ｉ ＋ λＧ１）ｕｎ＋１ ＝ （Ｉ － λＧ２）ｕｎ ＋ Ｆｎ， （２３）

其中 Ｉ 为单位矩阵，λ ＝ τ ／ ２ｈ２，
　 　 ｕｎ ＝ （ｕｎ

１，１，ｕｎ
１，２，…，ｕｎ

１，Ｎ，ｕｎ
２，１，ｕｎ

２，２…，ｕｎ
２，Ｎ，…，ｕｎ

Ｎ，１，ｕｎ
Ｎ，２，…，ｕｎ

Ｎ，Ｎ） Ｔ，

　 　 Ｆｎ ＝ τ
２
（ ｆ ｎ＋１１，１ ＋ ｆ ｎ１，１），

τ
２
（ ｆ ｎ＋１１，２ ＋ ｆ ｎ１，２），…， τ

２
（ ｆ ｎ＋１１，Ｎ ＋ ｆ ｎ１，Ｎ），

æ

è
ç

　 　 　 　 τ
２
（ ｆ ｎ＋１２，１ ＋ ｆ ｎ２，１），

τ
２
（ ｆ ｎ＋１２，２ ＋ ｆ ｎ２，２），…， τ

２
（ ｆ ｎ＋１２，Ｎ ＋ ｆ ｎ２，Ｎ），…， τ

２
（ ｆ ｎ＋１Ｎ，Ｎ ＋ ｆ ｎＮ，Ｎ）

ö

ø
÷

Ｔ

，

ｕ 和 Ｆ 是 Ｎ２ × １ 矩阵，Ｇ１ 和 Ｇ２ 是 Ｎ２ × Ｎ２ 矩阵．将 Ｇ１ 和 Ｇ２ 写出后容易看出 Ｇ１ ＝ Ｇ２ ．
为了证明方法的稳定性， 给出如下两个引理．
引理 １　 由式（２３）给出的两个矩阵为非负实阵．
引理 ２　 （Ｋｅｌｌｏｇｇ）如果 φ ＞ ０，矩阵 Ｇ 为非负实阵， 则

　 　 ‖（φＩ ＋ Ｇ） －１‖２ ≤ １， ‖（φＩ － Ｇ）（φＩ ＋ Ｇ） －１‖２ ≤ １．
定理 １　 求解间断系数扩散方程（１）的隐格式（１９）无条件稳定．
定理 １ 的证明还需要考虑到文中所规定的一些约束条件：
１） 通量函数 Ｆ（ｘ，ｙ，ｔ） 在界面处二次连续可微；
２） 扩散系数 ｋ（ｘ，ｙ） 在每个子区间具有连续的二阶导数．
证明　 容易得出格式（１９）的增长矩阵为

　 　 Ｇ ＝ （Ｉ ＋ λＧ１）
－１（Ｉ － λＧ２） ．

应用引理 １ 和引理 ２ 有

　 　 ‖Ｇｎ‖２ ＝ ‖（Ｉ ＋ λＧ１）
－１‖ｎ

２‖（Ｉ － λＧ２）‖ｎ
２，

又因为 Ｇ１ ＝ Ｇ２， 所以

　 　 ‖Ｇｎ‖２ ＝ ‖（Ｉ ＋ λＧ１）
－１‖ｎ

２‖（Ｉ － λＧ１）‖ｎ
２ ≤ １．

定理 １ 得证．

２　 数 值 算 例

例 １　 考虑方程（１）的定解问题．
扩散系数

　 　 ｋ（ｘ，ｙ） ＝

１， （ｘ，ｙ） ∈ ［０，０．５） × ［０，０．５），
０．５， （ｘ，ｙ） ∈ ［０．５，１］ × ［０，０．５），
０．５， （ｘ，ｙ） ∈ ［０，０．５） × ［０．５，１］，
１， （ｘ，ｙ） ∈ ［０．５，１］ × ［０．５，１］ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

９３１续　 　 小　 　 磊　 　 　 冯　 　 秀　 　 芳



初始条件

　 　 ｕ（ｘ，ｙ，０） ＝

ｓｉｎ πｘｓｉｎ πｙ， （ｘ，ｙ） ∈ ［０，０．５） × ［０，０．５），
２ｓｉｎ πｘｓｉｎ πｙ， （ｘ，ｙ） ∈ ［０．５，１］ × ［０，０．５），
２ｓｉｎ πｘｓｉｎ πｙ， （ｘ，ｙ） ∈ ［０，０．５） × ［０．５，１］，
ｓｉｎ πｘｓｉｎ πｙ， （ｘ，ｙ） ∈ ［０．５，１］ × ［０．５，１］ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

源项

　 　 ｆ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝

０， （ｘ，ｙ） ∈ ［０，０．５） × ［０，０．５），
－ ２π ２ｅ －２π２ｔｓｉｎ πｘｓｉｎ πｙ， （ｘ，ｙ） ∈ ［０．５，１］ × ［０，０．５），
－ ２π ２ｅ －２π２ｔｓｉｎ πｘｓｉｎ πｙ， （ｘ，ｙ） ∈ ［０，０．５） × ［０．５，１］，
０， （ｘ，ｙ） ∈ ［０．５，１］ × ［０．５，１］ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

边界条件

　 　 ｕ（０，ｙ，ｔ） ＝ ０， ｕ（１，ｙ，ｔ） ＝ ０， ｕ（ｘ，０，ｔ） ＝ ０， ｕ（ｘ，１，ｔ） ＝ ０．
精确解为

　 　 ｕ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝

ｅ －２π２ｔｓｉｎ πｘｓｉｎ πｙ， （ｘ，ｙ） ∈ ［０，０．５） × ［０，０．５），
２ｅ －２π２ｔｓｉｎ πｘｓｉｎ πｙ， （ｘ，ｙ） ∈ ［０．５，１］ × ［０，０．５），
２ｅ －２π２ｔｓｉｎ πｘｓｉｎ πｙ， （ｘ，ｙ） ∈ ［０，０．５） × ［０．５，１］，
ｅ －２π２ｔｓｉｎ πｘｓｉｎ πｙ， （ｘ，ｙ） ∈ ［０．５，１］ × ［０．５，１］ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

用经典的有限体积方法与本文方法进行比较， 同时给出精确解相对应， 结果如表 １～表 ８
所示．

表 １　 当 ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ ０．０２５， λ ＝ ０．１ 时， 两种方法的结果和精确值比较（节点（２０， ２１）、（２１， ２０））
Ｔａｂｌｅ １　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｎｏｄｅｓ（２０， ２１）， （２１， ２０）），

ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ ０．０２５， λ ＝ ０．１

ｍｅｔｈｏｄ
ｔ ＝ ０．００２ ５　 ｈ ＝ ０．０２５　 λ ＝ ０．１

ｎｏｄｅｓ（２０， ２１）， （２１， ２０） ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ε ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ Δｕ
ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ １．９９４ ４５５ ２５４ ７６６ ２９ － －

ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ １．９９４ ３４４ ４５４ ４０６ ７６ ５．５５５ ４１９ ６６９Ｅ－５ １．１０８ ００３ ５９５Ｅ－４
ｐｒｅｓｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ １．９９４ ４４１ ９６０ １９５ ７８ ６．６６５ ７６５ ２４０Ｅ－６ １．３２９ ４５７ ０５１Ｅ－５

表 ２　 当 ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ ０．０２５， λ ＝ ０．１ 时， 两种方法的结果和精确值比较（节点（２０， ２０）、（２１， ２１））
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｎｏｄｅｓ（２０， ２０）， （２１， ２１）），

ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ ０．０２５， λ ＝ ０．１

ｍｅｔｈｏｄ
ｔ ＝ ０．００２ ５　 ｈ ＝ ０．０２５　 λ ＝ ０．１

ｎｏｄｅｓ（２０， ２０）， （２１， ２１） ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ε ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ Δｕ
ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ０．９９７ ２２７ ６２７ ３８３ １４ － －

ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ０．９９８ ４５８ ７９８ ５３３ ３２ ０．００１ ２３４ ５９３ ９０４ ５ ０．００１ ２３１ １７１ １５０ １８
ｐｒｅｓｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ０．９９８ ４５８ ６６６ ９８８ １１ ０．００１ ２３４ ４６１ ９９３ ５ ０．００１ ２３１ ０３９ ６０４ ９７

表 ３　 当 ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ ０．０２５， λ ＝ ０．５ 时， 两种方法的结果和精确值比较（节点（２０， ２１）、（２１， ２０））
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｎｏｄｅｓ（２０， ２１）， （２１， ２０）），

ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ ０．０２５， λ ＝ ０．５

ｍｅｔｈｏｄ
ｔ ＝ ０．００２ ５　 ｈ ＝ ０．０２５　 λ ＝ ０．５

ｎｏｄｅｓ（２０， ２１）， （２１， ２０） ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ε ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ Δｕ
ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ １．９８４ ６３７ ２５７ ４４７ ７７ － －

ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ １．９８４ １０２ ８３１ ２８５ ２９ ２．６９２ ８１５ ３２６Ｅ－４ ５．３４４ ２６１ ６２４Ｅ－４
ｐｒｅｓｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ １．９８４ ５８６ ２４３ １０８ ６９ ２．５７０ ４６１ ６２４Ｅ－５ ５．１０１ ４３３ ９０８Ｅ－５

０４１ 求解带有间断系数二维扩散方程的修正有限体积方法



表 ４　 当 ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ ０．０２５， λ ＝ ０．５ 时， 两种方法的结果和精确值比较（节点（２０， ２０）、（２１， ２１））
Ｔａｂｌｅ ４　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｎｏｄｅｓ（２０， ２０）， （２１， ２１）），

ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ ０．０２５， λ ＝ ０．５

ｍｅｔｈｏｄ
ｔ ＝ ０．００２ ５　 ｈ ＝ ０．０２５　 λ ＝ ０．５

ｎｏｄｅｓ（２０， ２０）， （２１， ２１） ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ε ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ Δｕ

ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ０．９９２ ３１８ ６２８ ７２３ ８９ － －

ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ０．９９８ ４５９ ３２０ ８１４ ５１ ０．００６ １８８ ２２６ １５３ ２４３ ６ ０．００６ １４０ ６９２ ０９０ ６２

ｐｒｅｓｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ０．９９８ ４５８ ６６７ ４７０ ３６ ０．００６ １８７ ５６７ ７５１ ６６６ ６ ０．００６ １４０ ０３８ ７４６ ４７

表 ５　 当 ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ ０．０２５， λ ＝ １ 时， 两种方法的结果和精确值比较（节点（２０， ２１）、（２１， ２０））
Ｔａｂｌｅ ５　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｎｏｄｅｓ（２０， ２１）， （２１， ２０）），

ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ ０．０２５， λ ＝ １

ｍｅｔｈｏｄ
ｔ ＝ ０．００２ ５　 ｈ ＝ ０．０２５　 λ ＝ １

ｎｏｄｅｓ（２０， ２１）， （２１， ２０） ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ε ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ Δｕ

ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ １．９７２ ５７９ ８４０ １３６ ８５ － －

ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ １．９７１ ７９５ ０８３ １７９ ６４ ３．９７８ ３２７ ９８０ ６Ｅ－４ ７．８４７ ５６９ ５７２ １Ｅ－４

ｐｒｅｓｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ １．９７２ ５０８ ７４５ １２８ ６５ ３．６０４ １６３ ７８３ ６Ｅ－５ ７．１０９ ５００ ８２０ １Ｅ－５

表 ６　 当 ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ ０．０２５， λ ＝ １ 时， 两种方法的结果和精确值比较（节点（２０， ２０）、（２１， ２１））
Ｔａｂｌｅ ６　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｎｏｄｅｓ（２０， ２０）， （２１， ２１）），

ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ ０．０２５， λ ＝ １

ｍｅｔｈｏｄ
ｔ ＝ ０．００２ ５　 ｈ ＝ ０．０２５　 λ ＝ １

ｎｏｄｅｓ（２０， ２０）， （２１， ２１） ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ε ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ Δｕ

ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ０．９８８ ９７５ ４２９ ６７４ １３ － －

ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ０．９９７ ２５３ ８８１ ２６３ ７６ ０．００８ ３７０ ７３５ ３５０ １８ ０．００８ ２７８ ４５１ ５８９ ６３

ｐｒｅｓｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ０．９９７ ２５３ ４４２ ０５３ ６５ ０．００８ ３７０ ２９１ ２４３ ９９ ０．００８ ２７８ ０１２ ３７９ ５２

表 ７　 当 ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ ０．０２５， λ ＝ １０ 时， 两种方法的结果和精确值比较（节点（２０， ２１）、（２１， ２０））
Ｔａｂｌｅ ７　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｎｏｄｅｓ（２０， ２１）， （２１， ２０）），

ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ ０．０２５， λ ＝ １０

ｍｅｔｈｏｄ
ｔ ＝ ０．００２ ５　 ｈ ＝ ０．０２５　 λ ＝ １０

ｎｏｄｅｓ（２０， ２１）， （２１， ２０） ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ε ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ Δｕ

ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ １．９６３ ８２４ ７９６ ０４４ ５３ － －

ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ １．９６３ ０００ １５６ ２３２ ０２ ４．１９９ １５１ ６４６ １Ｅ－４ ８．２４６ ３９８ １２５ １Ｅ－４

ｐｒｅｓｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ １．９６３ ７４３ ７０１ ０３６ ３３ ４．１２９ ４４２ １１５ ４Ｅ－５ ８．１０９ ５００ ８２０ １Ｅ－５

表 ８　 当 ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ ０．０２５， λ ＝ １０ 时， 两种方法的结果和精确值比较（节点（２０， ２０）、（２１， ２１））
Ｔａｂｌｅ ８　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｎｏｄｅｓ（２０， ２０）， （２１， ２１）），

ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ ０．０２５， λ ＝ １０

ｍｅｔｈｏｄ
ｔ ＝ ０．００２ ５　 ｈ ＝ ０．０２５　 λ ＝ １０

ｎｏｄｅｓ（２０， ２０）， （２１， ２１） ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ε ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ Δｕ

ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ０．９８７ ４２５ ７９６ ４７１ ８２ － －

ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ０．９９７ ００１ ２１０ １５５ ９４ ０．００９ ６９７ ３５０ １３８ ４４ ０．００９ ５７５ ４１３ ６８４ １２

ｐｒｅｓｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ０．９９７ ００１ １９７ １０９ ７７ ０．００９ ６９７ ３３６ ９２６ １４ ０．００９ ５７５ ４００ ６３７ ９５

　 　 表 １～表 ８ 中考虑了 ４ 个网格点的解的情况， 这 ４ 个网格点正好位于两个界面相交的 ４ 个

顶点处， 其中点（２０，２０）与点（２１，２１）关于界面的交点相对称， 点（２０，２１）与点（２１，２０）关于

界面的交点相对称， 所以它们的计算结果相同．８ 个表格中分别给出了当 λ ＝ ０．１，λ ＝ ０．５，λ ＝
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１和λ ＝ １０ 时 ４ 个网格点的计算结果及相对误差和绝对误差．对比可以看出本文方法能更好地

与精确解相吻合， 准确程度比经典的有限体积方法更高．
表 ９　 当 ｔ ＝ ０．００１， λ ＝ ０．１ 时， 两种方法与精确解的误差以及绝对误差的收敛阶

Ｔａｂｌｅ ９　 Ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ
ｔｈｅ ｏｒｄｅｒｓ ｏｆ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ， ｔ ＝ ０．００１， λ ＝ ０．１

Ｎ
ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ

ｅｒｒｏｒ Δｕ ｏｒｄｅｒ ｎ

ｐｒｅｓｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ

ｅｒｒｏｒ Δｕ ｏｒｄｅｒ ｎ

２０ １．４０１ ２Ｅ－３ － １．２０１ ４Ｅ－３ －

４０ ４．２０１ ６Ｅ－４ １．７３６ ４ ３．６７８ ７Ｅ－４ １．７０５ ８

８０ １．４５７ ８Ｅ－４ １．５２７ １ １．２４６ ７Ｅ－４ １．５６１ １

１６０ ５．０１２ ４Ｅ－５ １．５４０ ２ ４．１２７ ３Ｅ－５ １．５９４ ８

　 　 表 ９ 显示的是当 ｔ ＝ ０．００１，λ ＝ ０．１ 时通过网格加密得出的本文格式在 Ｌ２⁃ 范数下的收敛

阶，从表中可以看出， 新方法与经典方法都达不到理论上的二阶精度， 但是新方法较经典方

法的收敛速度更快一些．

图 ３　 本文方法 （ ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ １ ／ ４０， λ ＝ ０．１） 图 ４　 精确解 （ ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ １ ／ ４０， λ ＝ ０．１）
Ｆｉｇ．３　 Ｐｒｅｓｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ （ ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ １ ／ ４０， λ ＝ ０．１） Ｆｉｇ．４　 Ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ （ ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ １ ／ ４０， λ ＝ ０．１）

图 ５　 本文方法 （ ｔ ＝ ０．００１， ｈ ＝ １ ／ ６０， λ ＝ １） 图 ６　 精确解 （ ｔ ＝ ０．００１， ｈ ＝ １ ／ ６０， λ ＝ １）
Ｆｉｇ．５　 Ｐｒｅｓｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ （ ｔ ＝ ０．００１， ｈ ＝ １ ／ ６０， λ ＝ １） Ｆｉｇ．６　 Ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ （ ｔ ＝ ０．００１， ｈ ＝ １ ／ ６０， λ ＝ １）

２４１ 求解带有间断系数二维扩散方程的修正有限体积方法



图 ３ 和图 ４ 给出的是当 ｔ ＝ ０．００２ ５，ｈ ＝ １ ／ ４０，λ ＝ ０．１ 时本文方法的数值图和精确解的图．
图 ５ 和图 ６ 给出的是当 ｔ ＝ ０．００１，ｈ ＝ １ ／ ６０，λ ＝ １ 时本文方法的数值图和精确解的图．两组图对

比不难看出本文方法能很好地逼近精确解．
例 ２　 考虑在例 １ 的基础上对间断系数的跳跃增加一个数量级的情况．
扩散系数

　 　 ｋ（ｘ，ｙ） ＝

１， （ｘ，ｙ） ∈ ［０，０．５） × ［０，０．５），
５ × １０ －２， （ｘ，ｙ） ∈ ［０．５，１］ × ［０，０．５），
５ × １０ －２， （ｘ，ｙ） ∈ ［０，０．５） × ［０．５，１］，
１， （ｘ，ｙ） ∈ ［０．５，１］ × ［０．５，１］ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

初始条件

　 　 ｕ（ｘ，ｙ，０） ＝

ｓｉｎ πｘｓｉｎ πｙ， （ｘ，ｙ） ∈ ［０，０．５） × ［０，０．５），
１０ｓｉｎ πｘｓｉｎ πｙ， （ｘ，ｙ） ∈ ［０．５，１］ × ［０，０．５），
１０ｓｉｎ πｘｓｉｎ πｙ， （ｘ，ｙ） ∈ ［０，０．５） × ［０．５，１］，
ｓｉｎ πｘｓｉｎ πｙ， （ｘ，ｙ） ∈ ［０．５，１］ × ［０．５，１］ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

源项

　 　 ｆ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝

０， （ｘ，ｙ） ∈ ［０，０．５） × ［０，０．５），
－ １９π ２ｅ －２π２ｔｓｉｎ πｘｓｉｎ πｙ， （ｘ，ｙ） ∈ ［０．５，１］ × ［０，０．５），
－ １９π ２ｅ －２π２ｔｓｉｎ πｘｓｉｎ πｙ， （ｘ，ｙ） ∈ ［０，０．５） × ［０．５，１］，
０， （ｘ，ｙ） ∈ ［０．５，１］ × ［０．５，１］ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

边界条件

　 　 ｕ（０，ｙ，ｔ） ＝ ０， ｕ（１，ｙ，ｔ） ＝ ０， ｕ（ｘ，０，ｔ） ＝ ０， ｕ（ｘ，１，ｔ） ＝ ０．
精确解为

　 　 ｕ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝

ｅ －２π２ｔｓｉｎ πｘｓｉｎ πｙ， （ｘ，ｙ） ∈ ［０，０．５） × ［０，０．５），
１０ｅ －２π２ｔｓｉｎ πｘｓｉｎ πｙ， （ｘ，ｙ） ∈ ［０．５，１］ × ［０，０．５），
１０ｅ －２π２ｔｓｉｎ πｘｓｉｎ πｙ， （ｘ，ｙ） ∈ ［０，０．５） × ［０．５，１］，
ｅ －２π２ｔｓｉｎ πｘｓｉｎ πｙ， （ｘ，ｙ） ∈ ［０．５，１］ × ［０．５，１］ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

同样地，用经典的有限体积方法与本文的方法进行比较， 同时给出精确解相对应， 结果

如表 １０～１４ 所示．
表 １０～１４ 是当间断系数的跳跃较例 １ 增加一个数量级后所得结果．对照表 １ ～ １４ 能够看

出，当间断系数跳跃增大时经典方法和本文的方法依然可以较好地逼近精确解，误差和收敛阶

变化不大．并且，本文方法依然比经典方法更加精确．
表 １０　 当 ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ ０．０２５， λ ＝ ０．１ 时， 两种方法的结果和精确值比较（节点（２０， ２１）、（２１， ２０））

Ｔａｂｌｅ １０　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｎｏｄｅｓ（２０， ２１）， （２１， ２０）），
ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ ０．０２５， λ ＝ ０．１

ｍｅｔｈｏｄ
ｔ ＝ ０．００２ ５　 ｈ ＝ ０．０２５　 λ ＝ ０．１

ｎｏｄｅｓ（２０， ２１）， （２１， ２０） ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ε ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ Δｕ

ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ９．８９８ ７３１ ９８８ １６４ ３６ － －

ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ９．８９８ ６０７ ３９８ ５５０ ９６ １．２４７ ４７８ ９３７Ｅ－５ １．２４５ ８９６ １３４Ｅ－４

ｐｒｅｓｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ９．８９８ ７１７ ９６２ ７９５ ６４ １．４０４ ３１８ ６７３Ｅ－６ １．４０２ ５３６ ８７２Ｅ－５
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表 １１　 当 ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ ０．０２５， λ ＝ ０．１ 时， 两种方法的结果和精确值比较（节点（２０， ２０）、（２１， ２１））
Ｔａｂｌｅ １１　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｎｏｄｅｓ（２０， ２０）， （２１， ２１）），

ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ ０．０２５， λ ＝ ０．１

ｍｅｔｈｏｄ
ｔ ＝ ０．００２ ５　 ｈ ＝ ０．０２５　 λ ＝ ０．１

ｎｏｄｅｓ（２０， ２０）， （２１， ２１） ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ε ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ Δｕ

ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ０．９８９ ８７３ １９８ ８１６ ４４ － －

ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ０．９８７ ２１９ ５３５ ６７０ ７２ ０．００１ ３４３ ０６６ ３５７ ４９ ０．００１ ３２７ ６８４ ５１４ ２２

ｐｒｅｓｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ０．９８７ ２２１ ２４１ ５５３ ４１ ０．００１ ３４１ ３４０ ７１１ ３５ ０．００１ ３２５ ９７８ ６３１ ５３

表 １２　 当 ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ ０．０２５， λ ＝ １０ 时， 两种方法的结果和精确值比较（节点（２０， ２１）、（２１， ２０））
Ｔａｂｌｅ １２　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｎｏｄｅｓ（２０， ２１）， （２１， ２０）），

ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ ０．０２５， λ ＝ １０

ｍｅｔｈｏｄ
ｔ ＝ ０．００２ ５　 ｈ ＝ ０．０２５　 λ ＝ １０

ｎｏｄｅｓ（２０， ２１）， （２１， ２０） ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ε ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ Δｕ

ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ９．９８４ ５８６ ６６８ ６６５ ６４ － －

ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ９．９８３ ５５０ ２４２ ９５１ ３６ １．０３８ ０２５ ６５７ ６Ｅ－４ １．０３６ ４２５ ７１４ ３Ｅ－３

ｐｒｅｓｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ９．９８４ ４７１ ４５４ ２９８ １２ １．１５３ ９２２ ２５３ ８Ｅ－５ １．１５２ １４３ ６７５ ２Ｅ－４

表 １３　 当 ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ ０．０２５， λ ＝ １０ 时， 两种方法的结果和精确值比较（节点（２０， ２０）、（２１， ２１））
Ｔａｂｌｅ １３　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｎｏｄｅｓ（２０， ２０）， （２１， ２１）），

ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ ０．０２５， λ ＝ １０

ｍｅｔｈｏｄ
ｔ ＝ ０．００２ ５　 ｈ ＝ ０．０２５　 λ ＝ １０

ｎｏｄｅｓ（２０， ２０）， （２１， ２１） ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ε ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ Δｕ

ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ０．９９８ ４５８ ６６６ ８６６ ５６ － －

ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ０．９８８ ２１３ ３０２ １４５ ２２ ０．０１０ ２６１ １８０ ６１９ ０２ ０．０１０ ２４５ ３６４ ７２１ ３４

ｐｒｅｓｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ０．９８８ ６９６ １２５ ４７２ ０５ ０．００９ ７７７ ６１１ ９５１ ７８ ０．００９ ７６２ ５４１ ３９４ ５１

表 １４　 当 ｔ ＝ ０．００１， λ ＝ ０．１ 时， 两种方法与精确解的误差以及绝对误差的收敛阶

Ｔａｂｌｅ １４　 Ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ
ｔｈｅ ｏｒｄｅｒｓ ｏｆ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ， ｔ ＝ ０．００１， λ ＝ ０．１

Ｎ
ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ

ｅｒｒｏｒ Δｕ ｏｒｄｅｒ ｎ

ｐｒｅｓｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ

ｅｒｒｏｒ Δｕ ｏｒｄｅｒ ｎ

２０ １．４８６ ４Ｅ－４ － １．３０２ ４Ｅ－３ －

４０ ５．０３１ ２Ｅ－４ １．５６２ ８ ４．１３６ ９Ｅ－４ １．６５４ ５

８０ １．８２７ ８Ｅ－４ １．４６０ ８ １．４３４ ６Ｅ－４ １．５２７ ９

１６０ ６．３８７ ６Ｅ－５ １．５１６ ７ ４．８５６ １Ｅ－５ １．５６２ ７

　 　 例 ３　 考虑将例 １ 中的间断系数的跳跃再增加一个数量级的情况．
扩散系数

　 　 ｋ（ｘ，ｙ） ＝

１， （ｘ，ｙ） ∈ ［０，０．５） × ［０，０．５），
５ × １０ －３， （ｘ，ｙ） ∈ ［０．５，１］ × ［０，０．５），
５ × １０ －３， （ｘ，ｙ） ∈ ［０，０．５） × ［０．５，１］，
１， （ｘ，ｙ） ∈ ［０．５，１］ × ［０．５，１］ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

初始条件

　 　 ｕ（ｘ，ｙ，０） ＝

ｓｉｎ πｘｓｉｎ πｙ， （ｘ，ｙ） ∈ ［０，０．５） × ［０，０．５），
１０２ｓｉｎ πｘｓｉｎ πｙ， （ｘ，ｙ） ∈ ［０．５，１］ × ［０，０．５），
１０２ｓｉｎ πｘｓｉｎ πｙ， （ｘ，ｙ） ∈ ［０，０．５） × ［０．５，１］，
ｓｉｎ πｘｓｉｎ πｙ， （ｘ，ｙ） ∈ ［０．５，１］ × ［０．５，１］ ．
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４４１ 求解带有间断系数二维扩散方程的修正有限体积方法



源项

　 　 ｆ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝

０， （ｘ，ｙ） ∈ ［０，０．５） × ［０，０．５），
－ １９９π ２ｅ －２π２ｔｓｉｎ πｘｓｉｎ πｙ， （ｘ，ｙ） ∈ ［０．５，１］ × ［０，０．５），
－ １９９π ２ｅ －２π２ｔｓｉｎ πｘｓｉｎ πｙ， （ｘ，ｙ） ∈ ［０，０．５） × ［０．５，１］，
０， （ｘ，ｙ） ∈ ［０．５，１］ × ［０．５，１］ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

边界条件

　 　 ｕ（０，ｙ，ｔ） ＝ ０， ｕ（１，ｙ，ｔ） ＝ ０， ｕ（ｘ，０，ｔ） ＝ ０， ｕ（ｘ，１，ｔ） ＝ ０．
精确解为

　 　 ｕ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝

ｅ －２π２ｔｓｉｎ πｘｓｉｎ πｙ， （ｘ，ｙ） ∈ ［０，０．５） × ［０，０．５），
１０２ｅ －２π２ｔｓｉｎ πｘｓｉｎ πｙ， （ｘ，ｙ） ∈ ［０．５，１］ × ［０，０．５），
１０２ｅ －２π２ｔｓｉｎ πｘｓｉｎ πｙ， （ｘ，ｙ） ∈ ［０，０．５） × ［０．５，１］，
ｅ －２π２ｔｓｉｎ πｘｓｉｎ πｙ， （ｘ，ｙ） ∈ ［０．５，１］ × ［０．５，１］ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

表 １５～１９ 显示的是当间断系数的跳跃较例 ２ 再增加一个数量级后所得结果．从表中能够

看出，间断系数的跳跃级数继续增大对收敛阶影响不是很大，而且两种方法继续保持着对精确

解的逼近，说明本文方法对跳跃较大的情况也能较好地处理．
表 １５　 当 ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ ０．０２５， λ ＝ ０．１ 时， 两种方法的结果和精确值比较（节点（２０， ２１）、（２１， ２０））

Ｔａｂｌｅ １５　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｎｏｄｅｓ（２０， ２１）， （２１， ２０）），
ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ ０．０２５， λ ＝ ０．１

ｍｅｔｈｏｄ
ｔ ＝ ０．００２ ５　 ｈ ＝ ０．０２５　 λ ＝ ０．１

ｎｏｄｅｓ（２０， ２１）， （２１， ２０） ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ε ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ Δｕ

ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ９８．９８７ ３１１ ９８８ １６４ ３ － －

ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ９８．９８４ ９９３ ７０２ ８５０ ２ ２．３４２ ００２ ４９２Ｅ－５ ２．３１８ ２８５ ３１４Ｅ－３

ｐｒｅｓｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ９８．９８７ ０６８ ３７５ ３７８ １ ２．４６１ ０５０ ６２６Ｅ－６ ２．４３６ １２７ ８６２Ｅ－４

表 １６　 当 ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ ０．０２５， λ ＝ ０．１ 时， 两种方法的结果和精确值比较（节点（２０， ２０）、（２１， ２１））
Ｔａｂｌｅ １６　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｎｏｄｅｓ（２０， ２０）， （２１， ２１）），

ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ ０．０２５， λ ＝ ０．１

ｍｅｔｈｏｄ
ｔ ＝ ０．００２ ５　 ｈ ＝ ０．０２５　 λ ＝ ０．１

ｎｏｄｅｓ（２０， ２０）， （２１， ２１） ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ε ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ Δｕ

ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ０．９８９ ８７３ １９８ ８１６ ４４ － －

ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ０．９８７ ２２３ ４６５ １３７ ８６ ０．００２ ６７６ ８４１ ５２０ ４６ ０．００２ ６４９ ７３３ ６７８ ５８

ｐｒｅｓｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ０．９８７ ２５８ ９１２ ６７４ ５１ ０．００２ ６４１ ０３１ ３４１ ２４ ０．００２ ６１４ ２８６ １４１ ９３

表 １７　 当 ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ ０．０２５， λ ＝ １０ 时， 两种方法的结果和精确值比较（节点（２０， ２１）、（２１， ２０））
Ｔａｂｌｅ １７　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｎｏｄｅｓ（２０， ２１）， （２１， ２０）），

ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ ０．０２５， λ ＝ １０

ｍｅｔｈｏｄ
ｔ ＝ ０．００２ ５　 ｈ ＝ ０．０２５　 λ ＝ １０

ｎｏｄｅｓ（２０， ２１）， （２１， ２０） ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ε ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ Δｕ

ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ９９．８４５ ８６６ ６８６ ６５６ ４ － －

ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ９９．８３５ ６７９ ８５３ ２８７ ３ １．０２０ ２５５ ８９１ ２Ｅ－４ ０．０１０ １８６ ８３３ ３６９ ０９

ｐｒｅｓｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ９９．８４４ ６７５ ９１４ ８３６ ７ １．１９２ ６１０ ０２９ ０Ｅ－５ ０．００１ １９０ ７７１ ８１９ ６７

５４１续　 　 小　 　 磊　 　 　 冯　 　 秀　 　 芳



表 １８　 当 ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ ０．０２５， λ ＝ １０ 时， 两种方法的结果和精确值比较（节点（２０， ２０）、（２１， ２１））
Ｔａｂｌｅ １８　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｎｏｄｅｓ（２０， ２０）， （２１， ２１）），

ｔ ＝ ０．００２ ５， ｈ ＝ ０．０２５， λ ＝ １０

ｍｅｔｈｏｄ
ｔ ＝ ０．００２ ５　 ｈ ＝ ０．０２５　 λ ＝ １０

ｎｏｄｅｓ（２０， ２０）， （２１， ２１） ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ε ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ Δｕ

ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ０．９９８ ４５８ ６６６ ８６６ ５６ － －

ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ０．９８８ １８５ ６９７ ３２１ ８４ ０．０１０ ２８８ ８２８ ０５６ ３１ ０．０１０ ２７２ ９６９ ５４４ ７２

ｐｒｅｓｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ０．９８８ ６７１ ３４７ ８２５ ７１ ０．００９ ８０２ ４２７ ８４７ ６８ ０．００９ ７８７ ３１９ ０４０ ８５

表 １９　 当 ｔ ＝ ０．００１， λ ＝ ０．１ 时， 两种方法与精确解的误差以及绝对误差的收敛阶

Ｔａｂｌｅ １９　 Ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ
ｔｈｅ ｏｒｄｅｒｓ ｏｆ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ， ｔ ＝ ０．００１， λ ＝ ０．１

Ｎ
ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ

ｅｒｒｏｒ Δｕ ｏｒｄｅｒ ｎ

ｐｒｅｓｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ

ｅｒｒｏｒ Δｕ ｏｒｄｅｒ ｎ

２０ １．１２６ ３Ｅ－２ － １．０１２ ４Ｅ－２ －

４０ ３．８４１ ２Ｅ－３ １．５５１ ９ ３．４３７ ３Ｅ－３ １．５５８ ４

８０ １．３７９ ４Ｅ－３ １．４７７ ５ １．２１２ ６Ｅ－３ １．５０３ ２

１６０ ５．１３２ ６Ｅ－４ １．４２６ ２ ４．４５２ ７Ｅ－４ １．４４５ ４
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