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摘要：　 利用 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 有限体积元方法和特征投影分解方法建立二维非饱和土壤水流问题

的一种很少自由度、精度足够高的降阶外推仿真模型，并给出这种降阶外推仿真模型的降阶近似

解误差估计和算法实现．最后用数值例子说明数值结果与理论结果相吻合，并阐明这种降阶外推仿

真模型的优越性．
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引　 　 言

非饱和土壤水流问题是指土壤中水分没有充满土壤空隙的自然现象．土壤中的水分含量

直接影响着气候和环境及生态的变化．因此，对土壤中的水分含量变化做预测预报有着很重要

的现实意义．
根据水动力学原理和 Ｄａｒｃｙ 定律，非饱和土壤水流问题可描述为含有复杂的源项和非线

性水动力扩散系数的偏微分方程［１⁃３］，因此，通常没有解析解，只能求其数值解［１⁃３］ ．文献［１］给
出了非饱和土壤水流问题的一些有限差分算法，文献［２］给出了一种集中质量有限元算法（没
有理论分析）．由于有限体积元方法［３⁃４］能保持局部的质量或能量守恒，比有限差分法精度高而

且能适应边界复杂的计算域又与有限元方法有同阶精度，并要比有限元方法便于计算（事实

上，有限体积元方法最终可通过体积元转化为差分格式计算，并可以借助有限元方法做解的存

在性、稳定性和收敛性的理论分析）．因此，有限体积元方法被公认为最有效的数值方法之一．
所以，利用有限体积元方法求解非饱和土壤水流问题比用有限元法和有限差分方法更有优势．
虽然文献［３］已经给出的非饱和土壤水流问题时间一阶精度的经典有限体积元格式具备了有

限体积元方法的优点，但是对于实际工程问题，经典的有限体积元格式含有很多自由度（等于

网格节点数目）．这样，由于计算过程中截断误差的积累，经典的有限体积元格式计算若干步

后，可能会出现浮点溢出，无法继续计算出所需近似解．因此，亟待解决的重要问题是：如何在
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保证数值解有足够精度的前提下，尽量降低有限体积元格式的自由度、简化计算、节省计算量

和存储要求、减少计算过程中截断误差的积累，以便获得理想的数值解．
大量实践证明： 特征投影分解（ｐｒｏｐｅｒ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，简记为 ＰＯＤ）方法［５］ 是一

种能极大地降低数值模型维数的高效逼近方法．该方法已经广泛地应用于包括信号分析和模

式识别［６］、统计学及地球物理流体动力学和气象学［７］ 等多个领域．ＰＯＤ 方法就是在最小二乘

意义下，去寻找可代表已知数据的一组正交基，也就是求已知数据的一种最优逼近．早年，ＰＯＤ
方法主要用于数据挖掘和统计中的主分量分析或寻找动力系统的主要特征［５⁃９］ ．直到最近，才
有一些基于 ＰＯＤ 方法的降阶有限体积元模型［１０⁃１３］被建立．虽然文献［１３］中已经建立了二维非

饱和土壤水流问题基于 ＰＯＤ 方法的降阶有限体积元模型，但只有一阶时间精度．这样，为了得

到足够高的时间精度，时间步长必须取得足够小，从而增加了计算迭代步数，也会增加计算过

程中截断误差的积累，影响计算精确度．特别地，现有基于 ＰＯＤ 方法的降阶有限体积元模型

（例如文献［１０⁃１３］）都是用整体时间段 ［０，Ｔ］ 上的经典有限体积元解作为瞬像，去构造 ＰＯＤ
基和基于 ＰＯＤ 方法的降阶有限体积元模型，然后用这些降阶模型重复模拟相同时间段 ［０，Ｔ］
上的数值解．

本文改进现有的方法，利用 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ（ＣＮ）有限体积元方法和 ＰＯＤ 方法建立二维非

饱和土壤水流问题的一种自由度很少、精度足够高的降阶外推仿真模型，并给出这种降阶外推

仿真模型近似解的误差估计和算法实现．最后用数值例子说明数值结果与理论结果相吻合，并
阐明这种降阶外推仿真模型的优越性．这种外推仿真模型能提高时间离散的精度，极大地减少

自由度和时间方向的迭代步，从而减少实际模拟计算中截断误差的积累，提高计算精度和计算

效率．本文与现有文献（如，文献［１０⁃１３］）的主要区别在于：仅用很短时段 ［０，Ｔ０］（Ｔ０ ≪ Ｔ） 上

已求出经典的 ＣＮ 有限体积元解作为瞬像， 构造 ＰＯＤ 基函数及建立具有很少自由度和足够高

精度的降阶外推仿真模型，以计算总体时间段 ［０，Ｔ］ 上的降阶近似解．这就相当于用已有土壤

水分含量信息去预测预报未来土壤水分含量的发展变化情况，这是具有广泛应用前景的仿真

模型．此外，采用误差估计指导 ＰＯＤ 基的选取，这是对现有基于 ＰＯＤ 技术的降阶方法（例如，
文献［１０⁃１３］中的降阶方法）的改进和创新．

本文的安排如下：第 １ 节给出二维非饱和土壤水流问题时间二阶精度的 ＣＮ 时间半离散

化格式和时间二阶精度的全离散化 ＣＮ 有限体积元模型及其误差估计，并利用最初时间段上

很少的经典 ＣＮ 有限体积元解构成瞬像； 第 ２ 节利用 ＰＯＤ 方法处理瞬像，构造标准正交 ＰＯＤ
基函数，建立一种具有足够高精度、自由度很少的降阶外推仿真模型；第 ３ 节分析二维非饱和

土壤水流问题降阶仿真模型解的误差，并给出降阶外推仿真模型的算法实现；第 ４ 节用数值例

子去验证理论结果与数值模拟结果相吻合，并阐明这种降阶外推仿真模型的优越性； 第 ５ 节

给出主要的结论．

１　 二维非饱和土壤水流问题时间二阶精度的

经典 ＣＮ 有限体积元模型

１．１　 二维非饱和土壤水流问题的数学模型和广义解及时间半离散解的误差估计

当土壤是均匀和各向同性的多孔介质时，按分子传播和水力学扩散原理，二维非饱和土壤

水流问题可表示如下［１］：
问题Ⅰ　 求 Ｑ 满足

９４１腾　 　 飞　 　 　 罗　 　 振　 　 东



　 　

∂ｔ Ｑ ＝ ｄｉｖ（Ｄ（Ｑ） ÑＱ） － ∂ｙＫ（Ｑ） ＋ Ｇ， （ｘ，ｙ，ｔ） ∈ Ω × （０，Ｔ］，

Ｑ（ｘ，ｙ，０） ＝ Ｑ０（ｘ，ｙ）， （ｘ，ｙ） ∈ Ω，
Ｑ（０，０，ｔ） ＝ Ｑｓ， ｔ ∈ ［０，Ｔ］，

Ｑ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ Ｑ０， （ｘ，ｙ） ∈ ∂Ω ＼（０，０）， ｔ ∈ ［０，Ｔ］，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１）

其中 ∂ｔＱ ＝ ∂Ｑ ／ ∂ｔ，∂ｙＫ ＝ ∂Ｋ ／ ∂ｙ，Ω ⊂ Ｒ２ 是有界多角形连通区域，Ｔ 是时间上限，Ｑ（ｘ，ｙ，ｔ） ∈
［Ｑｒ，Ｑｓ］ 表示土壤水分含量，Ｑ０ 表示土壤中已知初始水分（为了方便起见而且不失一般性，在
下面的理论分析中，不妨假定 Ｑ０ ＝ ０），且Ｑｓ（０ ＜ Ｑｓ ＜ １） 和Ｑｒ（Ｑｒ ＞ ０） 分别表示饱和土壤水

分含量和残留土壤含水量，Ｇ 表示植物根系吸收率即已知的源项，Ｋ（Ｑ） ＝ Ｋｓ（Ｑ ／ Ｑｓ） ２ｂ＋３ 和

Ｄ（Ｑ） ＝ ｂＫｓψｓＱｂ＋２ ／ Ｑｂ＋３
ｓ 分别表示渗透系数和水力扩散系数，Ｋｓ ＞ ０表示饱和导水率，ψｓ 表示饱

和水势，ｂ 表示与土质有关的参数．
显然，

　 　 Ｋ（Ｑ）， ∂Ｋ（Ｑ）
∂Ｑ

， ∂Ｋ（Ｑ）
∂ｙ

，Ｄ（Ｑ）， ∂Ｄ（Ｑ）
∂Ｑ

都是有界量，即存在两个常数 Ｍ１ 和Ｍ２ 使得

　 　 Ｍ１ ≤ Ｋ（Ｑ）， ∂Ｋ（Ｑ）
∂Ｑ

， ∂Ｋ（Ｑ）
∂ｙ

， Ｄ（Ｑ）， ∂Ｄ（Ｑ）
∂Ｑ

≤ Ｍ２ ． （２）

本文用到的 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间都是标准的（参见文献［１４］）．设 Ｕ ＝ Ｈ１
０（Ω），由于在 ∂Ω上几乎处

处有 Ｑ ＝ ０， 所以二维非饱和土壤水流方程（１）有下面的变分形式．
问题Ⅱ　 求 Ｑ（ ｔ）：［０，Ｔ］ → Ｕ 满足

　 　
（∂ｔＱ，ｖ） ＋ ａ（Ｑ；Ｑ，ｖ） ＝ Ｆ（Ｑ；ｖ）， ∀ｖ ∈ Ｕ， ｔ ∈ （０，Ｔ］，
Ｑ（ｘ，ｙ，０） ＝ ０， （ｘ，ｙ） ∈ Ω，{ （３）

其中 ａ（Ｑ；ｕ，ｖ） ＝ （Ｄ（Ｑ） Ñｕ，Ñｖ），Ｆ（Ｑ；ｖ） ＝ （Ｇ － ∂ｙＫ（Ｑ），ｖ），而且（·，·） 表示 Ｌ２（Ω） 中的内

积．若 Ｇ∈ Ｌ２（０，Ｔ； Ｌ２（Ω）），而且 Ｄ（Ｑ） 和 Ｋ（Ｑ） 的 Ｑ取成后一步，其他的 Ｑ 取为前一步，用文

献［１５］中处理非线性方程的方法， 并由 Ｌａｘ⁃Ｍｉｌｇｒａｍ 定理［１５⁃１６］ 不难证明， 问题Ⅰ存在唯一解

Ｑ ∈ Ｈ１
０（Ω） ∩ Ｈ２（Ω） ．

设 ｋ 是时间步长而且 Ｑｎ 是 Ｑ（ ｔ） 在 ｔｎ ＝ ｎｋ（ｎ ＝ ０，１，…，Ｎ ＝ ［Ｔ ／ ｋ］） 处关于时间离散的半

离散逼近．如果问题 Ⅱ 在 ｔ ＝ ｔｎ 处的时间微商 ∂ｔＱ 用向后一步的差商 ∂－ ｔ Ｑｎ ＝ （Ｑｎ － Ｑｎ－１） ／ ｋ 逼

近，Ｑ
－ ｎ ＝ （Ｑｎ ＋ Ｑｎ－１） ／ ２，Ｇｎ－１ ／ ２ ＝ Ｇ（ ｔｎ－１ ／ ２，ｘ，ｙ）， 那么问题Ⅱ的 ＣＮ 时间半离散化格式可写为下

面的问题Ⅲ．
问题Ⅲ　 求 Ｑｎ ∈ Ｕ（１ ≤ ｎ ≤ Ｎ） 满足

　 　
２（Ｑｎ － Ｑｎ－１，ｖ） ＋ ｋａ（Ｑｎ－１；Ｑｎ ＋ Ｑｎ－１，ｖ） ＝ ２ｋＦ（Ｑｎ－１；ｖ）， ∀ｖ ∈ Ｕ，
Ｑ０ ＝ ０， （ｘ，ｙ） ∈ Ω，{ （４）

其中　 　 Ｆ（Ｑｎ－１；ｖ） ＝ （Ｇｎ－１ ／ ２ － ∂ｙＫ（Ｑｎ－１），ｖ） ．
利用 Ｌａｘ⁃Ｍｉｌｇｒａｍ 定理（参见文献［１５⁃１６］）和 Ｔａｙｌｏｒ 展开式不难得到下面定理：
定理 １　 若条件（２）满足而且 Ｇ ∈ Ｌ２（Ω），则问题 Ⅲ 存在唯一的解序列 Ｑｎ（ｎ ＝ １，２，…，

Ｎ），而且与问题 Ⅱ 的解 Ｑ 之间有下面的误差估计：
　 　 ‖Ｑ（ ｔｎ） － Ｑｎ‖０ ＋ ｋ‖Ñ（Ｑ（ ｔｎ） － Ｑｎ）‖０ ≤ Ｍｋ２，　 　 ｎ ＝ １，２，…，Ｎ， （５）

其中上式和后面用到的 Ｍ 均表示与时间步长 ｋ 和空间区域剖分网格参数无关，但为与问题 Ⅰ

０５１ 非饱和土壤水流问题的降阶外推仿真模型



的其它已知参数及 Ｇ 有关的常数．
１．２　 时间二阶精度的经典 ＣＮ 有限体积元模型

下面的有限体积元方法理论及更多的细节参见文献［４］．

首先设 Ｉｈ ＝ {Ｋ } 是 Ω
－
具有最大直径 ｈ ＝ ｍａｘ ｈＫ 的拟一致三角形剖分， 其中 ｈＫ 是三角形

Ｋ∈Ｉｈ 的直径（参见文献［１５］） ．为了刻画有限体积元方法，还要引入基于Ｉｈ 的对偶剖分Ｉ∗
ｈ ，

它的单元称为控制元，控制元的构造与文献［４］ 中的构造相同．设 ｚＫ 是单元 Ｋ∈ Ｉｈ 的重心，将
ｚＫ 与三角形 Ｋ的各边中点连结，把 Ｋ剖分成 ３个小四边形 Ｋｚ（参见图 １） ．记Ｚｈ（Ｋ） 为Ｋ的顶点，
则 Ｚｈ ＝ ∪Ｋ∈Ｉｈ

Ｚｈ（Ｋ） 为Ｉｈ 的顶点集合．对于每个 ｚ ＝ （ｘｚ，ｙｚ） ∈Ｚｈ，由所有共享顶点 ｚ ＝ （ｘｚ，ｙｚ）

的小四边形构成控制元 Ｖｚ（参见图 ２） ．所有的控制元覆盖Ω
－
，构成Ｉｈ 的对偶剖分Ｉ∗

ｈ ．用 Ｚ 􀳱
ｈ 表示

剖分 Ｉｈ 的顶点集合 Ｚｈ 中的内部顶点集合．

图 １　 三角形 Ｋ 被分成 ３ 个四边形 Ｋｚ 图 ２　 虚线连成控制元 Ｖｚ

Ｆｉｇ．１　 Ｔｒｉａｎｇｌｅ Ｋ ｉｓ ｄｉｖｉｄｅｄ ｉｎｔｏ ３ Ｆｉｇ．２　 Ｃｏｎｔｒｏｌ ｖｏｌｕｍｅ Ｖｚ ｆｏｒｍｅｄ ｂｙ

ｑｕａｄｒａｎｇｌｅｓ Ｋｚ ｌｉｎｋｅｄ ｄｏｔｔｅｄ ｌｉｎｅｓ

由于三角形剖分 Ｉｈ 是拟一致剖分， 所以相应的对偶剖分 Ｉ∗
ｈ 也是拟一致的 （参见文献

［４，１５］）．
定义水分含量的试验空间 Ｕｈ 和检验函数空间 Ｕｈ 分别如下：

　 　 Ｕｈ ＝ {ｗｈ ∈ Ｕ ∩ Ｃ（Ω
－
）： ｗｈ ｜ Ｋ ∈ Ｐ１（Ｋ）， ∀Ｋ ∈ Ｉｈ } ，

　 　 Ｕｈ ＝ {ｗｈ ∈ Ｌ２（Ω）： ｗｈ ｜ Ｖｚ ∈ Ｐ０（Ｖｚ），∀Ｖｚ ∈ Ｉ∗
ｈ ；

　 　 　 　 ｗｈ ｜ Ｖｚ
＝ ０，∀Ｖｚ ∩ ∂Ω ≠ ⌀ } ， （６）

其中 Ｐｍ（Ｋ） 是 Ｋ上次数不超过ｍ（ｍ ＝ ０，１） 的多项式空间．显然有Ｕｈ ⊂Ｕ ＝ Ｈ１
０（Ω），而且Ｕｈ 是

由基函数

　 　 ϕｚ（ｘ，ｙ） ＝
１，　 　 （ｘ，ｙ） ∈ Ｖｚ， ∀ｚ ∈ Ｚ 􀳱

ｈ，
０，　 　 其他{ （７）

张成．
对于每个 ｗ ∈Ｕ ＝ Ｈ１

０（Ω），设Πｈｗ是 ｗ在试验空间Ｕｈ 上的插值投影．则当 ｗ∈Ｈ２（Ω） 时，
由 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间的插值理论［４，１５］有

　 　 ｜ ｗ － Πｈｗ ｜ ｍ ≤ Ｍｈ２－ｍ ｜ ｗ ｜ ２，　 　 ｍ ＝ ０，１． （８）
再对于 ｗ ∈ Ｕ，设 Π∗

ｈ ｗ 是 ｗ 在 Ｕｈ 上的插值投影，即

　 　 Π∗
ｈ ｗ ＝ ∑

ｚ∈Ｚ􀳱
ｈ

ｗ（ｚ）ϕｚ ． （９）

则由 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间的插值理论［４，１５］有

　 　 ‖ｗ － Π∗
ｈ ｗ‖０ ≤ Ｃｈ ｜ ｗ ｜ １ ． （１０）
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由于检验空间 Ｕｈ ⊄ Ｕｈ，所以对问题 Ⅱ 的双线性形 ａ（Ｑ；ｕ，ｗ） 须做相应修改．利用非协调

有限元法的思想，把整个区域 Ω
－
上的积分写成在对偶元 Ｖｚ 上的积分和：

　 　 ∫
Ω
ｄｉｖ（Ｄ（Ｑ） Ñｕ）ｗｄｘｄｙ ＝ ∑

Ｖｚ∈Ｉ∗ｈ
∫
Ｖｚ
ｄｉｖ（Ｄ（Ｑ） Ñｕ）ｗｄｘｄｙ ＝

　 　 　 　 － ∑
Ｖｚ∈Ｉ∗ｈ

∫
Ｖｚ
Ｄ（Ｑ） Ñｕ·Ñｗｄｘｄｙ ＋ ∑

Ｖｚ∈Ｉ∗ｈ
∫
∂Ｖｚ
Ｄ（Ｑ） ∂ｕ

∂ｘ
ｗｄｙ － ∂ｕ

∂ｙ
ｗｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１１）

其中 ∫
∂Ｖｚ

表示在对偶元的边界 ∂Ｖｚ 上按逆时针方向的边界积分．因此，ａ（Ｑ；ｕ，ｗ） 可写为

　 　 ａ（Ｑ；ｕ，ｗ） ＝ ∑
Ｖｚ∈Ｉ∗ｈ

∫
Ｖｚ
Ｄ（Ｑ） Ñｕ·Ñｗｄｘｄｙ －

　 　 　 　 ∑
Ｖｚ∈Ｉ∗ｈ

∫
∂Ｖｚ
Ｄ（Ｑ） ∂ｕ

∂ｘ
ｗｄｙ － ∂ｕ

∂ｙ
ｗｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ∀ｃ，ｗ ∈ Ｕ ． （１２）

由于 Ｕｈ 是以对偶元 Ｖｚ 上的特征函数为基函数的分片常数构成的空间，因此对于 Ｑｈ ∈ Ｕｈ 有

　 　 ａ（Ｑｈ；ｕｈ，ｖｈ） ＝ － ∑
Ｖｚ∈Ｉ∗ｈ

ｖｈ（ｚ）ａ（Ｑｈ；ｕｈ，ϕｚ），　 　 ∀ｕｈ ∈ Ｕｈ， ∀ｖｈ ∈ Ｕｈ， （１３）

其中　 　 ａ（Ｑｈ；ｕｈ，ϕｚ） ＝ ∫
∂Ｖｚ
Ｄ（Ｑｈ）

∂ｕｈ

∂ｘ
ｄｙ －

∂ｕｈ

∂ｙ
ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

注意到 Ｄ（Ｑ） 是有界正函数，由文献［３⁃４］中证明定理 ５．１．１ ～ ５．１．５ 的方法可得到下面的

两个引理：
引理 ２　 双线性形 ａ（Ｑ；ｕｈ，Π∗

ｈ ｖｈ） 是对称有界正定的，即
　 　 ａ（Ｑ；ｕｈ，Π∗

ｈ ｖｈ） ＝ ａ（Ｑ；ｖｈ，Π∗
ｈ ｕｈ） ＝ ａ（Ｑ； ｕｈ，ｖｈ） ≤

　 　 　 　 Ｍ２‖Ñｕｈ‖０‖Ñｖｈ‖０，　 　 　 ∀ｕｈ， ｖｈ ∈ Ｕｈ， （１４）
　 　 ａ（Ｑ；ｕｈ，ｕｈ） ≥ Ｍ１‖Ñｕｈ‖２

０， ∀ｕｈ ∈ Ｕｈ， （１５）
而且有

　 　 （∂ｙｕｈ，Π∗ｖｈ） ＝ （∂ｙｕｈ，ｖｈ） ＝ － （ｕｈ，∂ｙｖｈ），　 　 ∀ｕｈ，ｖｈ ∈ Ｕｈ ． （１６）
引理 ３　 下列公式成立：
　 　 （ｕｈ，Π∗

ｈ ｖｈ） ＝ （ｖｈ，Π∗
ｈ ｕｈ），　 　 ∀ｕｈ，ｖｈ ∈ Ｕｈ ．

对于任意的 ｕ ∈ Ｈｍ（Ω）（ｍ ＝ ０，１） 和 ｖｈ ∈ Ｕｈ 有

　 　 ｜ （ｕ，ｖｈ） － （ｕ，Π∗
ｈ ｖｈ） ｜ ≤ Ｃｈｍ＋ｎ‖ｕ‖ｍ‖ｖｈ‖ｎ，　 　 ｎ ＝ ０，１．

令 ‖ ｜ ｕｈ ｜ ‖０ ＝ （ｕｈ，Π∗
ｈ ｕｈ） １ ／ ２，则 ‖ · ‖０ 与 ‖·‖０ 在 Ｕｈ 上等价，即存在两个正的常

数 Ｍ３ 和 Ｍ４ 使得

　 　 Ｍ３‖ｕｈ‖０ ≤ ‖ ｜ ｕｈ ｜ ‖０ ≤ Ｍ４‖ｕｈ‖０，　 　 ∀ｕｈ ∈ Ｕｈ ．
于是，问题Ⅰ具有时间二阶精度的全离散 ＣＮ 有限体积元模型可表示为下面的问题Ⅳ．
问题Ⅳ　 求 Ｑｎ

ｈ ∈ Ｕｈ（ｎ ＝ １，２，…，Ｎ） 满足

　 　

２（Ｑｎ
ｈ － Ｑｎ－１

ｈ ，Π∗
ｈ ｖｈ） ＋ ｋａ（Ｑｎ－１

ｈ ；Ｑｎ
ｈ ＋ Ｑｎ－１

ｈ ，ｖｈ） ＝

　 　 ２ｋＦ（Ｑｎ－１
ｈ ；Π∗

ｈ ｖｈ），　 　 ∀ｖｈ ∈ Ｕｈ，

Ｑ０
ｈ ＝ ０， （ｘ，ｙ） ∈ Ω ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１７）

对于问题Ⅳ，有下面解的存在唯一结论．
定理 ４　 在定理 １ 的条件下，问题Ⅳ存在唯一的解 Ｑｎ

ｈ ∈ Ｕｈ 满足

　 　 ‖Ｑｎ
ｈ‖０ ＋ ｋ‖ÑＱｎ

ｈ‖０ ≤ Ｍ，　 　 ｎ ＝ １，２，…，Ｎ ． （１８）
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而且当问题Ⅱ的解 Ｑ ∈ Ｈ２（Ω） 和 ｋ ＝ Ｏ（ｈ） 时，问题 Ⅳ 的解 Ｑｎ
ｈ 有下面的误差估计：

　 　 ‖Ｑｎ － Ｑｎ
ｈ‖０ ＋ ｋ‖Ñ（Ｑｎ － Ｑｎ

ｈ）‖０ ≤ Ｍ（ｋ２ ＋ ｈ２），　 　 ｎ ＝ １，２，…，Ｎ ． （１９）
当给定三角剖分参数 ｈ、时间步长 ｋ、试验空间 Ｕｈ、 源项 Ｇ（ｘ，ｙ，ｔ）、时间限 Ｔ、 初值 Ｑ０（ｘ，

ｙ）、饱和水量 Ｑｓ、 水分残量 θ ｒ、 水力渗透系数 Ｋ（Ｑ） 和扩散系数 Ｄ（Ｑ） 时，解问题Ⅳ可获得解

集 {Ｑｎ
ｈ } Ｎ

ｎ ＝ １ ．然后从这个解集 {Ｑｎ
ｈ } Ｎ

ｎ ＝ １ 抽取最初 Ｌ（通常 Ｌ ≪ Ｎ，例如在第 ４ 节例子中，Ｌ ＝ ２０，
Ｎ ＝ ２００） 个解 Ｑｉ

ｈ（ｘ，ｙ）（１ ≤ ｉ ≤ Ｌ） 构成瞬像．

附注 １　 当求解实际的二维非饱和土壤水流问题时，可以从实际物理问题中抽取样本作为瞬像集合，然
后利用下面的 ＰＯＤ 方法生成 ＰＯＤ 基函数，最后用 ＰＯＤ 基函数张成的子空间代替试验函数空间 Ｕｈ，建立出具

有很低维数的降阶外推仿真模型．这样土壤水分含量未来的发展变化就能快速模拟预测，这是具有实际应用

背景的方法．

２　 构造 ＰＯＤ 基和建立降阶外推仿真模型

本文构造 ＰＯＤ 基的方法及更多的细节参见文献［１０⁃１３］．
对于第 １ 节抽取的 Ｑｉ

ｈ（ｘ，ｙ） （１ ≤ ｉ ≤ Ｌ ≪ Ｎ），令 Ｕｉ（ｘ，ｙ） ＝ Ｑｉ
ｈ（ｘ，ｙ） （１ ≤ ｉ ≤ Ｌ） 及

　 　 Ｖ ＝ ｓｐａｎ {Ｕ１，Ｕ２，…，ＵＬ } ， （２０）
并称 Ｖ为由瞬像 { Ｕｉ } Ｌ

ｉ ＝ １ 张成的空间．用 {ψ ｊ }
ｌ
ｊ ＝ １ 表示空间 Ｖ中具有维数为 ｌ ＝ ｄｉｍ Ｖ的标准正

交基．那么空间 Ｖ 中的每个元可表示为

　 　 Ｕｉ ＝ ∑
ｌ

ｊ ＝ １
（ÑＵｉ，Ñψ ｊ）ψ ｊ ＝ ∑

ｌ

ｊ ＝ １
（ÑＱｉ

ｈ，Ñψ ｊ）ψ ｊ，　 　 ｉ ＝ １，２，…， Ｌ ． （２１）

定义 １　 ＰＯＤ 方法在于求标准正交基 ψ ｊ（ ｊ ＝ １，２，…，ｌ） 使得

　 　 ｍｉｎ
{ ψ ｊ}

ｄ
ｊ ＝ １

１
Ｌ∑

Ｌ

ｉ ＝ １
( Ñ (Ｕｉ － ∑

ｄ

ｊ ＝ １
（ÑＵｉ，Ñψ ｊ）ψ ｊ )，Ñ (Ｕｉ － ∑

ｄ

ｊ ＝ １
（ÑＵｉ，Ñψ ｊ）ψ ｊ ) )， （２２）

满足

　 　 （Ñψ ｉ， Ñψ ｊ） ＝ δ ｉｊ，　 　 １ ≤ ｉ ≤ ｄ， １ ≤ ｊ ≤ ｉ ． （２３）
问题（２２）和（２３）的解 {ψ ｊ }

ｄ
ｊ ＝ １ 称为秩等于 ｄ 的 ＰＯＤ 基．

定义相关矩阵 Ａ ＝ （Ａｉｊ） Ｌ× Ｌ， 其中

　 　 Ａｉｊ ＝
１
Ｌ ∫Ω ÑＵｉ（ｘ，ｙ）·ÑＵ ｊ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ，

则矩阵 Ａ 是秩为 ｌ 的非负定的 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 矩阵，并有下面的结论成立（参见文献［１０⁃１３］）：
命题 ５　 设 λ １ ≥ λ ２ ≥…≥ λ ｌ ＞ ０为矩阵Ａ的正特征值，而且 ｖ１，ｖ２，…，ｖｌ 是对应的特征

向量，则秩为 ｄ ≤ ｌ 的 ＰＯＤ 基

　 　 ψ ｉ ＝
１
Ｌλ ｉ

∑
Ｌ

ｊ ＝ １
（ｖｉ） ｊＵ ｊ，　 　 １ ≤ ｉ ≤ ｄ ≤ ｌ， （２４）

其中 （ｖｉ） ｊ 表示特征向量 ｖｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｄ ≤ ｌ） 的第 ｊ 个分量．而且有下面的误差公式成立：

　 　 １
Ｌ∑

Ｌ

ｉ ＝ １
Ｕｉ － ∑

ｄ

ｊ ＝ １
（ÑＵｉ，Ñψ ｊ）ψ ｊ

２

１
＝ ∑

Ｌ

ｊ ＝ ｄ＋１
λ ｊ ． （２５）

记 Ｕｄ ＝ ｓｐａｎ {ψ １， ψ ２，…，ψ ｄ } ．定义广义Ｒｉｔｚ 投影Ｐｄ： Ｕｈ →Ｕｄ，即对于任意ｗ∈Ｕ及Ｑｈ ∈
Ｕｈ 满足

　 　 ａ（ｗ；ＰｄＱｈ，ｗｄ） ＝ ａ（ｗ；Ｑｈ，ｗｄ），　 　 ∀ｗｄ ∈ Ｕｄ ． （２６）
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则由泛函分析理论［１７］知，存在 Ｐｄ 的一个延拓 Ｐｈ：Ｕ → Ｕｈ 使得 Ｐｈ ｜ Ｕｈ
＝ Ｐｄ： Ｕｈ → Ｕｄ 满足

　 　 ａ（ｗ；Ｐｈｕ，ｗｈ） ＝ ａ（ｗ；ｕ，ｗｈ），　 　 ∀ｗｈ ∈ Ｕｈ， （２７）
其中 ｕ ∈ Ｕ ．由式（２７） 和（２） 可推导出投影 Ｐｈ 是有界的（参见文献［１５］）：

　 　 ‖ Ｐｈｗ‖ｓ ≤ Ｍ‖ｗ‖ｓ，　 　 ∀ｗ ∈ Ｕ， ｓ ＝ － １，０，１， （２８）
而且有下面不等式成立（参见文献［１０⁃１３，１５］）：

　 　 ‖ｕ － Ｐｈｕ‖ｓ ≤ Ｃｈ ‖ｕ － Ｐｈｕ‖ｓ＋１，　 　 ∀ｕ ∈ Ｕ， ｓ ＝ － １，０． （２９）
此外，还有下面结果成立（参见文献［１０⁃１３，１５］）：

引理 ６　 对于每个 ｄ（１ ≤ ｄ ≤ ｌ），投影算子 Ｐｄ 满足

　 　 １
Ｌ∑

Ｌ

ｉ ＝ １
‖Ｑｉ

ｈ － ＰｄＱｉ
ｈ ‖２

ｓ ≤ Ｍｈ２（１＋ｓ） ∑
ｌ

ｊ ＝ ｄ＋１
λ ｊ，　 　 ｓ ＝ － １，０，１， （３０）

其中 Ｑｉ
ｈ ∈ Ｖ （ ｉ ＝ １，２，…，Ｌ） 是问题 Ⅲ 的解．而且当 Ｑ ∈ Ｈ２（Ω） 时，有

　 　 ｜ Ｑ － ＰｈＱ ｜ ｓ ＋ ｈ ｜ Ｑ － ＰｈＱ ｜ ｓ＋１ ≤ Ｍｈ２－ｓ ｜ Ｑ ｜ ２，　 　 ｓ ＝ － １，０． （３１）
这样，利用 Ｕｄ 可以建立基于 ＰＯＤ 方法和 ＣＮ 有限体积元方法的降阶外推仿真模型．
问题Ⅴ　 求 Ｑｎ

ｄ ∈ Ｕｄ（１ ≤ ｎ ≤ Ｎ） 满足

　 　 Ｑｎ
ｄ ＝ ∑

ｄ

ｊ ＝ １
（Ñψ ｊ，ÑＱｎ

ｈ）ψ ｊ，　 　 １ ≤ ｎ ≤ Ｌ；

　 　 ２（Ｑｎ
ｄ － Ｑｎ－１

ｄ ，Π∗
ｈ ｗ） ＋ ｋａ（Ｑｎ－１

ｄ ；Ｑｎ
ｄ ＋ Ｑｎ－１

ｄ ，ｗｄ） ＝
　 　 　 　 ２ｋＦ（Ｑｎ－１

ｄ ；Π∗
ｈ ｗｄ），　 　 ∀ｗｄ ∈ Ｕｄ， Ｌ ＋ １ ≤ ｎ ≤ Ｎ ．

附注 ２　 由于试验空间 Ｕｈ 是分片线性多项式空间，所以问题 Ⅳ 的总体自由度（即未知量总数） 为 Ｎｈ（其
中 Ｎｈ 为 Ｉｈ 中三角形顶点数目［１５⁃１６］ ），而问题 Ⅴ 的自由度为 ｄ（ｄ ≪ ｌ ≤ Ｌ ≪ Ｎ） ．对于实际工程问题，Ｉｈ 中三

角形顶点数目是数以万计的，甚至上亿的．而 ｄ只是从Ｎ个瞬时解中取出的最初很少的 Ｌ个瞬像所对应的一些

较大特征值个数，是很小的（例如，在第 ４ 节中，ｄ ＝ ６，而 Ｎｈ ＝ ５ ０００ × ５ ０００ ＝ ２５ × １０６） ．特别是，问题 Ⅴ 的

前 Ｌ 个解是由所抽取问题Ⅳ的最初 Ｌ个解投影到 ＰＯＤ基得到的，而大于 Ｌ的 Ｎ － Ｌ 个解是通过问题Ⅴ的第 ２
个公式递推迭代得到的．这里的问题Ⅴ不像文献［１０⁃１３］那样做重复计算，这正是对现有的降阶方法（例如，文
献［１０⁃１３］）的重要改进与区别．因此，问题Ⅴ是一个降阶外推仿真模型．此外，土壤水分含量未来的发展变化

都与先前的结果密切相关，通过用先前的结果作为瞬像去构造 ＰＯＤ 基函数，并利用降阶外推仿真模型求出其

近似解，就能真实地捕捉到土壤中水分含量的发展变化规律．

３　 降阶外推仿真模型解的存在性、收敛性及算法实现

３．１　 降阶外推仿真模型解的存在性、收敛性

为了讨论降阶外推仿真模型问题Ⅴ解的存在性和误差估计，需要引入下面的离散 Ｇｒｏｎ⁃
ｗａｌｌ 引理．

引理 ７（离散 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 引理［１５］）　 如果 { ａｎ } 和 { ｂｎ } 及 { ｃｎ } 是３个正数列，而且 { ｃｎ } 是

单调并满足

　 　 ａｎ ＋ ｂｎ ≤ ｃｎ ＋ λ
－∑

ｎ－１

ｉ ＝ ０
ａｉ，　 　 λ

－
＞ ０， ａ０ ＋ ｂ０ ≤ ｃ０，

则　 　 　 ａｎ ＋ ｂｎ ≤ ｃｎｅｘｐ（ｎλ
－
）　 　 （ｎ ≥ ０） ．

对于问题Ⅴ，有下面的主要结论．
定理 ８　 在定理 ４ 的条件下，问题Ⅴ存在唯一的解 Ｑｎ

ｄ ∈ Ｕｈ 满足

　 　 ‖Ｑｎ
ｄ‖０ ＋ ｋ‖ÑＱｎ

ｄ‖０ ≤ Ｍ，　 　 １ ≤ ｎ ≤ Ｎ ． （３２）

４５１ 非饱和土壤水流问题的降阶外推仿真模型



而且当 ｋ ＝ Ｏ（ｈ） 和 Ｌ２ ＝ Ｏ（Ｎ） 时，有下面的误差估计：
　 　 ‖Ｑｎ

ｈ － Ｑｎ
ｄ‖０ ＋ ｋ‖Ñ（Ｑｎ

ｈ － Ｑｎ
ｄ）‖０ ≤

　 　 　 　 Ｍ（ｎ） ＋ Ｍ ( ｋ∑
ｌ

ｊ ＝ ｄ＋１
λ ｊ )

１ ／ ２
，　 　 １ ≤ ｎ ≤ Ｎ， （３３）

其中 Ｍ（ｎ） ＝ ０（１ ≤ ｎ ≤ Ｌ），而 Ｍ（ｎ） ＝ Ｍ（ｋ２ ＋ ｈ２） ｋ（ｎ － Ｌ） （Ｌ ＋ １ ≤ ｎ ≤ Ｎ） ．
证明 　 记 Ａ（Ｑｎ

ｄ，ｗｄ） ＝ ２（Ｑｎ
ｄ，Π∗

ｈ ｗｄ） ＋ ｋａ（Ｑｎ－１
ｄ ；Ｑｎ

ｄ，ｗｄ） 和 Ｆ（ｗｄ） ＝ ２（Ｑｎ－１
ｄ ，Π∗

ｈ ｗｄ） ＋
２ｋＦ（Ｑｎ－１

ｄ ；Π∗
ｈ ｗｄ） － ｋａ（Ｑｎ－１

ｄ ；Ｑｎ－１
ｄ ，ｗｄ）， 则问题Ⅴ可以被重写为

问题Ⅵ　 求 Ｑｎ
ｄ ∈ Ｕｈ（ｎ ＝ １，２，…，Ｎ） 满足

　 　
Ｑｎ

ｄ ＝ ∑
ｄ

ｊ ＝ １
（Ñψ ｊ，ÑＱｎ

ｈ）ψ ｊ， ｎ ＝ １，２，…，Ｌ；

Ａ（Ｑｎ
ｄ，ｗｄ） ＝ Ｆ（ｗｄ）， ∀ｗｄ ∈ Ｕｈ， ｎ ＝ Ｌ ＋ １， Ｌ ＋ ２，…，Ｎ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３４）

当 ｎ ＝ １，２，…，Ｌ时，显然问题Ⅴ有唯一的解； 当 ｎ ＝ Ｌ ＋ １，Ｌ ＋ ２，…，Ｎ 时，由式（２）、引理 ３ 和

Ｈöｌｄｅｒ 不等式及 Ｃａｕｃｈｙ 不等式有

　 　 Ａ（Ｑｎ
ｄ，Ｑｎ

ｄ） ＝ ２（Ｑｎ
ｄ，Π∗

ｈ Ｑｎ
ｄ） ＋ ｋａ（Ｑｎ－１

ｄ ；Ｑｎ
ｄ，Ｑｎ

ｄ） ≥
　 　 　 　 ２Ｍ２

３‖Ｑｎ
ｄ‖２

０ ＋ Ｍ１ｋ‖ÑＱｎ
ｄ‖２

０ ≥ α‖Ｑｎ
ｄ‖２

１，　 　 ∀Ｑｎ
ｄ ∈ Ｕｄ， （３５）

其中 α ＝ ｍｉｎ { ２Ｍ２
３，Ｍ１ｋ } ＞ ０，即 Ａ（·，·） 在 Ｕｄ × Ｕｄ 上正定．显然，对于给定的 Ｑｎ－１

ｄ ，Ａ（·，·）
是 Ｕｄ × Ｕｄ 上的有界双线性形，而且对于给定的 Ｑｎ－１

ｄ ，Ｆ（·） 是 Ｕｄ 上的有界线性形．于是， 由

Ｌａｘ⁃Ｍｉｌｇｒａｍ 定理［１５］知， 问题Ⅵ存在唯一的解序列 Ｑｎ
ｄ ∈ Ｕｄ（Ｌ ＋ １ ≤ ｎ≤ Ｎ） ．故问题Ⅴ存在唯

一的解．
由式（２８）和定理 ４ 即得式（３２）当 ｎ ＝ １，２，…，Ｌ 时的情形．当 ｎ ＝ Ｌ ＋ １，Ｌ ＋ ２，…，Ｎ 时，在

问题 Ⅴ 中取 ｗｄ ＝ Ｑｎ
ｄ ＋ Ｑｎ－１

ｄ ， 由式（２）、引理 ２、３ 和 Ｈöｌｄｅｒ 不等式及 Ｃａｕｃｈｙ 不等式有

　 　 ２（‖ Ｑｎ
ｄ ‖２

０ － ‖ Ｑｎ－１
ｄ ‖２

０） ＋ ｋＭ１‖Ñ（Ｑｎ
ｄ ＋ Ｑｎ－１

ｄ ）‖２
０ ≤

　 　 　 　 ２（Ｑｎ
ｄ － Ｑｎ－１

ｄ ，Π∗
ｈ （Ｑｎ

ｄ ＋ Ｑｎ－１
ｄ ）） ＋ ｋａ（Ｑｎ

ｄ ＋ Ｑｎ－１
ｄ ，Ｑｎ

ｄ ＋ Ｑｎ－１
ｄ ） ＝

　 　 　 　 ２ｋ（Ｇｎ－１ ／ ２，Π∗
ｈ （Ｑｎ

ｄ ＋ Ｑｎ－１
ｄ ）） ＋ ２ｋ（Ｑｎ－１

ｄ ，∂ｙ（Ｑｎ
ｄ ＋ Ｑｎ－１

ｄ ）） ≤
　 　 　 　 ２Ｍ４ｋ‖Ｇｎ－１ ／ ２‖ －１‖Ñ（Ｑｎ

ｄ ＋ Ｑｎ－１
ｄ ）‖０ ＋ ２ｋ‖Ｑｎ－１

ｄ ‖０‖Ñ（Ｑｎ
ｄ ＋ Ｑｎ－１

ｄ ）‖０ ≤

　 　 　 　 １
２

ｋＭ１‖Ñ（Ｑｎ
ｄ ＋ Ｑｎ－１

ｄ ）‖２
０ ＋

４Ｍ２
４ｋ

Ｍ１
‖Ｇｎ－１ ／ ２‖２

－１ ＋ ４ｋ
Ｍ１Ｍ２

３

‖ Ｑｎ－１
ｄ ‖２

０， （３６）

即得

　 　 ４（‖ Ｑｎ
ｄ ‖２

０ － ‖ Ｑｎ－１
ｄ ‖２

０） ＋ ｋＭ１‖Ñ（Ｑｎ
ｄ ＋ Ｑｎ－１

ｄ ）‖２
０ ≤

　 　 　 　
８Ｍ２

４ｋ
Ｍ１

‖Ｇｎ－１ ／ ２‖２
－１ ＋ ８ｋ

Ｍ１Ｍ２
３

‖Ｑｎ－１
ｄ ‖２

０ ． （３７）

对式（３７）两边从 Ｌ ＋ １ 至 ｎ 求和有

　 　 ４‖ Ｑｎ
ｄ ‖２

０ ＋ ｋ Ｍ１∑
ｎ

ｉ ＝ Ｌ＋１
‖Ñ（Ｑｉ

ｄ ＋ Ｑｉ －１
ｄ ）‖２

０ ≤

　 　 　 　
８Ｍ２

４ｋ
Ｍ１

∑
ｎ

ｉ ＝ Ｌ＋１
‖Ｇ ｉ －１ ／ ２‖２

－１ ＋ ８ｋ
Ｍ１Ｍ２

３
∑
ｎ－１

ｉ ＝ Ｌ
‖ Ｑｉ

ｄ ‖２
０ ＋ ４‖ ＱＬ

ｄ ‖２
０ ． （３８）

将引理 ７ 应用于式（３８）得

　 　 ‖ Ｑｎ
ｄ ‖２

０ ＋ ｋ Ｍ１∑
ｎ

ｉ ＝ Ｌ＋１
‖Ñ（Ｑｉ

ｄ ＋ Ｑｉ －１
ｄ ）‖２

０ ≤
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　 　 　 　 ４‖ Ｑｎ
ｄ ‖２

０ ＋ ｋＭ１∑
ｎ

ｉ ＝ Ｌ＋１
‖Ñ（Ｑｉ

ｄ ＋ Ｑｉ －１
ｄ ）‖２

０ ≤

　 　 　 　 ４‖ ＱＬ
ｄ ‖２

０ ＋
８Ｍ２

４ｋ
Ｍ１

∑
ｎ

ｉ ＝ Ｌ＋１
‖Ｇ ｉ －１ ／ ２‖２

－１
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｅｘｐ［８ｎｋ（Ｍ２

３Ｍ１）
－１］ ． （３９）

注意到 ‖Ñ（Ｑｎ
ｄ ＋ Ｑｎ－１

ｄ ）‖０ ≥ ‖ÑＱｎ
ｄ‖０ － ‖ÑＱｎ－１

ｄ ‖０ 和（∑ ｎ

ｎ ＝ ０
ｂ２） １ ／ ２ ≥∑ ｎ

ｎ ＝ ０
｜ ｂ ｜ ／ ｎ ．对

式（３９）两边开方得

　 　 ‖ Ｑｎ
ｄ ‖０ ＋ ｋ Ｍ１ ‖ÑＱｎ

ｄ‖０ ≤ ｋ Ｍ１ ‖ÑＱＬ
ｄ‖０ ＋ ２‖ ＱＬ

ｄ ‖０ ＋

　 　 　 　 (８ｋＭ２
４Ｍ

－１
１ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
‖Ｇ ｉ －１ ／ ２‖２

－１ )
１ ／ ２

ｅｘｐ［４ｎｋ（Ｍ２
３Ｍ１）

－１］，　 　 Ｌ ＋ １ ≤ ｎ ≤ Ｎ ． （４０）

由式（４０）和引理 ３ 及式（３２）当 ｎ ＝ １，２，…，Ｌ 时的情形，即得式（３２） 当 ｎ ＝ Ｌ ＋ １，Ｌ ＋ ２，…，Ｎ
时的情形．

当 ｋ ＝ Ｏ（ｈ） 和 Ｌ２ ＝ Ｏ（Ｎ） 时， 由引理 ６ 即得式（３３） 当 ｎ ＝ １， ２， …， Ｌ 时的情形．当 ｎ ＝
Ｌ ＋ １，Ｌ ＋ ２，…，Ｎ 时，由于 Ｕｄ ⊂ Ｕｈ，在问题 Ⅳ 中取 ｗｈ ＝ ｗｄ ∈ Ｕｈ， 并与问题Ⅴ相减得下面的

误差方程：

　 　 （Ｑｎ
ｈ － Ｑｎ

ｄ － （Ｑｎ－１
ｈ － Ｑｎ－１

ｄ ），ｗｄ） ＋ ｋａ（Ｑ
－ ｎ
ｈ － Ｑ

－ ｎ
ｄ，ｗｄ） ＝ ｋ （Ｑｎ－１

ｈ － Ｑｎ－１
ｄ ，∂ｙｗｄ） ＋

　 　 　 　 ｋ（Ｇ ｉ －１ ／ ２，ｗｄ － Π∗
ｈ ｗｄ） － （Ｑｎ－１

ｈ － Ｑｎ－１
ｄ ，ｗｄ － Π∗

ｈ ｗｄ），　 　 ∀ｗｄ ∈ Ｕｄ ． （４１）
令 ｅｎ ＝ ＰｄＱｎ

ｈ － Ｑｎ
ｄ 和 ρ ｎ ＝ Ｑｎ

ｈ － ＰｄＱｎ
ｈ ．这样，由式（４１）、（２７），Ｈöｌｄｅｒ 不等式和 Ｃａｕｃｈｙ 不等

式及引理 ３ 有

　 　 ２（‖ｅｎ‖２
０ － ‖ｅｎ－１‖２

０） ＋ ｋＭ１‖Ñ（ｅｎ ＋ ｅｎ－１）‖２
０ ≤

　 　 　 　 ２（ρ ｎ－１ － ρ ｎ，ｅｎ ＋ ｅｎ－１） ＋ ２（Ｑｎ － Ｑｎ
ｄ － （Ｑｎ－１ － Ｑｎ－１

ｄ ），ｅｎ ＋ ｅｎ－１） ＋

　 　 　 　 ２ｋａ（Ｑ
－ ｎ － Ｑ

－ ｎ
ｄ，ｅｎ ＋ ｅｎ－１） － ｋａ（ρ ｎ ＋ ρ ｎ－１，ｅｎ ＋ ｅｎ－１） ＝

　 　 　 　 ２（ρ ｎ－１ － ρ ｎ，ｅｎ ＋ ｅｎ－１） ＋ ２（Ｇ ｉ －１ ／ ２，ｅｎ ＋ ｅｎ－１ － Π∗
ｈ （ｅｎ ＋ ｅｎ－１）） ＋

　 　 　 　 ２ｋ（Ｑｎ－１
ｈ － Ｑｎ－１

ｄ ，∂ｙ（ｅｎ ＋ ｅｎ－１）） － ２（Ｑｎ－１
ｈ － Ｑｎ－１

ｄ ，ｅｎ ＋ ｅｎ－１ － Π∗
ｈ （ｅｎ ＋ ｅｎ－１）） ≤

　 　 　 　 Ｍ（ｋ －１‖ρ ｎ－１ － ρ ｎ‖２
－１ ＋ ｋ‖ρ ｎ－１ ＋ ρ ｎ‖２

０） ＋ Ｍｋｈ４‖Ｇ ｉ －１ ／ ２‖２
１ ＋

　 　 　 　 Ｍｋ‖ｅｎ－１‖２
０ ＋

ｋＭ１

２
‖Ñ（ｅｎ ＋ ｅｎ－１）‖２

０ ． （４２）

当 ｈ ＝ Ｏ（ｋ） 时，由式（４２）和（２９）得
　 　 ４（‖ｅｎ‖２

０ － ‖ｅｎ－１‖２
０） ＋ ｋＭ１‖Ñ（ｅｎ ＋ ｅｎ－１）‖２

０ ≤
　 　 　 　 Ｍｋｈ４ ＋ Ｍｋ‖ρ ｎ－１ ＋ ρ ｎ‖２

０ ＋ Ｍｋ ‖ｅｎ－１‖２
０ ． （４３）

对式（４３）两边从 Ｌ ＋ １ 到 ｎ 求和得

　 　 ４‖ｅｎ‖２
０ ＋ ｋＭ１∑

ｎ

ｉ ＝ Ｌ＋１
‖Ñ（ｅｉ ＋ ｅｉ －１）‖２

０ ≤

　 　 　 　 ４‖ｅＬ‖２
０ ＋ Ｍｋ (ｈ４ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ Ｌ
‖ρ ｉ‖２

０ ＋ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ Ｌ
‖ｅｉ‖２

０ ) ． （４４）

当 ｈ ＝ Ｏ（ｋ） 时，将引理 ７ 应用于式（４４），并化简后得

　 　 ‖ｅｎ‖２
０ ＋ ｋ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
‖Ñ（ｅｉ ＋ ｅｉ －１）‖２

０ ≤

　 　 　 　 Ｍ [ ｋｈ４ ＋ ‖ｅＬ‖２
０ ＋ ｋ∑

ｎ

ｉ ＝ Ｌ
‖ρ ｉ‖２

０ ] ｅｘｐ（Ｍ（ｎ － Ｌ）ｋ） ． （４５）

６５１ 非饱和土壤水流问题的降阶外推仿真模型



对式（４５）两边开方，并由 （∑ ｎ

ｎ ＝ ０
ｂ２） １ ／ ２ ≥∑ ｎ

ｎ ＝ ０
｜ ｂ ｜ ／ ｎ 和‖Ñ（ｅｎ ＋ ｅｎ－１）‖０ ≥‖Ñｅｎ‖０ －

‖Ñｅｎ－１‖０ 得

　 　 ‖ｅｎ‖０ ＋ ｋ ‖Ñｅｎ‖０ ≤

　 　 　 　 Ｍ ( ｋ∑
ｎ

ｉ ＝ Ｌ
‖ρ ｉ‖２

０ )
１ ／ ２

＋ ｋ‖ÑｅＬ‖０ ＋ Ｍ‖ｅＬ‖０ ． （４６）

此外，由引理 ４ 和定理 ２ 有

　 　 ‖Ｑｉ
ｈ － ＰｄＱｉ

ｈ‖０ ≤
　 　 　 　 ‖Ｑｉ

ｈ － ｃ（ ｔｉ）‖０ ＋ ‖ｃ（ ｔｉ） － Ｐｈｃ（ ｔｉ）‖０ ＋ ‖Ｐｈ（ｃ（ ｔｉ） － Ｑｉ
ｈ）‖０ ≤

　 　 　 　 Ｃ［‖ｃ（ ｔｉ） － Ｐｈｃ（ ｔｉ）‖０ ＋ ‖ｃ（ ｔｉ） － Ｑｉ
ｈ‖０］ ≤ Ｃ（ｈ２ ＋ ｋ２） ． （４７）

由式（４６）、（４７）和引理 ６ 及式（３３）当 ｎ ＝ １，２，…，Ｌ 时的情形即得式（３３） 当 ｎ ＝ Ｌ ＋ １，Ｌ ＋ ２，
…，Ｎ 时的情形．定理 ８ 证毕．

注意到 ｋ（ｎ － Ｌ） ≤ ｋ Ｎ ≤ Ｔ 是常数．结合定理 ４ 和定理 ８ 得下面的结论．
定理 ９　 在定理 ８ 的条件下，问题Ⅱ的解 Ｑ 和问题 Ⅴ 的解 Ｑｎ

ｄ 之间有下面的误差估计：
　 　 ‖Ｑ（ ｔｎ） － Ｑｎ

ｄ‖０ ＋ ｋ‖Ñ（Ｑ（ ｔｎ） － Ｑｎ
ｄ）‖０ ≤

　 　 　 　 Ｍ（ｋ２ ＋ ｈ２） ＋ Ｍ ( ｋ∑
ｌ

ｊ ＝ ｄ＋１
λ ｊ )

１ ／ ２
，　 　 １ ≤ ｎ ≤ Ｎ ．

附注 ３　 定理 ８ 的式（３２）表明问题Ⅴ的解是稳定的．定理 ８ 和定理 ９ 中的因子 （ｋ∑ ｌ

ｊ ＝ ｄ＋１
λ ｊ） １ ／ ２ 是由降维

产生的，它可作为 ＰＯＤ 基数目选取的准则，即只要选取 ｄ使得 ｋ∑ ｌ

ｊ ＝ ｄ＋１
λ ｊ ＝ Ｏ（ｋ４，ｈ４）， 这时的误差估计是最

优阶的．

３．２　 降阶外推仿真模型的算法实现

降阶外推仿真模型的算法可按下面 ７ 个步骤实现：
步 １　 生成瞬像集合 Ｕｉ（ｘ，ｙ） ＝ Ｑｉ

ｈ（ ｉ ＝ １，２，…，Ｌ ＝ Ｏ（Ｎ１ ／ ２））， 它们可以是问题Ⅳ的经典

ＣＮ 有限体积元解或从物理系统轨迹中抽取的样本或已有的结果．
步 ２　 构造相关矩阵 Ａ ＝ （Ａｉｊ） Ｌ× Ｌ，其中Ａｉｊ ＝ （ÑＵｉ，ÑＵ ｊ） ／ Ｌ，而且（·，·） 是 Ｌ２ 内积．
步 ３　 记 ｖ ＝ （ａ１，ａ２，…，ａＬ） Ｔ ．解特征问题 Ａｖ ＝ λｖ 获得正特征值 λ １ ≥ λ ２ ≥ … ≥ λ ｌ ＞

０（ ｌ ＝ ｄｉｍ {Ｕ１，Ｕ２，…，ＵＬ } ） 及对应的特征向量 ｖ ｊ ＝ （ａ ｊ
１，ａ ｊ

２，…，ａ ｊ
Ｌ）（ ｊ ＝ １，２，…，ｌ） ．

步 ４　 对于给定的三角剖分参数 ｈ、时间步长 ｋ 及所需的误差限 δ， 确定 ＰＯＤ 基数目 ｄ 使

得（ｋ∑ ｌ

ｊ ＝ ｄ＋１
λ ｊ） １ ／ ２ ＋ ｋ２ ＋ ｈ２ ≤ δ ．

步 ５　 构造 ＰＯＤ 基 ψ ｊ ＝ ∑ Ｌ

ｉ ＝ １
ａ ｊ
ｉ Ｑｉ

ｈ ／ Ｌλ ｊ （ ｊ ＝ １，２，…，ｄ） ．

步 ６　 取 Ｕｄ ＝ ｓｐａｎ { ψ １，ψ ２，…， ψ ｄ } ，解仅含 ｄ 个自由度的问题 Ⅴ 得降阶外推仿真模型

解 Ｑｎ
ｄ（ｎ ＝ １，２，…，Ｎ） ．
步 ７　 如果 ‖Ｑｎ－１

ｄ － Ｑｎ
ｄ‖０ ≥ ‖Ｑｎ

ｄ － Ｑｎ＋１
ｄ ‖０（ｎ ＝ Ｌ，Ｌ ＋ １，…，Ｎ － １），那么 Ｑｎ

ｄ（ｎ ＝ １，２，

…，Ｎ） 就是问题Ⅴ满足误差不超过 ｋ２ ＋ ｈ２ ＋ （ｋ∑ ｌ

ｊ ＝ ｄ＋１
λ ｊ） １ ／ ２ 的降阶外推仿真模型解．否则，即

如果 ‖Ｑｎ－１
ｄ － Ｑｎ

ｄ‖０ ＜ ‖Ｑｎ
ｄ － Ｑｎ＋１

ｄ ‖０（ｎ ＝ Ｌ，Ｌ ＋ １，…， Ｎ － １），令 Ｕｉ ＝ Ｑｄ
ｎ－ｉ（ ｉ ＝ Ｌ，Ｌ － １，…，

１）， 返回步 ２．

４　 数 值 例 子

下面用二维非饱和土壤水流问题的一个数值例子去验证降阶外推仿真模型的有效性．
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为了方便起见，取二维非饱和土壤水流问题的源项 Ｇ ＝ ０， 计算域为 ５０ ｃｍ×５０ ｃｍ 的垂直

剖面正方形，即 Ω
－ ＝ ［０，５０］ × ［０，５０］ ．初始土壤水分含量均为Ｑ０ ＝ Ｑｒ ＝ ０．０３，土壤饱和水分含

量 Ｑｓ ＝ ０．４１，而且 Ｄ（Ｑ） ＝ ２７８．３（Ｑ ／ Ｑｓ） ８．０５ （ｃｍ２ ／ ｍｉｎ）， Ｋ（Ｑ） ＝ １．４２（Ｑ ／ Ｑｓ） １０．２４ （ｃｍ ／ ｍｉｎ）．

首先将区域 Ω
－
剖分为 ５ ０００ × ５ ０００ 个边长 Δｘ ＝ Δｙ ＝ ０．０１ 的小正方形，然后在同一方向

连接其对角线将每个小正方形剖分成为两个小三角形构成 ｈ ＝ ２ × ０．０１的三角形剖分Ｉｈ ．对
偶剖分 Ｉ∗

ｈ 取为重心对偶剖分．这样，时间二阶精度的经典 ＣＮ 有限体积元格式在每个时间层

有 ２５×１０６个自由度．为了使得 ｈ ＝ Ｏ（ｋ），取时间步长为 ｋ ＝ ０．０１ ｈ ．
用问题Ⅳ求出的经典 ＣＮ 有限体积元解 Ｑｎ

ｈ（ｎ ＝ １，２，…，２００，即 ｔ ＝ ０．０１ ｈ，０．０２ ｈ，…， ２ ｈ），
然后选取最初的 ２０ 个解 Ｑｎ

ｈ（ｎ ＝ １，２，…，２０） 作为瞬像．当 ｄ ＝ ６ 及 ｋ ＝ ０．０１ 时， 通过计算得到

（ｋ∑ ２０

ｊ ＝ ７
λ ｊ） １ ／ ２ ≤ ４ × １０ －４ ．这就指导本文只要取最初 ６ 个 ＰＯＤ 基就能满足精度要求．这时，降

阶外推仿真模型在每个时间层仅有 ６ 个自由度，按照 ３．２ 节的算法实现 ７ 个步骤获得当 ｔ ＝ ２ ｈ
时降阶外推仿真模型的解，画在图 ３ 中．图 ４ 是当 ｔ ＝ ２ ｈ 时经典 ＣＮ 有限体积元解图．比较图 ３
和图 ４ 可看出，它们很相像，但归咎于经典 ＣＮ 有限体积元格式的自由度太多，造成计算过程

中截断误差的积累，使得经典的 ＣＮ 有限体积元解有明显的耗散．因此，降阶外推仿真模型的

解比经典的 ＣＮ 有限体积元解更优．

图 ３　 降阶外推仿真模型解 图 ４　 经典 ＣＮ 有限体积元解

Ｆｉｇ．３　 Ｒｅｄｕｃｅｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｅｘｔｒａｐｏｌａｔｉｎｇ Ｆｉｇ．４　 Ｃｌａｓｓｉｃａｌ ＣＮ ｆｉｎｉｔｅ ｖｏｌｕｍｅ

ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｅｌｅｍｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

图 ５ 给出的是当时间 ｔ ＝ ２ ｈ 时降阶外推仿真模型取不同的 ＰＯＤ 数目时的解与问题Ⅳ的

经典 ＣＮ 有限体积元解的误差．图 ５ 表明理论结果与数值结果相吻合（因为当 ＰＯＤ 基数目取为

６ 时，数值解和理论解的误差都不超过 ４×１０－４）．
从计算量来看，基于 ＰＯＤ 方法和 ＣＮ 有限体积元法的降阶外推仿真模型在每个时间层只

有 ６ 个自由度（即未知量），而经典的 ＣＮ 有限体积元格式在每个时间层有 ２５×１０６个自由度

（即未知量）．因此，降阶外推仿真模型能极大地减少自由度、简化计算、节省计算量和存储要

求，减少计算过程中截断误差的积累和计算时间的耗费，是求解二维非饱和土壤水流问题很有

效和可行的方法．
此外，如果采用文献［１３］中的时间一阶精度的降阶有限体积元格式，为了得到时间二阶

精度的降阶外推仿真模型相同精度的近似解，必须取 ｋ ＝ Δｘ ＝ Δｙ ＝ １０ －４ ．这样，用文献［１３］ 中

８５１ 非饱和土壤水流问题的降阶外推仿真模型



的时间一阶精度的降阶有限体积元格式计算 ｔ ＝ ２ ｈ 时的解，需要计算 ２０ ０００ 步，是时间二阶

精度的降阶外推仿真模型（计算步数 ２００ 步）的 １００ 倍．因此，用时间二阶精度的降阶外推仿真

模型求解二维非饱和土壤水流问题能极大地减少计算迭代步数，也能减少计算过程中截断误

差的积累，提高计算精度．从而时间二阶精度的降阶外推仿真模型远比文献［１３］中的时间一阶

精度的降阶有限体积元格式（没有采用外推）优越．

图 ５　 经典 ＣＮ 有限体积元解与具有不同 ＰＯＤ 基降阶外推仿真模型解之间误差

Ｆｉｇ．５　 Ｅｒｒｏｒｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｄｕｃｅｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｅｘｔｒａｐｏｌａｔｉｎｇ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ＰＯＤ ｂａｓｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ＣＮ ｆｉｎｉｔｅ ｖｏｌｕｍｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

５　 结　 　 论

本文利用 ＣＮ 有限体积元方法和 ＰＯＤ 方法建立了二维非饱和土壤水流问题的一种具有

足够高精度、自由度很少的降阶外推仿真模型，并给出这种降阶外推仿真模型解的误差估计和

解降阶外推仿真模型的算法实现．最后用数值例子验证了数值结果与理论结果相吻合．二维非

饱和土壤水流问题时间二阶精度的降阶外推仿真模型能比时间二阶精度的经典 ＣＮ 有限体积

元格式节省大量自由度．此外，本文模型也比文献［１３］中的时间一阶精度的降阶有限体积元格

式提高了时间离散的精度、 极大地减少时间方向的迭代步、减少实际计算中截断误差的积累、
提高计算精度和计算效率．特别是，本文仅用很短时段 ［０，Ｔ０］（Ｔ０ ≪Ｔ） 上已求出的经典 ＣＮ 有

限体积元解组成瞬像和构造 ＰＯＤ 基函数及建立降阶外推仿真模型，以计算总体时间段 ［０，Ｔ］
上的降阶数值解， 没有重复计算．这是对现有基于 ＰＯＤ 方法的降阶方法（例如，文献［１０⁃１３］
等的降阶方法）的改进和创新．
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