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摘要：　 根据 Ｂｉｏｔ 孔隙弹性介质动力控制方程，利用快、慢纵波的解耦，求得满足两相饱和介质位

移⁃应力传播的一阶微分方程组．该方程组及传递函数能退化到单相介质的位移⁃应力传播微分方

程组．利用界面应力⁃位移连续条件，分析了位移⁃应力从两相饱和介质向单相介质传播，构建了界

面过渡传递矩阵．使原有的 ６×６ 阶应力⁃位移传递矩阵过渡为 ４×６ 阶矩阵，能与单相介质的 ４×４ 阶

应力⁃位移传递矩阵结合．最后，采用经典的波传播模型对比验算了结果，它们一致吻合．
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引　 　 言

多层介质位移⁃应力波的传播一直是地震工程、土动力学、地球物理、声学等领域的重要研

究课题［１⁃２］ ．多层单相介质位移⁃应力波传播，上世纪 ５０ 年代已由 Ｅｗｉｎｇ 等与 Ｂｒｅｋｈｏｖｓｋｉｋｈ 分别

解决，这些成果都反映在 Ｅｌａｓｔｉｃ Ｗａｖｅｓ ｉｎ Ｌａｙｅｒｅｄ Ｍｅｄｉａ［３］与 Ｗａｖｅｓ ｉｎ Ｌａｙｅｒｅｄ Ｍｅｄｉａ［４］这两本优

秀专著中．它包含了计算波多层传播的 Ｔｈｏｍｓｏｎ 法［５］，及之后 Ｈａｓｋｅｌｌ［６⁃７］ 和 Ｈａｒｋｒｉｄｅｒ［８］ 进一步

发展的传递矩阵法．上世纪 ６０，７０ 年代 Ｂｅｎ⁃Ｍｅｎａｈｅｍ 和 Ｓｉｎｇｈ［９］结合 Ｈａｓｋｅｌｌ 矩阵与 Ｈａｎｓｅｎ 矢

量［１０］研究过多层单相、各向同性半空间中位移⁃应力传播问题；陈运泰［１１］ 也有过类似研究，这
些都推动了地球物理学与土动力学的发展．上世纪 ６０ 年代 Ｇｉｌｂｅｒｔ 和 Ｂａｃｋｕｓ［１２］ 提出了求解位

移⁃应力微分方程组，由解矩阵得到传播矩阵的新算法．Ｋｅｎｎｅｔｔ 等［１３⁃１４］ 采用此法，用迭代法计

算了层状介质中波的反射参数．Ｐｒｉｄｅ 等［１５］讨论了该算法的准确性．之后，许多学者的努力已使

这一领域的成果不断完善和发展．此外，由于地层多相性，人们也一直关注着波在多相多层介

质中的传播，特别是在多层两相饱和介质中的传播，因为它是模拟含油层的地球物理勘探与饱

和土动力反应的理论基础．基于 Ｂｉｏｔ 等的两相饱和介质动力学方程［１６⁃１７］，求解波在多层两相介

质中的传播，前人取得过一系列成果［１８⁃２７］ ．它们都为本文的研究奠定了必要的理论基础．
在本文中，作者首先根据 Ｂｉｏｔ 两相孔隙介质动力方程，利用快、慢纵波解耦；求得两相饱

和介质波传播运动学一阶位移⁃应力微分方程组；该方程组及传递函数能退化到单相介质波位
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移⁃应力传播．另外，作者利用界面应力⁃位移连续条件，构建了界面过渡传递矩阵，分析波从两

相饱和介质向单相介质传播；使原有两相介质的 ６×６ 应力⁃位移传递矩阵过渡为 ４×６ 矩阵，能
与单相介质 ４×４ 应力⁃位移传递矩阵结合．完全有别于原来采用的振幅谱传递函数．这不仅计

算简化，物理意义也更明确．最后，作者采用已有的经典的波传播模型对比验算了本文的结果，
它们一致地吻合．

１　 饱和孔隙弹性介质的动力控制方程与解答

１．１　 饱和孔隙弹性介质动力控制方程

１．１．１　 饱和孔隙弹性介质的动力控制方程的组成

Ｂｉｏｔ 饱和孔隙弹性介质的动力控制方程由以下方程组成［１６⁃１７］：
① 本构方程

　 　 σｉｊ ＝ λｅδｉｊ ＋ ２μｅｉｊ － αｐδｉｊ； （１）
② 平衡方程

　 　
固相： σｉｊ， ｊ ＋ Ｆ ｉ ＝ ρｕｉ ＋ ρｆｗ ｉ，
流相： ζ ＝ αｅ ＋ ｐ ／ Ｍ；{ （２）

③ 广义 Ｄａｒｃｙ 定律

　 　 ｑｉ ＝ － κ（ｐ，ｉ ＋ ρｆｕｉ ＋ ｍ′ｗ ｉ，ｉ）， （３ａ）
　 　 ｍ′ ＝ ρａ ／ β２

０ ＋ ρｆ ／ β０； （３ｂ）
④ 连续方程

　 　 ζ ＋ ｑｉ，ｉ ＝ χ， （４）
式中 λ，μ 是 Ｌａｍé 系数， α，Ｍ 是 Ｂｉｏｔ 在饱和多孔介质研究中引入的参量， ｕ，ｗ 分别为固相位

移和流相相对固相的平均位移矢量（ｕ ＝ ｄ２ｕ ／ ｄｔ２，ｗ ＝ ｄ２ｗ ／ ｄｔ２） ．ρ，ρ ｆ 分别是两相与流相物质密

度，ρ ＝ （１ － β ０）ρ ｓ ＋ β ０ρ ｆ； ρ ｓ 为固相物质密度， β ０ 是孔隙度，式（３ｂ）中 ρ ａ 为表观质量密度．式
中 λ， μ， α， Ｍ可视为 ４ 个独立的弹性常数．ｅｉｊ ＝ （ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ） ／ ２ 是固相应变张量， ｅ ＝ ｅｉｉ 是体应

变．流体体应变为 ｗ ｉ，ｉ ．在式（２） 和式（４） 中 ζ 为流体的膨胀度， ｗ ｉ，ｉ ＝ ｑｉ，ｉ， χ 为排水强度．σ ｉｊ 为

总应力；ｐ 为孔隙压；Ｆ ｉ 为固相体力． κ ＝ ｋ ／ η，ｋ 为固相渗透率，η 为流体动粘度，δ ｉｊ 是

Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ⁃δ 数，ｉ， ｊ ＝ １，２，３．Ｂｉｏｔ 动力方程［１６⁃１７］是

　 　 μｕｉ，ｉｊ ＋ λ ｃｕ ｊ， ｊｉ ＋ αＭｗ ｊ， ｊｉ ＝ － Ｆ ｉ ＋ ρｕｉ ＋ ρ ｆｗ ｉ， （５ａ）
　 　 αＭｕ ｊ， ｊｉ ＋ Ｍｗ ｊ， ｊｉ － ｗ ｉ ／ κ ＝ ρ ｆｕｉ ＋ ｗ ｉ（ρ ａ ＋ β ０ρ ｆ） ／ β ２

０， （５ｂ）
其中

　 　 λ ｃ ＝ λ ＋ α２Ｍ ．
１．１．２　 动力控制方程频域形式

如不考虑体力的影响，即 Ｆ ｉ ＝ ０； 对式（５ａ）和（５ｂ）进行 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换可得到两相饱和介质

频域 Ｂｉｏｔ 动力学方程：
　 　 （λ ｃ ＋ ２ μ）ｕ ｊ，ｉｊ ＋ αＭｗ ｊ，ｉｊ ＋ μδ ｉｋｈδ ｈｌｊｕｉ，ｌｋ ＋ ω ２ρｕｉ ＋ ω ２ρ ｆｗ ｉ ＝ ０， （６ａ）
　 　 αＭｕ ｊ， ｊｉ ＋ Ｍｗ ｊ， ｊｉ － ｉωｗ ｉ ／ κ ＝ － ω ２ρ ｆｕｉ － ω ２ｗ ｉ（ρ ａ ＋ β ０ρ ｆ） ／ β ２

０， （６ｂ）
这里 ｕ，ｗ分别是位移 ｕ，ｗ 的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 谱．δ ｉｋｈ，δ ｈｌｊ 为置换张量；ω 为频率，ｉ为虚数单位，ｋ，ｈ，ｌ ＝ １，
２，３．对于式（６ｂ）还可以得到

　 　 αＭｕ ｊ，ｉｊ ＋ Ｍｗ ｊ，ｉｊ ＋ ω ２ρ ｆｕｉ ＋ ω ２γｗ ｉ ＝ ０， （７）
式中

　 　 γ ＝ ［ － ｉβ ２
０ ＋ ωκ（ρ ａ ＋ β ０ρ ｆ）］ ／ （β ２

０ωκ） ＝ （ωκｍ′ － ｉ） ／ （ωκ） ． （８）
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１．２　 饱和孔隙介质动力控制方程的解答

１．２．１　 动力控制方程的无散场分量解耦

当 ｕｉ，ｗ ｉ 为 ｕ，ｗ 的无散场分量时，由式（７）可得［２８⁃３１］

　 　 ω ２ρ ｆｕｉ ＋ ω ２γｗ ｉ ＝ ０， （９）
　 　 ｗ ｉ ＝ － （ρ ｆ ／ γ）ｕｉ， （１０）

从而对横波有

　 　 ζ ｚ ＝ ｕｚ ＋ ｗｚ ＝ （１ － ρ ｆ ／ γ）ｕｚ ． （１１）
如设 ｉ ＝ ３ 为 ｚ 轴方向，则 ζ ｚ 是合成 ｚ 向位移，把式（１０）代入式（６ａ），可得

　 　 μｕｉｊ，ｉ ＋ （ρ － ρ ２
ｆ ／ γ）ω ２ｕ ｊ ＝ ０， （１２）

从而有横波速 β：

　 　 β ＝ μ ／ （ρ － ρ ２
ｆ ／ γ） ， Ｋ２

β ＝ ω ２ ／ β ２， （１３）
Ｋ（２）

β 是两相饱和介质的横波波数．
１．２．２　 动力控制方程的无旋场分量解耦

当 ｕｉ，ｗ ｉ 为 ｕ，ｗ 的无旋场分量时［２８⁃３１］，可设

　 　 ｕｉ ＝ ｕ１ｉ ＋ ｕ２ｉ， ｗ ｉ ＝ ξ １ｕ１ｉ ＋ ξ ２ｕ２ｉ， （１４ａ，ｂ）
　 　 ξ ｎ ＝ （λ ｃ ＋ ２ μ － ρα２

ｎ） ／ （ρ ｆα２
ｎ － αＭ）， （１５）

这里 ｎ ＝ １，２．α１，α２ 分别为快、慢纵波速；而 ｕ１ｉ，ｕ２ｉ 分别为快、慢纵波位移．对纵波则有

　 　 ζ ｚ ＝ ｕｚ ＋ ｗｚ ＝ （１ ＋ ξ １）ｕ１ｚ ＋ （１ ＋ ξ ２）ｕ２ｚ ． （１６）
式（１１）和（１６）关于合成位移 ζ ｚ 的表达，会使得对两相饱和介质波传播微分方程组和它的解矩

阵及传播矩阵的表达带来方便．将式（１４ａ）和（１４ｂ）代入式（６ａ）与（６ｂ）可得

　 　 （λ ｃ ＋ ２ μ ＋ αＭξ １）ｕ１ｊ，ｉｊ ＋ （λ ｃ ＋ ２ μ ＋ αＭξ ２）ｕ２ｊ，ｉｊ ＋
　 　 　 　 （ρ ＋ ρ ｆξ １）ω ２ｕ１ｉ ＋ （ρ ＋ ρ ｆξ ２）ω ２ｕ２ｉ ＝ ０， （１７ａ）
　 　 Ｍ（α ＋ ξ １）ｕ１ｊ，ｉｊ ＋ Ｍ（α ＋ ξ ２）ｕ２ｊ，ｉｊ ＋ （ρ ｆ ＋ γξ １）ω ２ｕ１ｉ ＋ （ρ ｆ ＋ γξ ２）ω ２ｕ２ｉ ＝ ０． （１７ｂ）

由于在无限两相介质中，只有快、慢两个纵波，由式（１７ａ）和（１７ｂ）可得

　 　
λ ｃ ＋ ２ μ ＋ αＭξ ｎ

ρ ＋ ρ ｆξ ｎ

＝
Ｍ（α ＋ ξ ｎ）
ρ ｆ ＋ γξ ｎ

＝ α２
ｎ ． （１８）

从而有

　 　
（γρ － ρ ２

ｆ ）
Ｍ（λ ＋ ２ μ）

α４
ｎ ＋

γ（λ ＋ ２ μ） ＋ Ｍ（α２γ ＋ ρ － ２αρ ｆ）
Ｍ（λ ＋ ２ μ）

α２
ｎ ＋ １ ＝ ０． （１９）

记 Ｋ（２）
αｎ

＝ ω ／ α ｎ；Ｋ（２）
α１

，Ｋ（２）
α２

分别是两相饱和介质的快纵波与慢纵波数．式（１９）化为

　 　 （Ｋ（２）
αｎ

） ４ －
γ（λ ＋ ２ μ） ＋ Ｍ（α２γ ＋ ρ － ２αρ ｆ）

Ｍ（λ ＋ ２ μ）
ω ２（Ｋ（２）

αｎ
） ２ ＋

（γρ － ρ ２
ｆ ）

Ｍ（λ ＋ ２ μ）
ω ４ ＝ ０．

（２０）
如设　 　 σ ２ ＝ ω ２（ρ － ρ ２

ｆ ／ γ） ／ （λ ＋ ２ μ）， ｑｔ ＝ γω ２ ／ Ｍ， ε ＝ Ｍ（α － ρ ｆ ／ γ） ２ ／ （λ ＋ ２ μ）， （２１）
式（２０）可写成

　 　 （Ｋ（２）
αｎ

） ４ － （σ ２ ＋ ｑｔ（１ ＋ ε）） （Ｋ（２）
αｎ

） ２ ＋ ｑｔσ ２ ＝ ０． （２２）
求解式（２２）可得

　 　 （Ｋ（２）
αｎ

） ２ ＝ １
２
［σ ２ ＋ ｑｔ（１ ＋ ε） ± ［σ ２ ＋ ｑｔ（１ ＋ ε）］ ２ － ４ｑｔσ ２ ］ ． （２３）

另有［２８⁃３１］

４６１ 两相饱和介质层与单相介质层应力⁃位移函数的传递与退化



　 　 （Ｋ（２）
α１

） ２ ＝
（ρ ＋ ρ ｆξ １）ω ２

λ ｃ ＋ ２ μ ＋ αＭξ １

＝
（ρ ｆ ＋ γξ １）ω ２

Ｍ（α ＋ ξ １）
， （２４）

　 　 （Ｋ（２）
α２

） ２ ＝
（ρ ＋ ρ ｆξ ２）ω ２

λ ｃ ＋ ２ μ ＋ αＭξ ２

＝
（ρ ｆ ＋ γξ ２）ω ２

Ｍ（α ＋ ξ ２）
． （２５）

２　 两相饱和介质与单相介质波传播一阶位移⁃应力

微分方程组及解矩阵退化

采用上标 （ｎ） 表述介质属性，即 ｎ ＝ １ 为单相介质；ｎ ＝ ２ 为两相饱和介质；遵照 Ｇｉｌｂｅｒｔ，
Ｂａｃｋｕｓ 方法位移⁃应力波传播一阶微分方程组的解矩阵和传播矩阵可作如下表述：
２．１　 两相饱和介质波传播位移⁃应力微分方程组与解矩阵

如压缩波（Ｐ 波）和偏振剪切波（ＳＶ 波）入射在 ｘＯｚ 平面，介质位移及应力可设（为简洁，
表示频域量值的字母上标～省略）：

　 　 ［ｕ（２）
ｚ ， ζ （２）

ｚ ， σ－ （２）
ｚｘ ， σ－ （２）

ｚｚ ， ｐ（２）， ｕ（２）
ｘ ］ Ｔ ＝

　 　 　 　 ［ ｆ （２）
１ ， ｆ （２）

２ ， ｆ （２）
３ ， ｆ （２）

４ ， ｆ （２）
５ ， ｆ （２）

６ ］ Ｔｅ － ｉＫｘ， （２６）
其中 ｕ（２）

ｘ ，ｕ（２）
ｚ 分别是两相介质 ｘＯｚ传播平面上 ｘ向与 ｚ向的固相骨架位移，σ－ （２）

ｚｚ ，σ－ （２）
ｚｘ 分别是两

相介质 Ｚ面有效正应力与 ｘ向的有效剪应力（σ－ （２）
ｚｘ ＝ － σ （２）

ｚｘ ，σ－ （２）
ｚｚ ＝ － σ （２）

ｚｚ － ｐ（２）），ｐ（２） 为流相孔

隙压力．ｆ（２）ｌ （ ｌ ＝ １，２，…，６） 代表相关波传播的位移、应力待定函数；ｅ 为自然指数底数．满足两

相饱和介质位移⁃应力波传播的一阶微分方程组是（详见附录 １）

　 　 ｄ
ｄｚ

ｆ （２）
ｌ ＝

０ Ａ（２）
１

Ａ（２）
２ ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｆ （２）

ｌ ， （２７）

式中

　 　 Ａ（２）
１ ＝

－ １
λ （２） ＋ ２ μ （２）

α － １
λ （２） ＋ ２ μ （２）

λ （２） ｉＫ
λ （２） ＋ ２ μ （２）

α － １
λ （２） ＋ ２ μ （２）

Ｋ２

γω２ － １
Ｍ

－ （１ － α） ２

λ （２） ＋ ２ μ （２）
λ （２） ＋ ２ μ （２）α
λ （２） ＋ ２ μ （２） －

ρ ｆ

γ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｉＫ

λ （２） ｉＫ
λ （２） ＋ ２ μ （２）

λ （２） ＋ ２ μ （２）α
λ （２） ＋ ２ μ （２） －

ρ ｆ

γ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｉＫ ρ （２） －

ρ２
ｆ

γ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ω２ － ４λ （２） μ （２） ＋ ４μ （２）２

λ （２） ＋ ２ μ （２） Ｋ２

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

，

（２８）

　 　 Ａ（２）
２ ＝

（ρ （２） ＋ γ － ２ρ ｆ）ω ２ （ρ ｆ － γ）ω ２ ｉＫ
（ρ ｆ － γ）ω ２ γω ２ ０

ｉＫ ０ － １
μ （２）

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

． （２９）

Ｌａｍé 系数 λ （２），μ （２） 的上标强调两相饱和介质属性，方程组（２７）的矩阵特征值是

　 　 λ ２
１，２ ＝ Ｋ２ － Ｋ（２）２

α１
， λ ２

３，４ ＝ Ｋ２ － Ｋ（２）２
α２

， λ ２
５，６ ＝ Ｋ２ － Ｋ（２）２

β ， （３０）
其中 Ｋ 为视速度波数．设

　 　 ａ（２）
１ ＝

Ｋ２ － Ｋ（２）２
α１

， Ｋ ＞ Ｋ（２）
α１

，

ｉ Ｋ（２）２
α１

－ Ｋ２ ， Ｋ ＜ Ｋ（２）
α１

；{ 　 ａ（２）
２ ＝

Ｋ２ － Ｋ（２）２
α２

， Ｋ ＞ Ｋ（２）
α２

，

ｉ Ｋ（２）２
α２

－ Ｋ２ ， Ｋ ＜ Ｋ（２）
α２

；{ （３１）

　 　 ｂ（２） ＝
Ｋ２ － Ｋ（２）２

β ， Ｋ ＞ Ｋ（２）
β ，

ｉ Ｋ（２）２
β － Ｋ２ ， Ｋ ＜ Ｋ（２）

β ．{ （３２）
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方程（２７）解矩阵的特征向量矩阵是

　 　 Ｌ（２） ＝
Ｌ（２）

１ Ｌ（２）
１

Ｌ（２）
２ － Ｌ（２）

２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （３３）

其中

　 　 Ｌ（２）
１ ＝

ａ（２）
１ ａ（２）

２ Ｋ
（１ ＋ ξ １）ａ（２）

１ （１ ＋ ξ ２）ａ（２）
２ （１ ＋ ξ ３）Ｋ

２ μ （２）Ｋｉａ（２）
１ ２ μ （２）Ｋｉａ（２）

２ ２ μ （２）Ω（２） ｉ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
，

　 　 Ｌ（２）
２ ＝

Ｈ１Ｋ（２）２
α１

－ ２ μ （２）Ｋ２ Ｈ２Ｋ（２）２
α２

－ ２ μ （２）Ｋ２ － ２ μ （２）Ｋｂ（２）

Ｍ（α ＋ ξ １）Ｋ２
α１

Ｍ（α ＋ ξ ２）Ｋ（２）２
α２

０

－ Ｋｉ － Ｋｉ － ｂ（２） ｉ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

， （３４）

式中 Ｈｎ ＝ λ （２） ＋ ２ μ （２） ＋ （α － １）Ｍ（α ＋ ξ ｎ），Ω（２） ＝ Ｋ２ － Ｋ（２）２
β ／ ２．特征向量矩阵（３３）式的逆矩

阵为

　 　 Ｌ（２） －１ ＝ １
２

Ｌ（２） －１
１ Ｌ（２） －１

２

Ｌ（２） －１
１ － Ｌ（２） －１

２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （３５）

其中

　 　 Ｌ（２） －１
１ ＝

１
ａ（２）

１

Ｔ２
２Ｋ２

Ｋ（２）２
β

－ Ｋ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｒ
ａ（２）

１

－ １
ａ（２）

１

Ｋｉ
μ （２）Ｋ（２）２

β

Ｔ２

－ １
ａ（２）

２

Ｔ１
２Ｋ２

Ｋ（２）２
β

－ Ｋ１
æ

è
ç

ö

ø
÷

－ Ｒ
ａ（２）

２

１
ａ（２）

２

Ｋｉ
μ （２）Ｋ（２）２

β

Ｔ１

－ ２Ｋｉ
Ｋ（２）２

β

０
－ １

μ （２）Ｋ（２）２
β

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

， （３６）

　 　 Ｌ（２） －１
２ ＝ １

λ （２） ＋ ２ μ （２）
×

　 　

－ １
Ｋ（２）２

α１

Ｓ２
１
Ｍ

１
Ｋ（２）２

α１

ＲＨ２
２ μ （２）Ｋｉ
Ｋ（２）２

α１

Ｓ２

１
Ｋ（２）２

α２

Ｓ１
－ １
Ｍ

１
Ｋ（２）２

α２

ＲＨ１ － ２ μ （２）Ｋｉ
Ｋ（２）２

α２

Ｓ１

－ Ｋｉ
ｂ（２）

Ｓ２

Ｋ（２）２
α１

－
Ｓ１

Ｋ（２）２
α２

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｋｉ
ｂ（２）

Ｒ
Ｍ

Ｈ２

Ｋ（２）２
α１

－
Ｈ１

Ｋ（２）２
α２

æ

è
ç

ö

ø
÷

－ ２ μ （２）Ｋ２

ｂ（２）

Ｓ２

Ｋ（２）２
α１

－
Ｓ１

Ｋ（２）２
α２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － λ （２） ＋ ２ μ （２）

ｂ（２）

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

，

（３７）
式中

　 　 Ｒ ＝ １ ／ （ξ １ － ξ ２）， Ｓｎ ＝ （α ＋ ξ ｎ） ／ （ξ １ － ξ ２），
　 　 Ｔｎ ＝ （ρ ｆ ／ γ ＋ ξ ｎ） ／ （ξ １ － ξ ２）， Ｋｎ ＝ （１ ＋ ξ ｎ） ／ （ξ １ － ξ ２） ．
如剪切波（ＳＨ 波）入射在 ｘＯｙ 平面，波传播的介质位移、应力如下：
　 　 ［ｕ（２）

ｙ ， σ－ （２）
ｚｙ ］ Ｔ ＝ ［ ｆ （２）

７ ， ｆ （２）
８ ］ Ｔｅ － ｉＫｘ， （３８）

这里 ｕ（２）
ｙ 和 σ－ （２）

ｚｙ 分别为 ｘＯｙ两相饱和介质传播平面上 ｙ向位移和 Ｚ面上 ｙ向的剪应力．ｆ （２）
７ 和

ｆ （２）
８ 分别是关于 ＳＨ 波传播的待定未知位移⁃应力函数 ｆ （２）

７ （ ｚ） 和 ｆ （２）
８ （ ｚ） ．同理可得位移⁃应力解

矩阵的特征向量矩阵是

６６１ 两相饱和介质层与单相介质层应力⁃位移函数的传递与退化



　 　 Ｌ（２）
３ ＝

Ｋ（２）
β Ｋ（２）

β

μ （２） ｂ（２）Ｋ（２）
β － μ （２） ｂ（２）Ｋ（２）

β

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （３９）

对应的逆矩阵是

　 　 Ｌ（２） －１
３ ＝ １

２ μ （２）Ｋ（２）２
β

μ （２）Ｋ（２）
β Ｋ（２）

β ／ ｂ（２）

μ （２）Ｋ（２）
β － Ｋ（２）

β ／ ｂ（２）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ． （４０）

２．２　 位移⁃应力微分方程组与解矩阵对单相介质的退化

２．２．１　 入射在 ｘＯｚ 平面的压缩波（Ｐ 波）和偏振剪切波（ＳＶ 波）
对于单相介质，这时流相相对位移 ｗ（２）

ｚ ，流相孔隙压力 ｐ（２） 为 ０；且 α ＝ ０，ρ ｆ ＝ ０；Ｍ ＝ ０，γ ＝
０ （ρ ａ ＝ ０） ．如以 ｕ（１）

ｘ ，ｕ（１）
ｚ 取代 ｕ（２）

ｘ ，ｕ（２）
ｚ ，分别代表单相介质 ｘＯｚ 传播平面上 ｘ 与 ｚ 向位移，

σ （１）
ｚｘ ，σ （１）

ｚｚ 取代 σ－ （２）
ｚｘ ，σ－ （２）

ｚｚ 分别为 Ｚ 面的剪应力与正应力， ｆ （１）
ｉ 取代 ｆ （２）

ｉ 为相关波传播位移，应
力待定函数．λ （１），μ （１） 为单相介质的 Ｌａｍé 系数， ρ （１） 为单相介质质量密度；满足波传播的一阶

位移⁃应力微分方程组可由式（２７）简单退化得到

　 　 ｄ
ｄｚ

ｆ （１）
ｌ ＝

０ Ａ（１）
１

Ａ（１）
２ ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｆ （１）

ｌ ， （４１）

　 　
Ａ（１）

１ ＝

１
λ （１） ＋ ２μ （１）

λ （１）Ｋｉ
λ （１） ＋ ２μ （１）

λ （１）Ｋｉ
λ （１） ＋ ２μ （１）

４μ （１）（λ （１） ＋ μ （１））Ｋ２

λ （１） ＋ ２μ （１）
－ ρ （１）ω ２

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

，

Ａ（１）
２ ＝

－ ρ （１）ω ２ ｉＫ
ｉＫ μ （１） － １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（４２）

这时特征值 Ｘ１，２，３，４ 是

　 　 Ｘ２
１，２ ＝ Ｋ２ － Ｋ（１）２

α ， Ｘ２
３，４ ＝ Ｋ２ － Ｋ（１）２

β ， （４３）
Ｋ（１）

α ＝ ω ／ α （１），Ｋ（１）
β ＝ ω ／ β （１） 分别是单相介质的压缩波数与剪切波数．α （１），β （１） 分别为单相介质

中传播的纵波速与横波速．方程组的特征向量矩阵

　 　 Ｌ（１） ＝
Ｌ（１）

１ Ｌ（１）
１

Ｌ（１）
２ － Ｌ（１）

２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （４４）

其值退化为

　 　 Ｌ（１）
１ ＝ ａ（１） Ｋ

－ ２ μ （１）Ｋｉａ（１） － ２ μ （１）Ω（１） ｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｌ（１）

２ ＝ ２ μ （１）Ω（１） ２ μ （１）Ｋｂ（１）

－ Ｋｉ － ｂ（１） ｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （４５）

Ω（１） ＝ Ｋ２ － Ｋ（１）２
β ／ ２．特征向量矩阵（４４）的逆矩阵是

　 　 Ｌ（１） －１ ＝ １
２

Ｌ（１） －１
１ Ｌ（１） －１

２

Ｌ（１） －１
１ － Ｌ（１） －１

２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （４６）

　 　

Ｌ（１） －１
１ ＝ １

μ （１）Ｋ（１）２
β

－ ２ μ （１）Ω（１）

ａ（１）

Ｋｉ
ａ（１）

２ μ （１）Ｋ － ｉ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
，

Ｌ（１） －１
２ ＝ １

μ （１）Ｋ（１）２
β

－ １ ２ μ （１）Ｋｉ
Ｋ
ｂ（１）

－ ２ μ （１）Ω（１） ｉ
ｂ（１）

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（４７ａ）
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　 　 ａ（１） ＝
Ｋ２ － Ｋ（１）２

α ， Ｋ ＞ Ｋ（１）
α ，

ｉ Ｋ（１）２
α － Ｋ２ ， Ｋ ＜ Ｋ（１）

α ，{ 　 ｂ（１） ＝
Ｋ２ － Ｋ（１）２

β ， Ｋ ＞ Ｋ（１）
β ，

ｉ Ｋ（１）２
β － Ｋ２ ， Ｋ ＜ Ｋ（１）

β ．{ （４７ｂ）

２．２．２　 剪切波（ＳＨ 波）入射在 ｘＯｙ 平面

同理在 ＳＨ 波入射的 ｘＯｙ 平面，满足波传播的一阶微分方程组亦可由式（３９）退化．方程解

矩阵的特征向量矩阵是

　 　 Ｌ（１）
３ ＝

Ｋ（１）
β Ｋ（１）

β

μ （１） ｂ（１）Ｋ（１）
β － μ （１） ｂ（１）Ｋ（１）

β

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ； （４８）

特征向量矩阵的逆矩阵是

　 　 Ｌ（１） －１
３ ＝ １

２ μ （１）Ｋ（１）２
β

μ （１）Ｋ（１）
β Ｋ（１）

β ／ ｂ（１）

μ （１）Ｋ（１）
β － Ｋ（１）

β ／ ｂ（１）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ． （４９）

可以验证式（４１） ～ （４８）都符合以单相介质波动方程推得的结果．

３　 半空间多层两相饱和介质应力⁃位移传递函数对单相介质的退化

３．１　 波从两相饱和多层介质向单相介质的传递矩阵

３．１．１　 介质的应力⁃位移函数传递矩阵

如两相饱和多层或单相介质（见图 １）， 第 ｍ层位移 ⁃应力函数为 ｆ （ｎ） （ ｚ）ｍ， 第ｍ － １层为

ｆ（ｎ） （ ｚ）ｍ－１；则由传递矩阵 Ｐ（ｎ）（ ｚｍ，ｚｍ－１） 有

　 　 ｆ （ｎ）（ ｚｍ） ＝ Ｐ（ｎ）（ ｚｍ，ｚｍ－１） ｆ （ｎ）（ ｚｍ－１） ． （５０）
介质传递矩阵可表达为［１３⁃１４］

　 　 Ｐ（ｎ）（ ｚｉ，ｚｉ －１） ＝ Ｌ（ｎ）
（ ｉ） Λ（ｎ）

（ ｉ） Ｌ（ｎ） －１
（ ｉ） ＝ １

２
Ｌ（ｎ）

１（ ｉ） Ｌ（ｎ）
１（ ｉ）

Ｌ（ｎ）
２（ ｉ） － Ｌ（ｎ）

２（ ｉ）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

Λ（ｎ）
１（ ｉ） ０
０ Λ（ｎ）

２（ ｉ）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

Ｌ（ｎ） －１
１（ ｉ） Ｌ（ｎ） －１

２（ ｉ）

Ｌ（ｎ） －１
１（ ｉ） － Ｌ（ｎ） －１

２（ ｉ）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

　 　 　 　 １
２

Ｌ（ｎ）
１（ ｉ）（Λ（ｎ）

１（ ｉ） ＋ Λ（ｎ）
２（ ｉ））Ｌ（ｎ） －１

１（ ｉ） Ｌ（ｎ）
１（ ｉ）（Λ（ｎ）

１（ ｉ） － Λ（ｎ）
２（ ｉ））Ｌ（ｎ） －１

２（ ｉ）

Ｌ（ｎ）
２（ ｉ）（Λ（ｎ）

１（ ｉ） － Λ（ｎ）
２（ ｉ））Ｌ（ｎ） －１

１（ ｉ） Ｌ（ｎ）
２（ ｉ）（Λ（ｎ）

１（ ｉ） ＋ Λ（ｎ）
２（ ｉ））Ｌ（ｎ） －１

２（ ｉ）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

　 　 　 　
Ｌ（ｎ）

１（ ｉ）Λ（ｎ）
ｃｈ（ ｉ）Ｌ（ｎ） －１

１（ ｉ） Ｌ（ｎ）
１（ ｉ）Λ（ｎ）

ｓｈ（ ｉ）Ｌ（ｎ） －１
２（ ｉ）

Ｌ（ｎ）
２（ ｉ）Λ（ｎ）

ｓｈ（ ｉ）Ｌ（ｎ） －１
１（ ｉ） Ｌ（ｎ）

２（ ｉ）Λ（ｎ）
ｃｈ（ ｉ）Ｌ（ｎ） －１

２（ ｉ）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （５１）

式中

　 　 Λ（ｎ）
ｃｈ（ ｉ） ＝ （Λ（ｎ）

１（ ｉ） ＋ Λ（ｎ）
２（ ｉ）） ／ ２， Λ（ｎ）

ｓｈ（ ｉ） ＝ （Λ（ｎ）
１（ ｉ） － Λ（ｎ）

２（ ｉ）） ／ ２．
因而两相饱和多层弹性介质的 Ｐ⁃ＳＶ 波传递矩阵是

　 　 Ｐ（２）（ ｚｉ，ｚｉ －１） ＝
Ｌ（２）

１（ ｉ）Λ（２）
ｃｈ（ ｉ）Ｌ（２） －１

１（ ｉ） Ｌ（２）
１（ ｉ）Λ（２）

ｓｈ（ ｉ）Ｌ（２） －１
２（ ｉ）

Ｌ（２）
２（ ｉ）Λ（２）

ｓｈ（ ｉ）Ｌ（２） －１
１（ ｉ） Ｌ（２）

２（ ｉ）Λ（２）
ｃｈ（ ｉ）Ｌ（２） －１

２（ ｉ）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （５２）

　 　 Λ（２）
ｃｈ（ ｉ） ＝ ｄｉａｇ［ｃｈ ａ（２）

１（ ｉ）ｄｉ， ｃｈ ａ（２）
２（ ｉ）ｄｉ， ｃｈ ｂ（２）

（ ｉ） ｄｉ］，
　 　 Λ（２）

ｓｈ（ ｉ） ＝ ｄｉａｇ［ｓｈ ａ（２）
１（ ｉ）ｄｉ， ｓｈ ａ（２）

２（ ｉ）ｄｉ， ｓｈ ｂ（２）
（ ｉ） ｄｉ］，

ｄｉ 为介质层厚度．两相饱和多层弹性介质的 ＳＨ 波传递矩阵

　 　 Ｐ
－ （２）（ ｚｉ，ｚｉ －１） ＝

ｃｈ ｂ（２）
（ ｉ） ｄｉ

ｓｈ ｂ（２）
（ ｉ） ｄｉ

μ （２）
（ ｉ） ｂ（２）

（ ｉ）

μ （２）
（ ｉ） ｂ（２）

（ ｉ） ｓｈ ｂ（２）
（ ｉ） ｄｉ ｃｈ ｂ（２）

（ ｉ） ｄｉ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
， （５３）

它们也能退化得到单相介质传递矩阵：单相多层弹性介质的 Ｐ⁃ＳＶ 波传递矩阵是

８６１ 两相饱和介质层与单相介质层应力⁃位移函数的传递与退化



　 　 Ｐ（１）（ ｚｉ，ｚｉ －１） ＝
Ｌ（１）

１（ ｉ）Λ（１）
ｃｈ（ ｉ）Ｌ（１） －１

１（ ｉ） Ｌ（１）
１（ ｉ）Λ（１）

ｓｈ（ ｉ）Ｌ（１） －１
２（ ｉ）

Ｌ（１）
２（ ｉ）Λ（１）

ｓｈ（ ｉ）Ｌ（１） －１
１（ ｉ） Ｌ（１）

２（ ｉ）Λ（１）
ｃｈ（ ｉ）Ｌ（１） －１

２（ ｉ）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （５４）

　 　 Λ（１）
ｃｈ（ ｉ） ＝ ｄｉａｇ［ｃｈ ａ（１）

（ ｉ） ｄｉ， ｃｈ ｂ（１）
（ ｉ） ｄｉ］， Λ（１）

ｓｈ（ ｉ） ＝ ｄｉａｇ［ｓｈ ａ（１）
（ ｉ） ｄｉ， ｓｈ ｂ（１）

（ ｉ） ｄｉ］ ． （５５）
单相多层弹性介质的 ＳＨ 波传递矩阵是

　 　 Ｐ
－ （１）（ ｚｉ，ｚｉ －１） ＝

ｃｈ ｂ（１）
（ ｉ） ｄｉ

ｓｈ ｂ（１）
（ ｉ） ｄｉ

μ （１）
（ ｉ） ｂ（１）

（ ｉ）

μ （１）
（ ｉ） ｂ（１）

（ ｉ） ｓｈ ｂ（１）
（ ｉ） ｄｉ ｃｈ ｂ（１）

（ ｉ） ｄｉ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
． （５６）

同样也可以验证，式（５４） ～ （５６）也都符合以单相介质波动方程推得的结果．

图 １　 直角坐标系下多层弹性介质半空间模型

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｈａｌｆ⁃ｓｐａｃｅ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ａ ｍｕｌｔｉｌａｙｅｒ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｅｄｉａ ｉｎ Ｃａｒｔｅｓｉａｎ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ

３．１．２　 介质界面过渡传递矩阵

１） 两相饱和介质对单相介质界面应力⁃位移连续与连续条件

两相饱和介质与单相介质界面处于 ｍ１ 层，应力⁃位移连续条件是

① ｕ（２）
ｚ ｜ ｚ ＝ ｚ －ｍ１

＝ ｕ（１）
ｚ ｜ ｚ ＝ ｚ ＋ｍ１

　 　 （界面两侧固相骨架法向位移连续）， （５７）

② ｕ（２）
ｘ ｜ ｚ ＝ ｚ －ｍ１

＝ ｕ（１）
ｘ ｜ ｚ ＝ ｚ ＋ｍ１

　 　 （界面两侧固相骨架切向位移连续）， （５８）

③ ｕ（２）
ｙ ｜ ｚ ＝ ｚ －ｍ１

＝ ｕ（１）
ｙ ｜ ｚ ＝ ｚ ＋ｍ１

　 　 （界面两侧固相骨架 ｙ 向位移连续）， （５９）

④ 界面处， ｗ（２）
ｚ ｜ ｚ ＝ ｚ －ｍ１

＝ ０　 　 （两相饱和介质流相介质不流入单相介质）， （６０）

⑤ － （σ－ （２）
ｚｚ ＋ ｐ（２）） ｜ ｚ ＝ ｚ －ｍ１

＝ σ （１）
ｚｚ ｜ ｚ ＝ ｚ ＋ｍ１

　 　 （界面两侧正应力连续）， （６１）

⑥ － σ－ （２）
ｚｘ ｜ ｚ ＝ ｚ －ｍ１

＝ σ （１）
ｚｘ ｜ ｚ ＝ ｚ ＋ｍ１

　 　 （界面两侧 ｘ 向剪应力连续）， （６２）

⑦ σ－ （２）
ｚｙ ｜ ｚ ＝ ｚ －ｍ１

＝ σ （１）
ｚｙ ｜ ｚ ＝ ｚ ＋ｍ１

　 　 （界面两侧 ｙ 向剪应力连续）， （６３）

⑧ σ－ （２）
ｚｚ ｜ ｚ ＝ ０ ＝ ０　 　 （自由表面正应力为 ０）， （６４）

⑨ σ－ （２）
ｚｘ ｜ ｚ ＝ ０ ＝ ０， σ （２）

ｚｙ ｜ ｚ ＝ ０ ＝ ０　 　 （自由表面剪应力为 ０）， （６５）
⑩ ｐ（２） ｜ ｚ ＝ ０ ＝ ０　 　 （在自由表面处不考虑大气压力影响） ． （６６）
上述①～④为位移连续条件，⑤～⑦为应力连续条件，⑧～⑩为自由表面应力边界条件．
相应的位移连续条件已包含波的反射．
２） 两相饱和介质对单相介质的界面应力⁃位移过渡的传递矩阵

对于单相介质第 ｍ２ － １ 层底面的位移⁃应力关系对界面 ｍ１ 层，由传递矩阵有

　 　 （ ｆ（１）ｌ ）ｍ２－１
＝ Ｐ（１）（ ｚｍ２－１，ｚｍ１

）（ ｆ（１）ｌ ）ｍ ＋１
． （６７）

另外，通过传递矩阵建立多层两相饱和介质界面 ｍ１ 层的位移、应力与自由表面的位移、应力关

系是
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　 　 （ ｆ（２）ｌ ）ｍ －１
＝ Ｐ（２）（ ｚｍ１

，ｚ０）（ ｆ（２）ｌ ） ０ ． （６８）
利用两相饱和介质与单相介质在界面处的连续条件可得

　 　 （ ｆ（１）ｌ ）ｍ２－１
＝ Ｐ（１）（ ｚｍ２－１，ｚｍ１

）Ｊ１２Ｐ（２）（ ｚｍ１
，ｚ０）（ ｆ（１）ｌ ） ０， （６９）

其中矩阵 Ｊ１２ 为

　 　 Ｊ１２ ＝

１ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ － １ ０ ０ ０
０ ０ ０ － １ － １ ０
０ ０ ０ ０ ０ １

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

． （７０）

定义矩阵 Ｊ１２ 为界面过渡传递矩阵，是 ４×６ 矩阵，它联系两相传递矩阵和单相传递矩阵．原
有的两相介质的 ６×６ 应力⁃位移传递矩阵通过过渡矩阵，能与单相介质的 ４×４ 应力⁃位移传递

矩阵结合．
对于 ＳＨ 波从两相到单相的传播，由于不管在两相和单相介质中都只有 ２ 个未知函数（单

相介质中是 ｕ（１）
ｙ 和 σ （１）

ｚｙ ，两相饱和介质中是 ｕ（２）
ｙ 和 σ （２）

ｚｙ ）， 所以两相和单相介质中的传递矩阵

都是 ２×２ 矩阵，故 ＳＨ 波从两相传到单相不需要过渡传递矩阵联系．

４　 波函数退化与传递的数值分析比较

在以下多层半空间波传播模型（图 １）的参数计算中，取 ３ 层两相饱和介质和 ３ 层单相介

质．各层的物理参数见表 １ 与表 ２．
表 １　 ３ 层两相饱和弹性层物理参数［２７］

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｒｅｅ ｌａｙｅｒｓ ｏｆ ｔｗｏ⁃ｐｈａｓｅ ｓａｔｕｒａｔｅｄ ｍｅｄｉａ［２７］

ｌａｙｅｒ １ ２ ３

ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｄ ／ ｍ ０．２５ ０．３５ ０．４０

ρ ｆ ／ （ｋｇ ／ ｍ３） １ ０００ １ ０００ １ ０００

ρ ｓ ／ （ｋｇ ／ ｍ３） ２ ２２０ ２ ２１６ ２ ２２１

ｎ ０．２４ ０．３２ ０．３５

λ ／ ＧＰａ ８．９３３ ３ ３．６６６ ７ ２．９３３ ３

μ ／ ＧＰａ ９．７ ６．２ ５．５

α ０．５７９ ２ ０．７８６ ９ ０．８１９ ７

Ｍ ／ ＧＰａ ８．４４８ ８ ６．３２０ ７ ５．７４５ ２

κ ／ （ｍ２ ／ ｓ） １０－９ ４×１０－９ ２×１０－９

ｍ ／ （ｋｇ ／ ｍ３） ８ ７５０ ５ ９３８ ５ ６３４

表 ２　 ３ 层单相弹性层物理参数

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｒｅｅ ｌａｙｅｒｓ ｏｆ ｓｉｎｇｌｅ⁃ｐｈａｓｅ ｍｅｄｉａ

ｌａｙｅｒ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｄ ／ ｍ ρ ／ （ｋｇ ／ ｍ３） λ ／ ＧＰａ μ ／ ＧＰａ

４ ０．２５ １ ７２０ ６．２ ９．２

５ ０．３５ １ ６５０ ５．１ ８．４

６ ０．４０ １ ７００ ５．０ ８．１

　 　 １） 多层两相饱和介质的反射和透射系数计算

如 Ｐ１ 波从入射层入射，计算中入射层采用表 １ 第 １ 列参数，透射层采用表 １ 第 ２ 列参数．
图 ２ 为垂直入射波在两相饱和介质自由界面传播的反射系数及相位．图 ３ 是斜入射波在两相

饱和介质自由界面传播的反射系数及相位．图 ４ 是斜入射波在两相饱和介质层界面的透射系

数及相位．这些计算与 Ｄｅｒｅｓｉｅｗｉｃｚ 等［２０］的结果吻合．

０７１ 两相饱和介质层与单相介质层应力⁃位移函数的传递与退化



对于波从底层入射的多层半空间两相饱和介质，其在自由界面传播的的反射系数计算结

果可见图 ５，这里没有透射波．

（ａ） Ｐ１ 波 （ｂ） Ｐ２ 波 （ｃ） Ｓ 波

（ａ） Ｐ１ ｗａｖｅ （ｂ） Ｐ２ ｗａｖｅ （ｃ） Ｓ ｗａｖｅ
图 ２　 垂直入射波在两相饱和弹性介质自由界面传播的反射系数绝对值及其相位

Ｆｉｇ．２　 Ａｂｓｏｌｕｔｅ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ａｎｄ ｐｈａｓｅ ｖａｌｕｅｓ ａｔ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ
ｐｏｒｏｅｌａｓｔｉｃ ｓａｔｕｒａｔｅｄ ｍｅｄｉａ ｉｎｄｕｃｅｄ ｂｙ ｎｏｒｍａｌ⁃ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ ｗａｖｅｓ

（ａ） Ｐ１ 波 （ｂ） Ｐ２ 波 （ｃ） Ｓ 波

（ａ） Ｐ１ ｗａｖｅ （ｂ） Ｐ２ ｗａｖｅ （ｃ） Ｓ ｗａｖｅ
图 ３　 斜入射波在两相饱和弹性介质自由界面传播的反射系数绝对值及其相位

Ｆｉｇ．３　 Ａｂｓｏｌｕｔｅ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ａｎｄ ｐｈａｓｅ ｖａｌｕｅｓ ａｔ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ
ｐｏｒｏｅｌａｓｔｉｃ ｓａｔｕｒａｔｅｄ ｍｅｄｉａ ｉｎｄｕｃｅｄ ｂｙ ｏｂｌｉｑｕｅ⁃ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ ｗａｖｅｓ
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（ａ） Ｐ１ 波 （ｂ） Ｐ２ 波 （ｃ） Ｓ 波

（ａ） Ｐ１ ｗａｖｅ （ｂ） Ｐ２ ｗａｖｅ （ｃ） Ｓ ｗａｖｅ
图 ４　 斜入射波在两相饱和介质层界面传播的透射系数绝对值及其相位

Ｆｉｇ．４　 Ａｂｓｏｌｕｔｅ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ａｎｄ ｐｈａｓｅ ｖａｌｕｅｓ ａｔ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｏｆ
ｐｏｒｏｅｌａｓｔｉｃ ｓａｔｕｒａｔｅｄ ｍｅｄｉａ ｉｎｄｕｃｅｄ ｂｙ ｏｂｌｉｑｕｅ⁃ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ ｗａｖｅｓ

（ａ） Ｐ１ 波 （ｂ） Ｐ２ 波 （ｃ） Ｓ 波

（ａ） Ｐ１ ｗａｖｅ （ｂ） Ｐ２ ｗａｖｅ （ｃ） Ｓ ｗａｖｅ
图 ５　 底层入射波在多层两相饱和介质自由界面传播的反射系数绝对值及其相位

Ｆｉｇ．５　 Ａｂｓｏｌｕｔｅ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ａｎｄ ｐｈａｓｅ ｖａｌｕｅｓ ａｔ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｐｏｒｏｅｌａｓｔｉｃ
ｍｕｌｔｉ⁃ｌａｙｅｒｅｄ ｓａｔｕｒａｔｅｄ ｍｅｄｉａ ｉｎｄｕｃｅｄ ｂｙ ｉｎｃｉｄｅｎｔ ｗａｖｅｓ ａｔ ｔｈｅ ｂｏｔｔｏｍ

（ａ） Ｐ 波 （ｂ） Ｓ 波

（ａ） Ｐ ｗａｖｅ （ｂ） Ｓ ｗａｖｅ
图 ６　 斜入射波在单相介质自由界面传播的反射系数绝对值及其相位

Ｆｉｇ．６　 Ａｂｓｏｌｕｔｅ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ａｎｄ ｐｈａｓｅ ｖａｌｕｅｓ ａｔ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ
ｅｌａｓｔｉｃ ｍｅｄｉａ ｉｎｄｕｃｅｄ ｂｙ ｏｂｌｉｑｕｅ⁃ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ ｗａｖｅｓ
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２） 退化成多层单相介质波传播的反射系数

取 ｗ（２）
ｚ ＝ ０，ｐ（２） ＝ ０；α ＝ ０，ρ ｆ ＝ ０；Ｍ ＝ ∞，γ ＝ ∞； 两相饱和介质传递矩阵能够退化为单相

介质传递矩阵．如果波从顶层入射，其参数采用表 ２ 第 ４ 层的结果，而透射层采用表 ２ 第 ５ 层

的结果．斜入射波在自由界面反射系数和相位的计算结果可如图 ６ 所示．而在层界面的反射系

数和相位的计算结果如图 ７ 所示．图 ８ 则为层界面的透射系数和相位的计算结果．

（ａ） Ｐ 波 （ｂ） Ｓ 波

（ａ） Ｐ ｗａｖｅ （ｂ） Ｓ ｗａｖｅ
图 ７　 斜入射波在单相介质层界面传播的反射系数绝对值及其相位

Ｆｉｇ．７　 Ａｂｓｏｌｕｔｅ ｐｈａｓｅ ｖａｌｕｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ａｔ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｏｆ
ｅｌａｓｔｉｃ ｍｅｄｉａ ｉｎｄｕｃｅｄ ｂｙ ｏｂｌｉｑｕｅ⁃ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ ｗａｖｅｓ

（ａ） Ｐ 波 （ｂ） Ｓ 波

（ａ） Ｐ ｗａｖｅ （ｂ） Ｓ ｗａｖｅ
图 ８　 斜入射波在单相介质层界面传播的透射系数绝对值及其相位

Ｆｉｇ．８　 Ａｂｓｏｌｕｔｅ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ａｎｄ ｐｈａｓｅ ｖａｌｕｅｓ ａｔ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｏｆ
ｅｌａｓｔｉｃ ｍｅｄｉａ ｉｎｄｕｃｅｄ ｂｙ ｏｂｌｉｑｕｅ⁃ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ ｗａｖｅｓ

图 ９ 与图 １０ 是从底层入射的多层单相介质自由界面波传播的反射系数绝对值与相位．图
９ 是斜入射的，图 １０ 是垂直入射的．

值得注意的是：图 ６～１０ 的结果分别都能和 Ｂｅｎ⁃Ｍｅｎａｈｅｍ ，Ｓｉｎｇｈ［９］ 以及陈运泰［１１］ 在多层
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地层震源机制中计算的结果吻合．

（ａ） Ｐ 波 （ｂ） Ｓ 波

（ａ） Ｐ ｗａｖｅ （ｂ） Ｓ ｗａｖｅ
图 ９　 斜入射波在单相多层介质中传播的反射系数绝对值及其相位

Ｆｉｇ．９　 Ａｂｓｏｌｕｔｅ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ａｎｄ ｐｈａｓｅ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ
ｅｌａｓｔｉｃ ｍｕｌｔｉ⁃ｌａｙｅｒｅｄ ｍｅｄｉａ ｉｎｄｕｃｅｄ ｂｙ ｏｂｌｉｑｕｅ⁃ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ ｗａｖｅｓ

（ａ） Ｐ 波 （ｂ） Ｓ 波

（ａ） Ｐ ｗａｖｅ （ｂ） Ｓ ｗａｖｅ
图 １０　 垂直入射波在单相多层介质中传播的反射系数绝对值及其相位

Ｆｉｇ．１０　 Ａｂｓｏｌｕｔｅ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ａｎｄ ｐｈａｓｅ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ
ｅｌａｓｔｉｃ ｍｕｌｔｉ⁃ｌａｙｅｒｅｄ ｍｅｄｉａ ｉｎｄｕｃｅｄ ｂｙ ｎｏｒｍａｌ⁃ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ ｗａｖｅｓ

３） 上表面与下表面都为流相介质层的两相饱和介质

图 １１ 为当上表面与下表面都是流相介质层时， 垂直入射波在两相饱和多层介质中传播

的反射系数与透射系数及其相位．从图中可以看到， 此结果与 Ｊｏｃｋｅｒ 等［２７］在 ２００４ 年为海上石

油勘探模型所做的计算结果完全一致．图 １２ 表示计算中传播参数关于土层厚度与频率的稳定
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性， 图中实线为不同渗透系数下数值计算稳定与不稳定的临界线， 虚线为相对应的慢波影响

曲线［２７］ ．

（ａ） 反射系数 （ｂ） 透射系数

（ａ） Ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ （ｂ） Ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ
图 １１　 垂直入射波在顶底面皆流相的两相饱和多层介质中传播的反射与透射系数绝对值及其相位

Ｆｉｇ．１１　 Ａｂｓｏｌｕｔｅ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ａｎｄ ｐｈａｓｅ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｌｕｉｄ⁃ｐｏｒｏｅｌａｓｔｉｃ⁃ｆｌｕｉｄ
ｍｕｌｔｉ⁃ｌａｙｅｒｅｄ ｓｔａｔｕｒａｔｅｄ ｍｅｄｉａ ｉｎｄｕｃｅｄ ｂｙ ｎｏｒｍａｌ⁃ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ ｗａｖｅｓ

图 １２　 Ｊｏｃｋｅｒ［２７］的稳定性分析图

Ｆｉｇ．１２　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｌｙ ｓｔａｂｌｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ Ｊｏｃｋｅｒ［２７］

４） 单相弹性介质与两相饱和介质层界面反射与透射

计算中透射的两相饱和介质层采用表 １ 第 １ 层的参数，单相入射层采用表 ２ 第 ４ 层的参

数．计算结果如图 １３ 与图 １４ 所示．图 １３ 是斜入射波从单相介质向两相饱和介质传播的反射系

数及其相位．图 １４ 是斜入射波从单相介质向两相饱和介质传播的透射系数及其相位．结果也

能与弹性介质纯力学分析方法结果互为引证．限于篇幅，此处从略．
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（ａ） Ｐ 波 （ｂ） Ｓ 波

（ａ） Ｐ ｗａｖｅ （ｂ） Ｓ ｗａｖｅ
图 １３　 斜入射波从单相介质向两相饱和介质传播的反射系数绝对值及其相位

Ｆｉｇ．１３　 Ａｂｓｏｌｕｔｅ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ａｎｄ ｐｈａｓｅ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｗａｖｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｆｒｏｍ ｓｉｎｇｌｅ⁃ｐｈａｓｅ
ｓａｔａｒａｔｅｄ ｍｅｄｉａ ｔｏ ｔｗｏ⁃ｐｈａｓｅ ｍｅｄｉａ ｉｎｄｕｃｅｄ ｂｙ ｏｂｌｉｑｕｅ⁃ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ ｗａｖｅｓ

（ａ） Ｐ１ 波 （ｂ） Ｐ２ 波 （ｃ） Ｓ 波

（ａ） Ｐ１ ｗａｖｅ （ｂ） Ｐ２ ｗａｖｅ （ｃ） Ｓ ｗａｖｅ
图 １４　 斜入射波从单相介质向两相饱和介质传播的透射系数绝对值及其相位

Ｆｉｇ．１４　 Ａｂｓｏｌｕｔｅ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ａｎｄ ｐｈａｓｅ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｗａｖｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｆｒｏｍ ｓｉｎｇｌｅ⁃ｐｈａｓｅ
ｍｅｄｉａ ｔｏ ｔｗｏ⁃ｐｈａｓｅ ｓａｔｕｒａｔｅｄ ｍｅｄｉａ ｉｎｄｕｃｅｄ ｂｙ ｏｂｌｉｑｕｅ⁃ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ ｗａｖｅｓ

５　 结　 　 论

１） 本文通过 Ｂｉｏｔ 两相饱和孔隙弹性介质的动力控制方程，利用快纵波、慢纵波解耦，求得

满足波传播运动学的一阶位移⁃应力微分方程组．该方程组及其解答退化后都能满足单相介质

的波位移⁃应力传播微分方程组．
２） 本文构建的两相饱和介质与单相介质界面过渡传递矩阵．使原有的两相介质的 ６×６ 位
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移⁃应力传递矩阵转化为 ４×６ 矩阵，能与单相介质的 ４×４ 位移⁃应力传递矩阵结合．

附　 　 录

入射波在两相饱和介质的 ｘＯｚ 平面，固相骨架位移、固流合成位移，介质有效应力及孔隙压力见式（２６），
其本构关系是

　 　 σ （２）
ｘｘ ＝ λ （２） ∂ｕ（２）

ｘ

∂ｘ
＋

∂ｕ（２）
ｚ

∂ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ２ μ （２） ∂ｕ（２）

ｘ

∂ｘ
－ αｐ（２） ， （Ａ１ａ）

　 　 σ （２）
ｚｘ ＝ μ （２） ∂ｕ（２）

ｘ

∂ｚ
＋

∂ｕ（２）
ｚ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （Ａ１ｂ）

　 　 σ （２）
ｚｚ ＝ λ （２） ∂ｕ（２）

ｘ

∂ｘ
＋

∂ｕ（２）
ｚ

∂ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ２ μ （２） ∂ｕ（２）

ｚ

∂ｚ
－ αｐ（２） ． （Ａ１ｃ）

连续条件是

　 　 θ ＝ αｕｊ， ｊｉ ＋ ｐ（２） ／ Ｍ， （Ａ２ａ）

　 　 ｐ（２） ＝ － αＭｕ（２）
ｊ， ｊｉ － Ｍｗ（２）

ｊ， ｊｉ ＝ － αＭ
∂ｕ（２）

ｘ

∂ｘ
＋

∂ｕ（２）
ｚ

∂ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｍ

∂ｗ（２）
ｘ

∂ｘ
＋

∂ｗ（２）
ｚ

∂ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （Ａ２ｂ）

动力平衡方程有以下等式：

　 　
∂σ ｘｘ

∂ｘ
＋

∂σ ｚｘ

∂ｚ
＝ － ω２（ρ （２） ｕ（２）

ｘ ＋ ρ ｆｗ（２）
ｘ ）， （Ａ３ａ）

　 　
∂σ ｚｘ

∂ｘ
＋

∂σ ｚｚ

∂ｚ
＝ － ω２（ρ （２） ｕ（２）

ｚ ＋ ρ ｆｗ（２）
ｚ ） ． （Ａ３ｂ）

由 Ｄａｒｃｙ 定律可得

　 　 ｉωｗ（２）
ｘ ＝ κ（ρ ｆω２ｕ（２）

ｘ ＋ ｍ′ω２ｗ（２）
ｘ － ∂ｐ（２） ／ ∂ｘ）， （Ａ４ａ）

　 　 ｉωｗ（２）
ｚ ＝ κ（ρ ｆω２ｕ（２）

ｚ ＋ ｍ′ω２ｗ（２）
ｚ － ∂ｐ（２） ／ ∂ｚ） ． （Ａ４ｂ）

这样，就能得到

　 　 σ （２）
ｘｘ ＝ λ （２）（ － ｉＫｆ （２）

６ ＋ ｆ ′（２）１ ） － ２ μ （２） ｉＫｆ （２）
６ － αｆ （２）

５ ， （Ａ５ａ）
　 　 ｆ ′（２）６ ＝ ｉＫｆ （２）

１ － ｆ （２）
３ ／ μ （２） ， （Ａ５ｂ）

　 　 ｆ ′１ ＝ λ （２） ｉＫ
λ （２） ＋ ２ μ （２） ｆ （２）

６ ＋ α － １
λ （２） ＋ ２ μ （２） ｆ （２）

５ － １
λ （２） ＋ ２ μ （２） ｆ （２）

４ ． （Ａ５ｃ）

再由式（Ａ２）和式（Ａ３）可得

　 　 ｆ （２）
５ ＝ － αＭ（ － ｉＫｆ （２）

６ ＋ ｆ ′（２）１ ） － Ｍ（ ｆ ′（２）２ － ｆ ′（２）１ ＋ ∂ｗｘ ／ ∂ｘ）， （Ａ６）
　 　 λ （２）（ － Ｋ２ ｆ （２）

６ － ｉＫｆ ′（２）１ ） － ２ μ （２）Ｋ２ ｆ （２）
６ ＋ ｉＫαｆ （２）

５ － ｆ ′（２）３ ＝ － ω２（ρ （２） ｆ （２）
６ ＋ ρ ｆｗ（２）

ｘ ）， （Ａ７ａ）
　 　 ｉＫｆ （２）

３ － ｆ ′（２）４ － ｆ ′（２）５ ＝ － ω２（ρ （２） ｆ （２）
１ ＋ ρ ｆ ｆ （２）

２ － ρ ｆ ｆ （２）
１ ） ． （Ａ７ｂ）

另外由式（Ａ４）得出

　 　 ｉωｗ（２）
ｘ ＝ － κ（ － ｉＫｆ （２）

５ － ρ ｆω２ ｆ （２）
６ － ｍ′ω２ｗ（２）

ｘ ）， （Ａ８ａ）
　 　 ｉωｆ （２）

３ ＝ － κ（ ｆ ′（２）５ － ρ ｆω２ ｆ （２）
１ － ｍ′ω２ ｆ （２）

２ ） ． （Ａ８ｂ）
由于 γ ＝ （κｍ′ω － ｉ） ／ （κω）， 由式（Ａ８ａ）可得

　 　 ｗ（２）
ｘ ＝ － （ｉＫ ／ γω２） ｆ （２）

５ － （ρ ｆ ／ γ） ｆ （２）
６ ． （Ａ９）

将式（Ａ９）代入到式（Ａ６）与式（Ａ７ａ）并结合式（Ａ５ｃ），可有

　 　 ｆ ′２ ＝ λ （２） ＋ ２ μ （２）α
λ （２） ＋ ２ μ （２） －

ρ ｆ

γ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｉＫｆ （２）

６ ＋ ＭＫ２ － γω２

γω２Ｍ
－ （１ － α） ２

λ （２） ＋ ２ μ （２）
é
ë
êê

ù
û
úú ｆ （２）

５ ＋ α － １
λ （２） ＋ ２ μ （２） ｆ （２）

４ ，

（Ａ１０ａ）

　 　 ｆ ′３ ＝ ρ （２） －
ρ２

ｆ

γ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ω２ － ４λ （２） μ （２） ＋ ４μ （２）２

λ （２） ＋ ２ μ （２） Ｋ２é

ë
êê

ù

û
úú ｆ （２）

６ ＋
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　 　 　 　 λ （２） ＋ ２ μ （２）α
λ （２） ＋ ２ μ （２） －

ρ ｆ

γ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｉＫｆ （２）

５ ＋ λ （２） ｉＫ
λ （２） ＋ ２ μ （２） ｆ （２）

４ ． （Ａ１０ｂ）

再由式（Ａ８ｂ）解得

　 　 ｆ ′５ ＝ （ρ ｆ － γ）ω２ ｆ （２）
１ ＋ γω２ ｆ （２）

２ ． （Ａ１１）
将式（Ａ１１）代入式（Ａ７ｂ），得

　 　 ｆ ′４ ＝ （ρ （２） ＋ γ － ２ρ ｆ）ω２ ｆ （２）
１ ＋ （ρ ｆ － γ）ω２ ｆ （２）

２ ＋ ｉＫｆ （２）
３ ． （Ａ１２）

至此已得一阶微分方程的矩阵形式（２７）．
对 ｘＯｙ 平面 ＳＨ 波，ｙ 向固相骨架位移及有效应力已示于式（３８）．同样由本构关系有

　 　 σ （２）
ｙｘ ＝ μ （２） ∂ｕｙ ／ ∂ｘ， （Ａ１３ａ）

　 　 σ （２）
ｙｚ ＝ μ （２） ∂ｕｙ ／ ∂ｚ ． （Ａ１３ｂ）

由动力平衡条件可得

　 　
∂σ （２）

ｙｘ

∂ｘ
＋

∂σ （２）
ｙｚ

∂ｚ
＝ － ω２（ρ （２） ｕ（２）

ｙ ＋ ρ ｆｗ（２）
ｙ ）， （Ａ１４）

这里 ｗ（２）
ｙ 是流相介质 ｙ 向位移，可设 ｗ（２）

ｙ ＝ ｆ （２）
９ ｅ － ｉＫｘ ．由（Ａ２ａ），（Ａ２ｂ）式及 Ｄａｒｃｙ 定律有

　 　 ｉωｗ（２）
ｙ ＝ κω２（ρ ｆｕ（２）

ｙ ＋ ｍ′ｗ（２）
ｙ ） ． （Ａ１５）

而由式（Ａ１３ｂ）和式（Ａ１４）及式（Ａ１５）可得

　 　 ｆ ′（２）７ ＝ ｆ （２）
８ ／ μ （２） ， （Ａ１６）

　 　 ｆ ′（２）８ ＝ （μ （２）Ｋ２ － ρ （２）ω２） ｆ （２）
７ － ρ ｆω２ ｆ （２）

９ ， （Ａ１７）
　 　 ｉωｆ （２）

９ ＝ κω２（ρ ｆ ｆ （２）
７ ＋ ｍ′ｆ （２）

９ ） ． （Ａ１８）
由式（Ａ１８）可得中介函数 ｆ （２）

９ ｅ － ｉＫｘ：
　 　 ｆ （２）

９ ＝ ［ － ρ ｆκω ／ （ － ｉ ＋ ｍ′κω）］ ｆ （２）
７ ＝ － ρ ｆ ／ γｆ （２）

７ ． （Ａ１９）
将式（Ａ１９）代入式（Ａ１７）得

　 　 ｆ ′（２）８ ＝ ［μ （２）Ｋ２ － （ρ （２） － ρ２
ｆ ／ γ）ω２］ ｆ （２）

７ ． （Ａ２０）
至此，可将式（Ａ１６）和式（Ａ２０）写成一阶微分方程的矩阵形式．
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０８１ 两相饱和介质层与单相介质层应力⁃位移函数的传递与退化


