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摘要：　 研究均匀各向同性黏弹性屈曲梁受基座简谐运动激励的横向非线性振动．在简支边界条件

和强外激励的作用下，基于二阶 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法截断导出的数学模型，用多尺度法分析了存在 １∶ ２ 内

共振时的主共振，由可解性条件导出稳态响应．发现幅频响应曲线存在多种跳跃现象．考察了各系

数尤其是轴向压力对幅频响应曲线的影响．
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引　 　 言

梁作为一类细长杆件广泛存在于机械、建筑等工程中．当梁受到轴向压力超过一定值时会

发生屈曲．梁在屈曲情况下的振动问题是一个值得研究的问题．
屈曲梁的振动及其相关问题已经有大量近似解析研究．周哲玮运用摄动法求解了屈曲梁

在大挠度下的弹性曲线和分岔解［１］ ．李庆明考察了动态屈曲的模态［２］ ．Ａｂｏｕ⁃Ｒａｙａｎ， Ｎａｙｆｅｈ 和

Ｍｏｏｋ 等研究了屈曲梁参激振动下共振时的分岔行为［３］ ．张年梅和杨桂通研究了受横向周期载

荷作用的屈曲梁由于三次非线性项所产生的分岔现象［４］ ．Ｅｍａｎ 和 Ｎａｙｆｅｈ 运用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 截断和

多尺度的方法分别研究了屈曲梁存在 １ ∶ １ 内共振和 ３ ∶ １ 内共振时的主共振［５］ ．朱媛媛、胡育佳

和程昌钧建立了任意变截面 Ｅｕｌｅｒ 梁⁃柱子结构的三维非线性模型，并且分析了一端完全固支

一端部分固支的受轴力作用的 Ｅｕｌｅｒ 梁的非线性稳定性和后屈曲［６］ ．Ｌｅｓｔａｒｉ 和 Ｈａｎａｇｕｄ 研究了

不同边界条件下屈曲梁的固有频率，并用线性模态法和 Ｊａｃｏｂｉ 椭圆函数确定了梁的固有频率，
发现了不同转动限制下梁的解析解是存在的［７］ ．本文作者研究过在考虑 １ ∶ ２ 内共振条件下，屈
曲梁受到弱基础激励的主共振响应问题［８］ ．本文分析强受迫振动的情形，弱受迫振动与强受迫

振动的幅频特性曲线呈现完全不同的跳跃现象．
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１　 动力学方程和多尺度分析

梁两端铰支，在支承两端受到一对轴向压力 Ｐ 的作用发生屈曲，并受到由基座带来的强

横向简谐激励作用．梁的横向振动位移由屈曲位形和外激励产生的位移两部分组成，即
　 　 ｗ－ （ｘ－，ｔ） ＝ ｂϕｎ（ｘ

－） ＋ ｖ－（ｘ－，ｔ）， （１）
ｂ 与轴向压力 Ｐ 和梁发生第 ｎ 阶屈曲时的临界压力有关，如下式：

　 　 ｂ２ ＝ ２ｌ（Ｐ － Ｐｎ） ＥＡ∫ｌ
０

ｄϕｎ

ｄｘ－
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｘ－æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２）

Ｐｎ 是梁第 ｎ 阶屈曲时的临界压力，ϕｎ（ｘ
－） 是梁第 ｎ 阶的屈曲模态，ｌ 为梁长，Ｅ 和 Ａ 分别为梁的

弹性模量和截面积．
基于对其弱受迫振动的分析［８］，简支梁控制方程两阶 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 截断的无量纲形式为

　 　
ｑ１ ＋ η－α１ｑ１ ＋ ω１ｑ１ ＝ － α２ｑ２

１ － α３ｑ２
２ － α４ｑ３

１ － α５ｑ１ｑ２
２ ＋ Ｆｓｉｎ（Ωｔ），

ｑ２ ＋ η－β１ｑ２ ＋ ω２ｑ２ ＝ － β２ｑ１ｑ２ － β３ｑ３
２ － β４ｑ２

１ｑ２，
{ （３）

其中 Ｆ 为外激励幅值项，Ω 为外激励的频率，其他系数如下：

　 　
α１ ＝ Ｉπ４

ｍｌ４
， α２ ＝ ３ＥＡｂπ４

４ｍｌ４
， α３ ＝ ＥＡｂπ４

ｍｌ４
， α４ ＝ ＥＡπ４

４ｍｌ３
， α５ ＝ ＥＡπ４

ｍｌ３
，

β１ ＝ １６Ｉπ４

ｍｌ４
， β２ ＝ ２ＥＡｂπ４

ｍｌ４
， β３ ＝ ４ＥＡπ４

ｍｌ３
， β４ ＝ ＥＡπ４

ｍｌ３
，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（４）

ｍ 为梁单位长度质量，Ｉ 和 η－ 分别为梁截面惯性矩和黏弹性系数．线性固有频率 ω１ 和 ω２ 为

　 　 ω１ ＝ Ａｂ２π４Ｅ
２ｌ５ｍ

， ω２ ＝ １２Ｉπ４Ｅ
ｌ４ｍ

． （５）

对方程组（３）进行近似解析分析，用多尺度方法寻求如下形式的两阶展开式［９］：
　 　 ｑｎ（ ｔ，ε） ＝ εｑｎ１（Ｔ０，Ｔ１） ＋ ε２ｑｎ２（Ｔ０，Ｔ１） ＋ …， （６）

其中 ｎ ＝ １，２；ε是无量纲的小参数，时间快慢尺度为 Ｔ０ ＝ ｔ和 Ｔ１ ＝ εｔ ．设 η ＝ εη－ ．弱受迫振动有

Ｆ ＝ ε２ ｆ ［８］，而在现在研究的强受迫振动中，设 Ｆ ＝ ε ｆ ．将式（６） 代入到式（３），并使 ε 的同次幂

相等，得到

　 　 Ｄ２
０ｑ１１ ＋ ω２

１ｑ１１ ＝ ｆｓｉｎ（ΩＴ０）， Ｄ２
０ｑ２１ ＋ ω２

２ｑ２１ ＝ ０， （７）

　 　
Ｄ２

０ｑ１２ ＋ ω２
１ｑ１２ ＝ － ηα１Ｄ０ｑ１１ － ２Ｄ０Ｄ１ｑ１１ － α２ｑ２

１１ － α３ｑ２
２１，

Ｄ２
０ｑ２２ ＋ ω２

２ｑ２２ ＝ － ηβ１Ｄ０ｑ２１ － ２Ｄ０Ｄ１ｑ２１ － β２ｑ１１ｑ２１，
{ （８）

其中　 　 Ｄ０ ＝ ∂ ／ ∂Ｔ０， Ｄ１ ＝ ∂ ／ ∂Ｔ１ ．
非齐次微分方程（７）的解为

　 　 ｑ１１ ＝ Ａ１（Ｔ１）ｅｉω１Ｔ０ ＋ ｆΛｅｉΩＴ０ ＋ ｃｃ， ｑ２１ ＝ Ａ２（Ｔ１）ｅｉω２Ｔ０ ＋ ｃｃ， （９）
其中 ｃｃ 代表前面所有项的共轭， Λ ＝ １ ／ ２ｉ（ω２

１ － Ω２） ．将式（９）代入到式（８），化简得到

　 　

Ｄ２
０ｑ１２ ＋ ω２

１ｑ１２ ＝ － ２ｉω１Ａ１ｅｉω１Ｔ０ － ｉω１ηα１Ａ１ｅｉω１Ｔ０ － α２（Ａ２
１ｅ２ｉω１Ｔ０ ＋ Ａ１Ａ

－

１） －

　 　 α３（Ａ２
２ｅ２ｉω２Ｔ０ ＋ Ａ２Ａ

－

２） － ｉΩ ｆηα１ΛｅｉΩＴ０ ＋ ｃｃ ＋ ＮＳＴ，

Ｄ２
０ｑ２２ ＋ ω２

２ｑ２２ ＝ － ２ｉω２Ａ２ｅｉω２Ｔ０ － ｉω２ηβ１Ａ２ｅｉω２Ｔ０ －

　 　 β２（Ａ１Ａ２ｅｉ（ω１＋ω２）Ｔ０ ＋ Ａ１Ａ
－

２ｅｉ（ω１－ω２）Ｔ０） ＋ ｃｃ ＋ ＮＳＴ，
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（１０）
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式中 Ａ
－

ｎ 即为 Ａｎ 的共轭项，ＮＳＴ 代表不会给解带来长期项的所有项．

２　 稳 态 响 应

研究存在内共振条件下，弱受迫屈曲梁发生一阶主共振的振动特性，引入两个解谐参数

σ１ 和 σ２，分别表示 ２ω２ 接近 ω１ 的程度和 Ω 接近 ω１ 的程度［１０］，即
　 　 ω１ ＝ ２ω２ ＋ εσ１， Ω ＝ ω１ ＋ εσ２ ． （１１）

将式（１１）代入到式（１０），提取 ｅｉω１Ｔ０ 和 ｅｉω２Ｔ０ 的系数并令其等于 ０，得到可解性条件

　 　
２ｉω１Ａ１ ＋ ｉω１ηα１Ａ１ ＋ ｉ（ω１ ＋ εσ２）α１η ｆΛ ＋ α３Ａ２

２ｅ
－ ｉσ１Ｔ１ ＝ ０，

２ｉω２Ａ２ ＋ ｉω２ηβ１Ａ２ ＋ β２Ａ１Ａ
－

２ｅｉσ１Ｔ１ ＋ β２ ｆＡ
－

２Λｅｉ（σ１＋σ２）Ｔ１ ＝ ０ ．{ （１２）

将 Ａ１，Ａ２ 写作极坐标形式

　 　 Ａ１ ＝ １
２

ａ１ｅｉθ１， Ａ２ ＝ １
２

ａ２ｅｉθ２， （１３）

其中 ａ１， ａ２， θ１ 和 θ２ 均为 Ｔ１ 的函数．
将式（１３）代入式（１２）中，并分离实部虚部，得到平均化方程组．对应稳态响应的不动点满

足方程组：

　 　

０ ＝ － ａ２
２ΓＲ

１ ｃｏｓ γ１ － ａ２
２ΓＩ

１ｓｉｎ γ１ － ｆΓＲ
２ ｃｏｓ γ２ ＋ ｆΓＩ

２ｓｉｎ γ２ － １
２

ηα１ａ１，

０ ＝ － ａ１ａ２ΓＲ
３ ｃｏｓ γ１ ＋ ａ１ａ２ΓＩ

３ｓｉｎ γ１ － ａ２ΓＲ
４（ｃｏｓ γ１ｃｏｓ γ２ － ｓｉｎ γ１ｓｉｎ γ２） －

　 　 １
２

ηβ１ａ２ ＋ ａ２ΓＩ
４（ｃｏｓ γ１ｓｉｎ γ２ ＋ ｓｉｎ γ１ｃｏｓ γ２），

０ ＝ σ１ ＋ １
ａ１

（ａ２
２ΓＲ

１ ｓｉｎ γ１ － ａ２
２ΓＩ

１ｃｏｓ γ１ － ｆΓＲ
２ ｓｉｎ γ２ － ｆΓＩ

２ｃｏｓ γ２） ＋

　 　 ２［ａ１ΓＲ
３ ｓｉｎ γ１ ＋ ａ１ａ２ΓＩ

３ｃｏｓ γ１ ＋ ΓＲ
４（ｃｏｓ γ１ｓｉｎ γ２ ＋ ｓｉｎ γ１ｃｏｓ γ２） ＋

　 　 ΓＩ
４（ｃｏｓ γ１ｃｏｓ γ２ ＋ ｓｉｎ γ１ｓｉｎ γ２）］，

０ ＝ σ２ － １
ａ１

（ａ２
２ΓＲ

１ ｓｉｎ γ１ － ａ２
２ΓＩ

１ｃｏｓ γ１ － ｆΓＲ
２ ｓｉｎ γ２ － ｆΓＩ

２ｃｏｓ γ２），
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ï
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（１４）

其中上标 Ｒ 表示实数部分，上标 Ｉ 表示虚数部分，且

　 　
γ１ ＝ σ１Ｔ１ － θ１ － ２θ２， γ２ ＝ σ２Ｔ１ － θ１，

Γ１ ＝
α３

４ｉω１
， Γ２ ＝

（ω１ ＋ εσ２）ηα１Λ
ω１

， Γ３ ＝
β２

４ｉω２
， Γ４ ＝

β２ ｆΛ
２ｉω２

．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１５）

通过对平均化方程组在不动点线性化系统的分析可以判断稳态响应的稳定性．

３　 数 值 例 子

下面用数值算例来讨论各参数对轴向受迫振动屈曲梁振幅的影响．取 ２ ｍ 长钢梁，截面规

格 ０．０４×０．０２ ｍ２，密度 ７ ８５０ ｋｇ ／ ｍ３ ．假定内共振完全协调 σ１ ＝ ０，以一阶主共振的解谐参数 σ２

为控制参数，绘制频率响应曲线，分别研究黏弹性系数 η、外激励幅值 ｆ 对共振响应的影响．稳
定响应曲线用实线表示；不稳定的响应曲线用虚线表示．
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若给定 ｆ ＝ ０．１，图 １ 给出了不同黏弹性系数（η ＝ ０．０１， η ＝ ０．０３，η ＝ ０．０５） 对前两阶模态

的主共振频率响应曲线的影响．可见，黏弹性系数对接近完全共振时响应的影响不大．但在不

完全共振时，随着黏弹性系数的增大，跳跃现象的范围变小，且幅值同时减小．
若给定 η ＝ ０．００１，图 ２给出了外激励幅值（ ｆ ＝ ０．０１， ｆ ＝ ０．０２， ｆ ＝ ０．０３） 对前两阶模态的主

共振频率响应曲线的影响．由图 ２ 可知，较大的激励幅值能增大响应的幅值，同时扩大共振频

率的带宽．

（ａ） 第一阶模态 （ｂ） 第二阶模态

（ａ） Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｍｏｄｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｍｏｄｅ

图 １　 黏弹性系数对前两阶模态的主共振频率响应曲线的影响

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｃｈａｎｇｉｎｇ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｎ ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ

（ａ） 第一阶模态 （ｂ） 第二阶模态

（ａ） Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｍｏｄｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｍｏｄｅ

图 ２　 不同外激励幅值对前两阶模态的主共振频率响应曲线的影响

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｃｈａｎｇｉｎｇ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｏｎ ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ
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图 ３　 轴向压力的变化对第一阶模态的影响

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｃｈａｎｇｉｎｇ ａｘｉａｌ ｆｏｒｃｅ ｏｎ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｍｏｄｅ

由图 ３ 中曲线的变化可以看出，随着 ｂ的增大（轴向压力 Ｐ的增大），幅频响应曲线左半段

曲线逐渐降低，并且过了临界值（ｂ ＝ ０．０８０ ００５） 之后，曲线逐渐与右半段分离并且消失；曲线

右半段逐渐升高，在过临界值（ｂ ＝ ０．０８０ ００５） 之前，曲线逐渐完全至与左半段相连．
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图 ４　 轴向压力的变化对第二阶模态的影响

Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｃｈａｎｇｉｎｇ ａｘｉａｌ ｆｏｒｃｅ ｏｎ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｍｏｄｅ

由图 ４ 中曲线的变化可以看出，随着 ｂ的增大（轴向压力 Ｐ的增大），幅频响应曲线左半段

曲线逐渐降低，并且过了临界值（ｂ ＝ ０．０８０ ００５） 之后，曲线大幅向左偏移；曲线右半段逐渐升

高，在过临界值（ｂ ＝ ０．０８０ ００５） 之前，曲线大幅向右偏移．

４　 结　 　 论

本文研究了轴向受力黏弹性屈曲梁非线性强受迫振动．基于二级 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 截断，应用多尺

度法确定了黏弹性梁的内⁃外共振共存时的稳态响应，得到了幅频响应曲线．通过数值计算，发
现了在 １ ∶ ２ 内共振下，主共振的稳态响应出现的各种跳跃现象，并考察了黏弹性系数、外激励

幅值和轴向压力对跳跃现象的影响．
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