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摘要：　 提出了一类新的向量值映射——— Ｄ⁃η⁃ 半预不变凸映射，它是 Ｄ⁃ 预不变凸映射的真推广．
首先，用例子说明了 Ｄ⁃η⁃ 半预不变凸映射的存在性，并说明其区别于 Ｄ⁃η⁃ 半严格半预不变凸映

射；然后，给出了 Ｄ⁃η⁃ 半预不变凸映射的判定定理，并建立了 Ｄ⁃η⁃ 半预不变凸映射与 Ｄ⁃η⁃ 严格 ／
半严格半预不变凸映射间的关系；最后，讨论了 Ｄ⁃η⁃半严格半预不变凸映射在优化问题中的应用，
并举例验证了所得结论的正确性．
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引　 　 言

凸性和广义凸性在数理经济、管理科学和最优化理论中起着非常重要的作用，有关凸性和

广义凸性的研究是数学规划最重要的方向之一． Ｈａｎｓｏｎ［１］ 在 １９８１ 年给出了一类广义凸函

数———不变凸函数，它是凸函数的推广．其后，大量文献借助于这类函数讨论了一些数学规划

问题的最优性结果．Ｂｅｎ⁃Ｉｓｒａｅｌ 和 Ｍｏｎｄ［２］ 考虑了一类非可微函数，Ｗｅｉｒ 和 Ｊｅｙａｋｕｍａｒ［３］ 将其称

为预不变凸函数．Ｙａｎｇ 和 Ｌｉ［４］在条件 Ｃ 下讨论了预不变凸函数的一些性质．Ｙａｎｇ 和 Ｌｉ［５］ 给出

了严格预不变凸函数、半严格预不变凸函数的概念，并讨论了其与预不变凸函数之间的相互关

系．１９９２ 年，Ｙａｎｇ 和 Ｃｈｅｎ［６］提出了半预不变凸函数的概念，这类函数可看作预不变凸函数的

真推广．Ｐｅｎｇ 和 Ｃｈａｎｇ［７］在已有文献基础上提出了 Ｇ⁃ 半预不变凸函数的概念，它统一了 Ｇ⁃ 预
不变凸函数［８］与半预不变凸函数，并讨论了 Ｇ⁃ 半预不变凸函数的性质及其重要刻画．Ｋａｚｍｉ［９］

提出了向量值情形下的 Ｄ⁃ 预不变凸映射的重要概念．Ｐｅｎｇ 和 Ｚｈｕ［１０］ 给出了 Ｄ⁃ 预不变凸映射

的一些性质，并讨论了 Ｄ⁃ 预不变凸性、 Ｄ⁃ 严格预不变凸性和 Ｄ⁃ 半严格预不变凸性之间的关

系．之后，一些文献（如文献［１１⁃１３］）继续对向量值广义凸映射进行了研究．
受文献［６⁃７，１０］的启发，本文提出了一类新的向量值广义凸映射——— Ｄ⁃η⁃ 半预不变凸映
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射，它是 Ｄ⁃预不变凸映射［１０］的真推广．首先，用例子说明了 Ｄ⁃η⁃半预不变凸映射的存在性，并
举例说明了它区别于 Ｄ⁃η⁃ 半严格半预不变凸映射；然后，给出了 Ｄ⁃η⁃ 半预不变凸映射的判定

定理，并建立了 Ｄ⁃η⁃半预不变凸映射与 Ｄ⁃η⁃严格半预不变凸映射、 Ｄ⁃η⁃半严格半预不变凸映

射间的关系；最后，讨论了 Ｄ⁃η⁃ 半严格半预不变凸映射在一类隐约束向量优化问题中的应用，
并举例验证了所得结论的正确性．本文结果是文献［６⁃７，１０⁃１３］中相应结果的推广．

１　 定义及其例子

本文均假定 Ｘ，Ｙ 是实局部凸拓扑线性空间，Ｋ 是 Ｘ 中给定的任意非空子集，Ｄ 是 Ｙ 中的非

空尖闭凸锥， ｆ：Ｋ → Ｙ 是向量值映射．Ｄ 的对偶锥 Ｄ∗ 定义为

　 　 Ｄ∗ ＝ { ｆ ∈ Ｙ∗： ｆ（ｙ） ≥ ０，∀ｙ ∈ Ｄ } ．
为了后面讨论的需要，先给出几个定义．
定义 １　 称集合 Ｋ是 Ｘ中的半不变凸集，若存在向量值映射 η：Ｘ × Ｘ × ［０，１］ → Ｘ（当 ｘ≠

ｙ 时，η ≠ ０），使得 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｋ，∀α ∈ ［０，１］，λ ∈ ［０，１］，有 ｙ ＋ αη（ｘ，ｙ，λ） ∈ Ｋ ．
定义 ２　 设 Ｋ 是 Ｘ 中关于 η：Ｘ × Ｘ × ［０，１］ → Ｘ 的半不变凸集．称向量值映射 ｆ：Ｋ → Ｙ 在

Ｋ 上（关于 η） 是 Ｄ⁃η⁃ 半预不变凸的，如果对任意的 ｘ，ｙ ∈ Ｋ，α ∈ ［０，１］，λ ∈ ［０，１］， 有

　 　 ｆ（ｙ ＋ αη（ｘ，ｙ，λ）） ∈ αｆ（ｘ） ＋ （１ － α） ｆ（ｙ） － Ｄ ．
定义 ３　 设 Ｋ 是 Ｘ 中关于 η：Ｘ × Ｘ × ［０，１］ → Ｘ 的半不变凸集．称向量值映射 ｆ：Ｋ → Ｙ 在

Ｋ 上（关于 η） 是 Ｄ⁃η⁃半严格半预不变凸的，如果对任意的 ｘ，ｙ∈ Ｋ，ｆ（ｘ） ≠ ｆ（ｙ），α ∈（０，１），
λ ∈ ［０，１］， 有

　 　 ｆ（ｙ ＋ αη（ｘ，ｙ，λ）） ∈ αｆ（ｘ） ＋ （１ － α） ｆ（ｙ） － ｉｎｔ Ｄ ．
定义 ４　 设 Ｋ 是 Ｘ 中关于 η：Ｘ × Ｘ × ［０，１］ → Ｘ 的半不变凸集．称向量值映射 ｆ：Ｋ → Ｙ 在

Ｋ 上（关于 η） 是 Ｄ⁃η⁃严格半预不变凸的，如果对任意的 ｘ，ｙ ∈ Ｋ，ｘ ≠ ｙ，α ∈ （０，１），λ ∈ ［０，
１］， 有

　 　 ｆ（ｙ ＋ αη（ｘ，ｙ，λ）） ∈ αｆ（ｘ） ＋ （１ － α） ｆ（ｙ） － ｉｎｔ Ｄ ．

注 １　 显然，当 η（ｘ，ｙ，λ） ＝ η（ｘ，ｙ）（即 η 与 λ 无关） 时，Ｄ⁃η⁃ 半预不变凸映射就退化为 Ｄ⁃ 预不变凸映

射［１０］ ，所以 Ｄ⁃η⁃ 半预不变凸映射是 Ｄ⁃ 预不变凸映射的真推广．

下面通过例子来说明向量值 Ｄ⁃η⁃ 半预不变凸映射是大量存在的．
例 １　 令 Ｄ ＝ { （ｘ，ｙ） ｘ ≥ ０，ｙ ≥ ０ } ， ｆ（ｘ） ＝ （ ｆ１（ｘ）， ｆ２（ｘ）），

其中

　 　 ｆ１（ｘ） ＝ － ２ ｘ ， ｆ２（ｘ） ＝ － ４ ｘ ，

　 　 η（ｘ，ｙ，λ） ＝

ｘ － ｙ ＋ λ， ｘ ≥ ０， ｙ ≥ ０；
ｘ － ｙ － λ， ｘ ≤ ０， ｙ ≤ ０；
ｙ － ｘ ＋ λ， ｘ ≤ ０， ｙ ≥ ０；
ｙ － ｘ － λ， ｘ ≥ ０， ｙ ≤ ０ ．
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容易验证 Ｋ ＝Ｒ是一个半不变凸集， 且根据定义 ２， 显然可以验证 ｆ是Ｋ上的Ｄ⁃η⁃半预不变凸

映射．
下面的例子说明 Ｄ⁃η⁃半严格半预不变凸映射可能既不是关于同一 η 的 Ｄ⁃η⁃半预不变凸

映射也不是关于同一 η 的 Ｄ⁃η⁃ 严格半预不变凸映射．
例 ２　 令 Ｄ ＝ { （ｘ，ｙ） ｘ ≥ ０，ｙ ≥ ０ } ， ｆ（ｘ） ＝ （ ｆ１（ｘ）， ｆ２（ｘ）），
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其中

　 　 ｆ１（ｘ） ＝
－ ｘ ， ｘ ≤ １；
－ １， ｘ ≥ １，{

　 　 ｆ２（ｘ） ＝
－ ３ ｘ ， ｘ ≤ １；
－ ３， ｘ ≥ １，{

　 　 η（ｘ，ｙ，λ） ＝

ｘ － ｙ ＋ λ， ｘ ≥ ０， ｙ ≥ ０；
ｘ － ｙ － λ， ｘ ≤ ０， ｙ ≤ ０；
ｘ － ｙ ＋ λ， ｘ ＞ １， ｙ ＜ － １；
ｘ － ｙ － λ， ｘ ＜ － １， ｙ ＞ １；
ｙ － ｘ ＋ λ， － １ ≤ ｘ ≤ ０， ｙ ≥ ０；
ｙ － ｘ － λ， － １ ≤ ｙ ≤ ０， ｘ ≥ ０；
ｙ － ｘ － λ， ０ ≤ ｘ ≤ １， ｙ ≤ ０；
ｙ － ｘ ＋ λ， ０ ≤ ｙ ≤ １， ｘ ≤ ０ ．
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容易验证 Ｋ ＝Ｒ是一个半不变凸集，由定义 ３ 不难验证 ｆ是Ｋ上的Ｄ⁃η⁃半严格半预不变凸

映射．然而，当取 ｘ ＝ ３，ｙ ＝ － ３，α ＝ １ ／ ２，λ ＝ １ ／ ２ 时，有

　 　 ｆ（ｙ ＋ αη（ｘ，ｙ，λ）） ＝ ｆ １
４

æ

è
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ø
÷ ＝ － １

４
， － ３

４
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　 　 ｆ（ｘ） ＝ ｆ（３） ＝ （ － １， － ３） ＝ ｆ（ｙ） ＝ ｆ（ － ３），
即有

　 　 ｆ（ｙ ＋ αη（ｘ，ｙ，λ）） ∉ αｆ（ｘ） ＋ （１ － α） ｆ（ｙ） － Ｄ
及

　 　 ｆ（ｙ ＋ αη（ｘ，ｙ，λ）） ∉ αｆ（ｘ） ＋ （１ － α） ｆ（ｙ） － ｉｎｔ Ｄ ．
据定义 ２ 与定义 ４ 可知， ｆ 在 Ｋ 上既不是 Ｄ⁃η⁃ 半预不变凸映射， 也不是 Ｄ⁃η⁃ 严格半预不变凸

映射．

注 ２　 由例 １ 可知 Ｄ⁃η⁃半预不变凸映射是大量存在的，由例 ２ 可以发现 Ｄ⁃η⁃半预不变凸映射与 Ｄ⁃η⁃半
严格半预不变凸映射是不相同的映射．

定义 ５［１３］ 　 称向量值映射 ｆ：Ｋ → Ｙ 是∗⁃上半连续的，如果对任意的 ｑ ∈ Ｄ∗，ｑ（ ｆ ）（·） 在

Ｋ 上是上半连续的．

２　 Ｄ⁃η⁃ 半预不变凸映射的判定定理

为了得到向量值 Ｄ⁃η⁃ 半预不变凸性的判定，我们先给出条件 Ａ 的定义．
条件 Ａ　 称向量值映射 η：Ｘ × Ｘ × ［０，１］ → Ｘ 满足条件 Ａ，若对任意的 ｘ，ｙ ∈ Ｘ， 任意的

α ∈ ［０，１］，λ ∈ ［０，１］， 有

（Ａ１） η（ｙ，ｙ ＋ αη（ｘ，ｙ，λ），λ） ＝ － αη（ｘ，ｙ，λ），
（Ａ２） η（ｘ，ｙ ＋ αη（ｘ，ｙ，λ），λ） ＝ （１ － α）η（ｘ，ｙ，λ） ．
下面用例 ３ 说明满足条件 Ａ 的向量值映射 η 是大量存在的．
例 ３　 令
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　 　 η（ｘ，ｙ，λ） ＝

ｘ － ｙ， ｘ ≥ ０， ｙ ≥ ０；
ｘ － ｙ， ｘ ＜ ０， ｙ ＜ ０；

－ １
２

－ ｙ， ｘ ＞ １， ｙ ＜ ０；

１
２

－ ｙ， ｘ ＜ ０， ｙ ≥ ０；

－ １
２

－ ｙ － ２λ， ｘ ＝ ０， ｙ ＜ ０ ．
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根据以上定义，可以验证向量值映射 η 是满足条件 Ａ 的．
引理 １　 设 Ｋ 是 Ｘ 中关于 η：Ｘ × Ｘ × ［０，１］ → Ｘ 的半不变凸集，其中 η 满足条件 Ａ ．若 ｆ：

Ｋ → Ｙ 满足对任意的 ｘ，ｙ ∈ Ｋ， ｆ（ｙ ＋ η（ｘ，ｙ，λ）） ∈ ｆ（ｘ） － Ｄ 且存在 α ∈ （０，１）， 使得

　 　 ｆ（ｙ ＋ αη（ｘ，ｙ，λ）） ∈ αｆ（ｘ） ＋ （１ － α） ｆ（ｙ） － Ｄ，　 　 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｋ，
则集合

　 　 Ａ ＝ { γ ∈ ［０，１］ ｆ（ｙ ＋ γη（ｘ，ｙ，λ）） ∈ γｆ（ｘ） ＋ （１ － γ） ｆ（ｙ） － Ｄ }

在区间［０，１］中稠密．
证明　 容易知道 ｆ（ｙ） ∈ ｆ（ｙ） － Ｄ及条件 ｆ（ｙ ＋ η（ｘ，ｙ，λ）） ∈ ｆ（ｘ） － Ｄ可知，０，１∈ Ａ ．反

设 Ａ在区间［０，１］ 中不稠密，则存在 γ ０ ∈（０，１） 和 γ ０ 的邻域 Ｎ（γ ０） 使得 Ｎ（γ ０） ∩ Ａ ＝ ⌀ ．定
义 γ １ ＝ ｉｎｆ { γ ∈ Ａ γ ≥ γ ０ } ， γ ２ ＝ ｓｕｐ { γ ∈ Ａ γ≤ γ ０ } ， 则有 ０ ≤ γ ２ ＜ γ １ ≤１．因为 { α， （１
－ α） } ⊂（０，１），所以可选择 ｖ１，ｖ２ ∈ Ａ满足 ｖ１ ≥ γ １，ｖ２ ≤ γ ２ 使得ｍａｘ { α，（１ － α） } （ｖ１ － ｖ２）
＜ γ １ － γ ２ ．于是 ｖ２ ≤ γ ２ ＜ γ １ ≤ ｖ１ ．令 γ－ ＝ αｖ１ ＋ （１ － α）ｖ２， 由条件 Ａ，有

　 　 ｙ ＋ ｖ２η（ｘ，ｙ，λ） ＋ αη（ｙ ＋ ｖ１η（ｘ，ｙ，λ），ｙ ＋ ｖ２η（ｘ，ｙ，λ），λ） ＝
　 　 　 　 ｙ ＋ ｖ２η（ｘ，ｙ，λ） ＋ αη（ｙ ＋ ｖ１η（ｘ，ｙ，λ），ｙ ＋ ｖ１η（ｘ，ｙ，λ） －
　 　 　 　 （ｖ１ － ｖ２）η（ｘ，ｙ，λ），λ） ＝

　 　 　 　 ｙ ＋ ｖ２η（ｘ，ｙ，λ） ＋ αη ( ｙ ＋ ｖ１η（ｘ，ｙ，λ），ｙ ＋ ｖ１η（ｘ，ｙ，λ） ＋

　 　 　 　
ｖ１ － ｖ２

ｖ１
η（ｙ，ｙ ＋ ｖ１η（ｘ，ｙ，λ），λ），λ ) ＝

　 　 　 　 ｙ ＋ ｖ２η（ｘ，ｙ，λ） － α
ｖ１ － ｖ２

ｖ１
η（ｙ，ｙ ＋ ｖ１η（ｘ，ｙ，λ），λ） ＝

　 　 　 　 ｙ ＋ （ｖ２ ＋ α（ｖ１ － ｖ２））η（ｘ，ｙ，λ） ＝
　 　 　 　 ｙ ＋ γ－η（ｘ，ｙ，λ） ．

于是

　 　 ｆ（ｙ ＋ γ－η（ｘ，ｙ，λ）） ＝
　 　 　 　 ｆ（ｙ ＋ ｖ２η（ｘ，ｙ，λ） ＋ αη（ｙ ＋ ｖ１η（ｘ，ｙ，λ），ｙ ＋ ｖ２η（ｘ，ｙ，λ），λ）） ∈
　 　 　 　 αｆ（ｙ ＋ ｖ１η（ｘ，ｙ，λ）） ＋ （１ － α） ｆ（ｙ ＋ ｖ２η（ｘ，ｙ，λ）） － Ｄ ⊂
　 　 　 　 α［ｖ１ ｆ（ｘ） ＋ （１ － ｖ１） ｆ（ｙ） － Ｄ］ ＋ （１ － α）［ｖ２ ｆ（ｘ） ＋ （１ － ｖ２） ｆ（ｙ） － Ｄ］ － Ｄ ＝
　 　 　 　 γ－ ｆ（ｘ） ＋ （１ － γ－ ） ｆ（ｙ） － Ｄ － Ｄ ⊂
　 　 　 　 γ－ ｆ（ｘ） ＋ （１ － γ－ ） ｆ（ｙ） － Ｄ ．

即有 γ－ ∈ Ａ，
如果 γ－ ≥ γ ０，则 γ－ － ｖ２ ＝ α（ｖ１ － ｖ２） ＜ γ １ － γ ２ ．从而 γ－ ＜ γ １ ．因为 γ－ ≥ γ ０ 和 γ－ ∈ Ａ，这与

５０２彭 再 云　 　 　 王 堃 颍　 　 　 赵　 　 勇　 　 　 张 石 生



γ １ 的定义矛盾．如果 γ－ ≤ γ ０，则 γ－ － ｖ１ ＝ （１ － α）（ｖ２ － ｖ１） ＞ γ ２ － γ １，所以 γ－ ＞ γ ２ ．由于 γ－ ≤
γ ０ 和 γ－ ∈ Ａ，这与 γ ２ 的定义矛盾．

引理 ２［１３］ 　 ∀ｑ ∈ Ｄ∗，ｑ（ｄ） ≥ ０ ⇔ ｄ ∈ Ｄ ．
定理 １　 设 Ｋ 是 Ｘ 中的关于 η：Ｘ × Ｘ × ［０，１］ → Ｘ 的开半不变凸集，其中 η 满足条件 Ａ ．若

ｆ：Ｋ → Ｙ 是∗⁃上半连续的且满足对任意的 ｘ，ｙ∈ Ｋ， ｆ（ｙ ＋ η（ｘ，ｙ，λ）） ∈ ｆ（ｘ） － Ｄ ．则 ｆ在 Ｋ上

是 Ｄ⁃η⁃ 半预不变凸映射的充要条件为存在 α ∈ （０，１）， 使得

　 　 ｆ（ｙ ＋ αη（ｘ，ｙ，λ）） ∈ αｆ（ｘ） ＋ （１ － α） ｆ（ｙ） － Ｄ，　 　 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｋ，∀λ ∈ ［０，１］ ．
证明　 由 ｆ在Ｋ上是Ｄ⁃η⁃半预不变凸映射，可知必要性显然成立．下面只须证明充分性．如

果假设成立且 ｆ 不是 Ｄ⁃η⁃ 半预不变凸映射，则存在 ｘ，ｙ ∈ Ｋ，λ ∈ （０，１） 及 γ－ ∈ （０，１） 使得

　 　 ｆ（ｙ ＋ γ－η（ｘ，ｙ，λ）） ∉ γ－ ｆ（ｘ） ＋ （１ － γ－ ） ｆ（ｙ） － Ｄ ． （１）
令 ｚ ＝ ｙ ＋ γ－η（ｘ， ｙ， λ）， 由引理 １ 可知存在序列 { γ ｎ } 满足 γ ｎ ∈ Ａ 且 γ ｎ ＜ γ－ 使得 γ ｎ →

γ－ （ｎ → ¥） ．定义 ｙｎ ＝ ｙ ＋ （（γ－ － γ ｎ） ／ （１ － γ ｎ））η（ｘ，ｙ，λ） ．则 ｙｎ → ｙ（ｎ → ¥） ．注意 Ｋ 是关于

η 的开半不变凸集，所以当 ｎ 充分大时，有 ｙｎ ∈ Ｋ ．则由条件 Ａ，有
　 　 ｙｎ ＋ γ ｎη（ｘ，ｙｎ，λ） ＝

　 　 　 　 ｙ ＋
γ－ － γ ｎ

１ － γ ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ η（ｘ，ｙ，λ） ＋ γ ｎη ｘ，ｙ ＋

γ－ － γ ｎ

１ － γ ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ η（ｘ，ｙ，λ），λæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 ｙ ＋ γ－η（ｘ，ｙ，λ） ＝ ｚ ．
由于 γ ｎ ∈ Ａ， 故

　 　 ｆ（ ｚ） ＝ ｆ（ｙ ＋ γ－η（ｘ，ｙ，λ）） ＝
　 　 　 　 ｆ（ｙｎ ＋ γ ｎη（ｘ，ｙｎ，λ）） ∈ γ ｎ ｆ（ｘ） ＋ （１ － γ ｎ） ｆ（ｙｎ） － Ｄ ．

由 ｆ在 Ｋ上的∗⁃上半连续性， 可知对每一个 ｑ∈ Ｄ∗， ｑ 􀳱 ｆ（·） 是上半连续的．因此， 对任意的

ε ＞ ０，存在 Ｎ ＞ ０ 使得

　 　 ｑ 􀳱 ｆ（ｙｎ） ≤ ｑ 􀳱 ｆ（ｙ） ＋ ε，　 　 ∀ｎ ＞ Ｎ ．
于是

　 　 ｑ 􀳱 ｆ（ ｚ） ≤ γ ｎｑ 􀳱 ｆ（ｘ） ＋ （１ － γ ｎ）ｑ 􀳱 ｆ（ｙｎ） ≤
　 　 　 　 γ ｎｑ 􀳱 ｆ（ｘ） ＋ （１ － γ ｎ）［ｑ 􀳱 ｆ（ｙ） ＋ ε］ →
　 　 　 　 γ－ ｑ 􀳱 ｆ（ｘ） ＋ （１ － γ－ ）［ｑ 􀳱 ｆ（ｙ） ＋ ε］　 　 （ｎ → ¥） ．

由于 ε ＞ ０ 可充分小，于是对所有的 ｑ ∈ Ｄ∗， 有

　 　 ｑ 􀳱 ｆ（ ｚ） ≤ γ－ ｑ 􀳱 ｆ（ｘ） ＋ （１ － γ－ ）ｑ 􀳱 ｆ（ｙ） ．
由 ｑ 的线性性及引理 ２，可得

　 　 ｆ（ ｚ） ∈ γ－ ｆ（ｘ） ＋ （１ － γ－ ） ｆ（ｙ） － Ｄ ． （２）
这与式（１）矛盾．即结论得证．

注 ３　 如果向量值映射 ｆ：Ｓ → Ｙ 退化为标量函数 ｆ：Ｓ → Ｒ，且 Ｄ ＝ { α ≥ ０：α ∈ Ｒ} ， 则定理 １ 就退化为

文献［４］中提出的半预不变凸函数的判定定理．

３　 Ｄ⁃η⁃ 半预不变凸性与相关广义凸性的关系

本节将对 Ｄ⁃η⁃ 半预不变凸映射与 Ｄ⁃η⁃ 严格半预不变凸映射、 Ｄ⁃η⁃ 半严格半预不变凸映

射的关系进行讨论．
定理 ２　 设 Ｋ 是 Ｘ中关于 η：Ｘ × Ｘ × ［０，１］ → Ｘ的非空半不变凸集，其中 η 满足条件 Ａ ．假
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设 ｆ：Ｋ → Ｙ 是 Ｄ⁃η⁃ 半预不变凸映射，且存在 α ∈ （０，１），对任意的 ｘ，ｙ ∈ Ｋ，ｘ ≠ ｙ 满足

　 　 ｆ（ｙ ＋ αη（ｘ，ｙ，λ）） ∈ αｆ（ｘ） ＋ （１ － α） ｆ（ｙ） － ｉｎｔ Ｄ，　 　 ∀λ ∈ ［０，１］ ．
则 ｆ 在 Ｋ 上是 Ｄ⁃η⁃ 严格半预不变凸映射．

证明　 假设 ｆ 不是 Ｄ⁃η⁃ 严格半预不变凸映射，则存在 λ ∈ （０，１），ｘ，ｙ ∈ Ｋ（ｘ ≠ ｙ），γ ∈
（０，１） 使得

　 　 ｆ（ｙ ＋ γη（ｘ，ｙ，λ）） ∉ γｆ（ｘ） ＋ （１ － γ） ｆ（ｙ） － ｉｎｔ Ｄ ．
选取 β １，β ２ 满足 ０ ＜ β １ ＜ β ２ ＜ １ 使得 γ ＝ αβ １ ＋ （１ － α）β ２ ．令 ｘ－ ＝ ｙ ＋ β １η（ｘ，ｙ，λ），ｙ－ ＝

ｙ ＋ β ２η（ｘ，ｙ，λ） ．因为 ｆ 是 Ｄ⁃η⁃ 半预不变凸的，则有

　 　
ｆ（ｘ－） ∈ β １ ｆ（ｘ） ＋ （１ － β １） ｆ（ｙ） － Ｄ，

ｆ（ｙ－） ∈ β ２ ｆ（ｘ） ＋ （１ － β ２） ｆ（ｙ） － Ｄ ．{ （３）

由条件 Ａ 得

　 　 ｙ－ ＋ αη（ｘ－，ｙ－，λ） ＝
　 　 　 　 ｙ ＋ β ２η（ｘ，ｙ，λ） ＋
　 　 　 　 αη（ｙ ＋ β １η（ｘ，ｙ，λ），ｙ ＋ β １η（ｘ，ｙ，λ） ＋ （β ２ － β １）η（ｘ，ｙ，λ），λ） ＝

　 　 　 　 ｙ ＋ β ２η（ｘ，ｙ，λ） ＋ αη ( ｙ ＋ β １η（ｘ，ｙ，λ），ｙ ＋ β １η（ｘ，ｙ，λ） ＋

　 　 　 　
β ２ － β １

１ － β １
η（ｘ，ｙ ＋ β １η（ｘ，ｙ，λ），λ），λ ) ＝

　 　 　 　 ｙ ＋ β ２η（ｘ，ｙ，λ） － α
β ２ － β １

１ － β １
η（ｘ，ｙ ＋ β １η（ｘ，ｙ，λ），λ） ＝

　 　 　 　 ｙ ＋ （β ２ － α（β ２ － β １））η（ｘ，ｙ，λ） ＝
　 　 　 　 ｙ ＋ γη（ｘ，ｙ，λ） ．

即， ｙ－ ＋ αη（ｘ－，ｙ－，λ） ＝ ｙ ＋ γη（ｘ，ｙ，λ） ．据假设有

　 　 ｆ（ｙ ＋ γη（ｘ，ｙ，λ）） ＝ ｆ（ｙ－ ＋ αη（ｘ－，ｙ－，λ）） ∈ αｆ（ｘ－） ＋ （１ － α） ｆ（ｙ－） － ｉｎｔ Ｄ ．
于是由式（３）可得

　 　 ｆ（ｙ ＋ γη（ｘ，ｙ，λ）） ∈ α［β １ ｆ（ｘ） ＋ （１ － β １） ｆ（ｙ） － Ｄ］ ＋
　 　 　 　 （１ － α）［β ２ ｆ（ｘ） ＋ （１ － β ２） ｆ（ｙ） － Ｄ］ － ｉｎｔ Ｄ ⊂
　 　 　 　 （αβ １ ＋ （１ － α）β ２） ｆ（ｘ） ＋ （１ － αβ １ － （１ － α）β ２） ｆ（ｙ） － ｉｎｔ Ｄ ＝
　 　 　 　 γｆ（ｘ） ＋ （１ － γ） ｆ（ｙ） － ｉｎｔ Ｄ ．

这与假设矛盾，所以 ｆ 在 Ｋ 上是 Ｄ⁃η⁃ 严格半预不变凸映射．

注 ４　 定理 ２ 将文献［１３］中定理 ５．３．１ 推广到 Ｄ⁃η⁃ 半预不变凸情形，且去掉了定理 ５．３．１ 中所要求的 ｆ（ｙ
＋ η（ｘ，ｙ）） ∈ ｆ（ｘ） － Ｄ（∀ｘ，ｙ ∈ Ｋ） 假设．

定理 ３　 设 Ｋ 是 Ｘ中的关于 η：Ｘ × Ｘ × ［０，１］ → Ｘ的非空半不变凸集，其中 η 满足条件 Ａ ．
ｆ：Ｋ → Ｙ 是 Ｄ⁃η⁃ 半预不变凸映射，若对任意的 ｘ，ｙ ∈ Ｋ， ｆ（ｘ） ≠ ｆ（ｙ），存在 α ∈ （０，１） 使得

　 　 ｆ（ｙ ＋ αη（ｘ，ｙ，λ）） ∈ αｆ（ｘ） ＋ （１ － α） ｆ（ｙ） － ｉｎｔ Ｄ，　 　 ∀λ ∈ ［０，１］， （４）
则 ｆ 是 Ｋ 上的 Ｄ⁃η⁃ 半严格半预不变凸映射．

证明　 由假设，对任意的 ｘ，ｙ ∈ Ｋ， ｆ（ｘ） ≠ ｆ（ｙ） 和 γ ∈ （０，１）， 有

　 　 ｆ（ｙ ＋ γη（ｘ，ｙ，λ）） ∈ γｆ（ｘ） ＋ （１ － γ） ｆ（ｙ） － Ｄ，　 　 ∀λ ∈ ［０，１］ ． （５）
􀃬 若 γ ≤ α， 则由条件 Ａ，有
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　 　 ｙ ＋ γ
α

η（ｙ ＋ αη（ｘ，ｙ，λ），ｙ，λ） ＝

　 　 　 　 ｙ ＋ γ
α

η（ｙ ＋ αη（ｘ，ｙ，λ），ｙ ＋ αη（ｘ，ｙ，λ） － αη（ｘ，ｙ，λ），λ） ＝

　 　 　 　 ｙ ＋ γ
α

η（ｙ ＋ αη（ｘ，ｙ，λ），ｙ ＋ αη（ｘ，ｙ，λ） ＋ η（ｙ，ｙ ＋ αη（ｘ，ｙ，λ），λ），λ） ＝

　 　 　 　 ｙ － γ
α

η（ｙ，ｙ ＋ αη（ｘ，ｙ，λ），λ） ＝

　 　 　 　 ｙ ＋ γη（ｘ，ｙ，λ） ．
由式（４）、（５）及 ｆ 的 Ｄ⁃η⁃ 半预不变凸性，可得

　 　 ｆ（ｙ ＋ γη（ｘ，ｙ，λ）） ＝

　 　 　 　 ｆ ｙ ＋ γ
α

η（ｙ ＋ αη（ｘ，ｙ，λ），ｙ，λ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈

　 　 　 　 γ
α

ｆ（ｙ ＋ αη（ｘ，ｙ，λ）） ＋ １ － γ
α

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｆ（ｙ） － Ｄ ⊂

　 　 　 　 γ
α
［αｆ（ｘ） ＋ （１ － α） ｆ（ｙ） － ｉｎｔ Ｄ］ ＋ １ － γ

α
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｆ（ｙ） － Ｄ ⊂

　 　 　 　 γｆ（ｘ） ＋ （１ － γ） ｆ（ｙ） － ｉｎｔ Ｄ ．
􀃭 若 γ ＞ α，即有 ０ ＜ （１ － γ） ／ （１ － α） ＜ １．于是由条件 Ａ，得

　 　 ｙ ＋ αη（ｘ，ｙ，λ） ＋ １ － １ － γ
１ － α

æ

è
ç

ö

ø
÷ η（ｘ，ｙ ＋ αη（ｘ，ｙ，λ），λ） ＝

　 　 　 　 ｙ ＋ γη（ｘ，ｙ，λ） ．
由式（４）和式（５）及 ｆ 的 Ｄ⁃η⁃ 半预不变凸性有

　 　 ｆ（ｙ ＋ γη（ｘ，ｙ，λ）） ＝

　 　 　 　 ｆ ｙ ＋ αη（ｘ，ｙ，λ） ＋ １ － １ － γ
１ － α

æ

è
ç

ö

ø
÷ η（ｘ，ｙ ＋ αη（ｘ，ｙ，λ），λ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈

　 　 　 　 １ － γ
１ － α

ｆ（ｙ ＋ αη（ｘ，ｙ，λ）） ＋ １ － １ － γ
１ － α

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｆ（ｘ） － Ｄ ⊂

　 　 　 　 １ － γ
１ － α

［αｆ（ｘ） ＋ （１ － α） ｆ（ｙ） － ｉｎｔ Ｄ］ ＋ １ － １ － γ
１ － α

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｆ（ｘ） － Ｄ ⊂

　 　 　 　 γｆ（ｘ） ＋ （１ － γ） ｆ（ｙ） － ｉｎｔ Ｄ ．
综上可得 ｆ 是 Ｋ 上的 Ｄ⁃η⁃ 半严格半预不变凸映射

注 ５　 当 η（ｘ，ｙ，λ） ＝ η（ｘ，ｙ） 时，Ｄ⁃η⁃ 半预不变凸映射就退化为 Ｄ⁃ 预不变凸映射．显然，上述结果推广

了文献［１０］中关于 Ｄ⁃ 预不变凸映射的相应结果．

４　 Ｄ⁃η⁃ 半预不变凸性在优化问题中的应用

考虑如下的隐约束向量优化问题：
　 　 （ＶＰ）　 ｍｉｎｘ∈Ｋ ｆ（ｘ） ．
首先给出向量优化中的关于解的一个基本定义．
定义 ６　 令 ｆ（Ｋ） ＝∪ｘ∈Ｋ ｆ（ｘ） ．
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􀃠 称点 ｘ－ ∈ Ｋ 是（ＶＰ）的全局有效解，如果 （ ｆ（ｘ－） － Ｄ ＼ { ０Ｙ } ） ∩ ｆ（Ｋ） ＝⌀ ．称点 ｘ－ ∈ Ｋ 是

（ＶＰ）的局部有效解，如果存在 ｘ－ 的邻域 Ｕ 使得（ ｆ（ｘ－） － Ｄ ＼ { ０Ｙ } ） ∩ ｆ（Ｋ ∩ Ｕ） ＝ ⌀ ．
􀃡 称 ｘ－ 为（ＶＰ）的全局弱有效解，若 ｘ－ ∈ Ｋ 且（ ｆ（ｘ－） － ｉｎｔ Ｄ） ∩ ｆ（Ｋ） ＝ ⌀ ．称 ｘ－ 为（ＶＰ）的

局部弱有效解，若存在 ｘ－ ∈ Ｋ 且存在邻域 Ｕ ⊂ Ｘ，使得（ ｆ（ｘ－） － ｉｎｔ Ｄ） ∩ ｆ（Ｋ ∩ Ｕ） ＝ ⌀ ．
下面给出 Ｄ⁃η⁃ 半严格半预不变凸映射在向量优化中的应用．
定理 ４　 设 Ｋ 是 Ｘ 中的关于 η：Ｘ × Ｘ × ０，１[ ] → Ｘ 的半不变凸集，ｆ：Ｋ → Ｙ 是一向量值映

射．若 ｆ 是 Ｋ 上的 Ｄ⁃η⁃ 半严格半预不变凸映射，则向量优化问题（ＶＰ）的局部有效解一定也是

（ＶＰ）的全局有效解．
证明　 若 ｘ－ 是（ＶＰ）的局部有效解，则存在 ｘ－ 的邻域 Ｕ 使得

　 　 （ ｆ（ｘ－） － Ｄ ＼ { ０Ｙ } ） ∩ ｆ（Ｋ ∩ Ｕ） ＝ ⌀ ． （６）
假设 ｘ－ 不是（ＶＰ）的全局有效解，即 （ ｆ（ｘ－） － Ｄ ＼ { ０Ｙ } ） ∩ ｆ（Ｋ） ≠ ⌀ ．则存在 ｘ ∈ Ｋ 满足

ｆ（ｘ） ∈ ｆ（ｘ－） － Ｄ ＼ { ０Ｙ } ．由于 Ｋ 是关于 η 的半不变凸集且 ｆ：Ｋ → Ｙ是 Ｄ⁃η⁃半严格半预不变凸

映射，则对任意的 α ∈ （０，１），λ ∈ ［０，１］，有 ｘ－ ＋ αη（ｘ，ｘ－，λ） ∈ Ｋ 且

　 　 ｆ（ｘ－ ＋ αη（ｘ，ｘ－，λ）） ∈
　 　 　 　 αｆ（ｘ） ＋ （１ － α） ｆ（ｘ－） － ｉｎｔ Ｄ ⊂
　 　 　 　 α（ ｆ（ｘ－） － Ｄ ＼ { ０Ｙ } ） ＋ （１ － α） ｆ（ｘ－） － ｉｎｔ Ｄ ⊂ ｆ（ｘ－） － Ｄ ＼ { ０Ｙ } ．

即，对任意的 α ∈ （０，１），λ ∈ ［０，１］， 有

　 　 ｆ（ｘ－ ＋ αη（ｘ，ｘ－，λ）） ∈ ｆ（ｘ－） － Ｄ ＼ { ０Ｙ } ． （７）
ｌｉｍα→０ ｘ

－ ＋ αη（ｘ， ｘ－， λ） ＝ ｘ－ ．因此存在 δ（１ ＞ δ ＞ ０） 对所有的 α ∈ （０，δ） 满足 ｘ－ ＋ αη（ｘ，ｘ－，
λ） ∈ Ｕ ∩ Ｋ ．则式（６） 与式（７） 矛盾，因此 ｘ－ 是优化问题 （ＶＰ） 的全局有效解．

下面通过例 ４ 来验证定理 ４ 的正确性．
例 ４　 令 Ｄ ＝ { （ｘ，ｙ） ｘ ≥ ０，ｙ ≥ ０ } ， ｆ（ｘ） ＝ （ ｆ１（ｘ）， ｆ２（ｘ）），

其中

　 　 ｆ１（ｘ） ＝
－ ｘ ／ ２， ｘ ≤ １；
－ １ ／ ２， ｘ ≥ １，{

　 　 ｆ２（ｘ） ＝
－ ２ ｘ ， ｘ ≤ １；
－ ２， ｘ ≥ １，{

　 　 η（ｘ，ｙ，λ） ＝

ｘ － ｙ ＋ λ， ｘ ≥ ０， ｙ ≥ ０；
ｘ － ｙ － λ， ｘ ≤ ０， ｙ ≤ ０；
ｘ － ｙ ＋ λ， ｘ ＞ １， ｙ ＜ － １；
ｘ － ｙ － λ， ｘ ＜ － １， ｙ ＞ １；
ｙ － ｘ ＋ λ， － １ ≤ ｘ ≤ ０， ｙ ≥ ０；
ｙ － ｘ － λ， － １ ≤ ｙ ≤ ０， ｘ ≥ ０；
ｙ － ｘ － λ， ０ ≤ ｘ ≤ １， ｙ ≤ ０；
ｙ － ｘ ＋ λ， ０ ≤ ｙ ≤ １， ｘ ≤ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

由定义 ３，显然 ｆ是Ｋ上的Ｄ⁃η⁃半严格半预不变凸映射．由局部 ／全局有效解的定义可验证

ｘ－ ＝ （１，１） 是优化问题（ＶＰ）的一个局部有效解，也是（ＶＰ）的全局有效解，故定理 ４ 可行．

注 ６　 利用与定理 ４ 类似的方法，我们还可以获得关于优化问题（ＶＰ）的全局弱有效解的充分条件．

９０２彭 再 云　 　 　 王 堃 颍　 　 　 赵　 　 勇　 　 　 张 石 生



５　 结　 　 语

本文提出了 Ｄ⁃η⁃ 半预不变凸映射，说明它的存在性，给出此类映射的判定及关系刻画，并
讨论其在隐约束优化问题中的应用，所得结果推广了文献［６⁃７，１０⁃１３］中相应结果．那么能否

研究此类映射在约束（显约束）向量优化问题中的应用？ 这将是有待研究的后续课题！
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