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摘要：　 通过研究两维的 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 映射，得到 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 奇怪吸引子的一个解析表达式．研究了二

次映射的反演极限空间上移位映射的动力学性质，建立了投影映射，运用反演极限空间理论研究

Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 映射，证明了 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 映射限制在其吸引子上与二次映射的反演极限上的移位映射是

拓扑半共扼的，从而得到 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 吸引子是 Ｄｅｖａｎｅｙ 意义下混沌的．

关　 键　 词：　 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 映射；　 不稳定流形；　 奇怪吸引子；　 反演极限；　 移位映射
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引　 　 言

近些年来，混沌动力学理论的研究有了很大地发展，与之密切相关的是人们发现了混沌运

动中的奇怪吸引子，它是 １９７１ 年由 Ｒｕｅｌｌｅ 和 Ｔａｋｅｎｓ［１］提出来的．在很多实际工程问题中，如碰

撞振动、干摩擦［２⁃３］等一些非光滑的系统都有复杂的动力学行为，其中会蕴含着奇怪吸引子．系
统的吸引子理论是混沌动力学的重要组成部分，是混沌运动的主要特征之一．对于奇怪吸引子

的研究，有助于了解混沌系统中存在形态的规律问题．研究奇怪吸引子的结构及它的动力学性

质成了研究混沌的基本课题，将有助于研究系统的全局动力学性质．
１９６３ 年，Ｌｏｒｅｎｚ 在研究对流实验时，将无穷维动力系统 Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｂｅｎａｒｄ 热对流问题进行

三维截断而得到了 Ｌｏｒｅｎｚ 吸引子［４］，Ｇｕｃｋｅｎｈｅｉｍｅｒ［５］ 引入了 Ｌｏｒｅｎｚ 方程的几何模型，建立

Ｐｏｉｎｃａｒé 映射进行研究，Ｇｕｃｋｅｎｈｅｉｍｅｒ 和 Ｗｉｌｌｉａｍｓ［６］利用文献［５］的几何模型对 Ｌｏｒｅｎｚ 吸引子

的结构进一步地研究，运用揉搓理论和文献［７］中提出的反演极限空间理论研究了吸引子的

动力学性质．Ｍｉｓｉｕｒｅｗｉｃｚ［８］研究了分段线性 Ｌｏｚｉ 映射，证明了当参数满足一些取值范围时，Ｌｏｚｉ
映射存在奇怪吸引子，并从几何和拓扑的角度刻划了吸引域和吸引子的形状，证明了该吸引子

的双曲性．Ｃａｏ 等（曹永罗、刘曾荣）在文献［９］中对参数 ｂ ＜ ０ 时保向的 Ｌｏｚｉ 映射研究表明，也
存在着奇怪吸引子，证明了（弱）横截同宿点在吸引子中是稠密的．２００９ 年，文献［１０］对一定参

数下，构造描述了 Ｌｏｚｉ 映射的吸引域的特征．Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ［１１］构造了一个平面映射，证明该映射在

一定的参数区域内存在一个奇怪吸引子，给出了该吸引子的解析表达式．刘曾荣等［１２］ 在文献

［１１］研究的基础上完善了对 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 奇怪吸引子的研究．
Ｗｉｌｌｉａｍｓ 首先在文献［１３］中用反演极限来研究扩张吸引子，研究了 ｎ 维螺线管扩张吸引
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子，证明了该吸引子与螺线管映射的反演极限是拓扑共轭的．文献［６］将反演极限理论应用到

对 Ｌｏｒｅｎｚ 吸引子的研究中，文献［１４］对反演极限空间的基本动力学性质进行了研究；最近几

年，Ｋｅｅｓｌｉｎｇ［１５］研究了单位区间上帐篷映射的反演极限的动力学性质，Ｒａｉｎｅｓ 和 Ｓｔｉｍａｃ［１６］对一

类没有回归临界点的帐篷映射的反演极限进行了详细地研究．
本文运用定义的二次映射的反演极限来研究 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 映射的动力学行为，证明了二次映

射的反演极限与 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 吸引子是拓扑半共轭的，从而可知 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 吸引子是 Ｄｅｖａｎｅｙ 意义

下混沌的．

１　 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 吸引子

Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 考虑了正方形区域 Ｑ ＝ ［０，１］ × ［０，１］ 上如下形式的映射：

　 　 Ｆ：
ｘｎ＋１ ＝ ｂｘｎ（１ － ２ｙｎ） ＋ ｙｎ，
ｙｎ＋１ ＝ ４ｙｎ（１ － ｙｎ），

{ （１）

其中 ０ ＜ ｂ ＜ １ ／ ２．映射（１） 把垂直线段 ０ ≤ ｙ ≤ １，ｘ ＝ ξ 映成抛物线：

　 　 ｙ ＝ １ － １ － ２ｘ
１ － ２ｂξ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

． （２）

图 １　 Ｑ 和 Ｆ（Ｑ） 图 ２　 ｂ ＝ ０．３３ 时 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 映射的奇怪吸引子

Ｆｉｇ．１　 Ｑ ａｎｄ Ｆ（Ｑ） Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｓｔｒａｎｇｅ ａｔｔｒａｃｔｏｒ ｏｆ Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ ｍａｐｐｉｎｇ （ｂ ＝ ０．３３）

把水平线段 ０ ≤ ｘ ≤ １，ｙ ＝ η 映成水平线段 η ≤ ｘ ≤ η ＋ ｂ（１ － ２η），ｙ ＝ ４η（１ － η）， 形

成一个类似 Ｓｍａｌｅ 马蹄形状的像 Ｆ（Ｑ），见图 １．并且有 Ｆ（Ｑ） ⊂ Ｑ ．Ｆ 有两个不动点（０，０） 和

（３ ／ （４ ＋ ２ｂ），３ ／ ４），Ｆ 的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵为

　 　 Ｊ ＝
ｂ（１ － ２ｙ） １ － ２ｂｘ

０ ４（１ － ２ｙ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

当 ０ ＜ ｂ ＜ １ ／ ２时，两个不动点均为鞍点．除点（１ ／ ２，１） 外，对任何 Ｚ∈ Ｆ（Ｑ） 其原像是唯一的，
而点（１ ／ ２，１） 的原像是水平线段 ０ ≤ ｘ ≤ １，ｙ ＝ １ ／ ２．

作如下变换：

　 　 Ｔ：
２ｂｘｎ ＝ ｂ － （１ － ｂ）ｕｎ，
２ｙｎ ＝ １ － ｖｎ；

{ （３ａ）

　 　 Ｔ －１：
ｕｎ ＝ ｂ（１ － ２ｘｎ） ／ （１ － ｂ），
ｖｎ ＝ １ － ２ｙｎ ．

{ （３ｂ）

式（１）化为

　 　 Ｆ：
ｕｎ＋１ ＝ ｂｖｎ（１ ＋ ｕｎ），

ｖｎ＋１ ＝ ２ｖ２ｎ － １，{ Ｆ ＝ Ｔ －１ 􀳱 Ｆ 􀳱 Ｔ， （４）
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这里 Ｆ 是定义在 Ｔ －１（Ｑ） ＝ Ｑ，Ｑ ＝ { （ｕ，ｖ） ｕ ≤ ｂ ／ （１ － ｂ）， ｖ ≤ １ } 上的．对式（３）进行迭

代，再取极限得到

　 　 Λ０：
ｕ（ ｔ） ＝ ∑

∞

ｋ ＝ １

ｂ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋ ｓｉｎ ｔ
ｓｉｎ（２ －ｋ ｔ）

，

ｖ（ ｔ） ＝ ｃｏｓ ｔ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（５）

再由式（３）的变换，将式（５）带回原来的变量，就可得到 Ｆ 的不变曲线 Λ 的表达式为

　 　 Λ：
２ｘ ＝ １ － １

ｂ
－ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ∑

∞

ｋ ＝ １

ｂ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋ ｓｉｎ ｔ
ｓｉｎ（２ －ｋ ｔ）

，

２ｙ ＝ １ － ｃｏｓ ｔ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（６）

由吸引子的定义和文献［１２］的分析，可知对 Ｑ 内任一点 ｘ，当 ｎ → ∞ 时 Ｆｎ（ｘ） → Λ
－
，不变

曲线 Λ 的闭包 Λ
－
构成了 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 吸引子．图 ２ 中，当参数 ｂ ＝ ０．３３ 时，数值模拟得到 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ

映射的奇怪吸引子，它具有自相似和分形等复杂的动力学行为．

２　 二次映射的反演极限

以下用文献［８］中提出的反演极限空间对 Ｆ 的性质进行讨论，定义二次映射 ｆ：Ｉ → Ｉ，Ｉ ＝
［０，１］， ｆ（ｙ） ＝ ４ｙ（１ － ｙ） 的反演极限空间．

定义 １　 记 Σ ＝ { ｔ－ ＝ （ ｔ０，ｔ１，ｔ２，…） ｔ ｊ ∈ Ｉ： ｆ（ ｔ ｊ ＋１） ＝ ｔ ｊ } ，其中对每个 ｊ，ｔ ｊ ＋１ 是 ｔ ｊ 的原像，即

ｆ（ ｔ ｊ ＋１） ＝ ｔ ｊ，在 Σ上定义映射 ｆ
　
（ ｔ０，ｔ１，ｔ２，…） ＝ （ ｆ（ ｔ０），ｔ０，ｔ１，ｔ２，…），（Σ， ｆ

　
） 称为 ｆ：Ｉ→ Ｉ 的反演

极限．

在 Σ 上定义距离 ｄ（ ｔ－， ｔ－） ＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
ｔ ｊ － ｔ ｊ ／ ２ ｊ， 其中

　 　 ｔ－ ＝ （ ｔ０，ｔ１，ｔ２，…）， ｔ－ ＝ （ ｔ ０， ｔ １， ｔ ２，…） ∈ Σ，
对每一个 ｊ ≥ ０，定义投影 π ｊ：Σ → Ｉ， 即

　 　 π ｊ（ ｔ－ ＝ （ ｔ０，ｔ１，ｔ２，…）） ＝ ｔ ｊ，

π ｊ 是连续的开映射，且 π ｊ 􀳱 ｆ
　 ＝ ｆ 􀳱 π ｊ ．

定理 １　 （Σ， ｆ
　
） 是一个同胚， ｆ

　
的周期点在 Σ 中稠密，且在 Σ 上是拓扑传递的．

２．１　 证明 （Σ， ｆ
　
） 是一个同胚

２．１．１　 （Σ， ｆ
　
） 是一致连续的

由于 ｆ 在 Ｉ 上是一致连续的，对 ∀ε ＞ ０，∃δ ＞ ０，且 δ ＜ ε，对任何的 ｔ０ － ｔ ０ ＜ δ， 有

　 　 ｆ（ ｔ０） － ｆ（ ｔ ０） ＜ ε ／ ２． （７）
对任何的 ｔ－， ｔ－，若 ｄ（ ｔ－， ｔ－） ＜ δ， 则

　 　 ｄ（ ｆ
　
（ ｔ－）， ｆ

　
（ ｔ－）） ＝ ｆ（ ｔ０） － ｆ（ ｔ ０） ＋ １

２
ｄ（ ｔ－， ｔ－） ＜ ε ／ ２ ＋ ε ／ ２ ＝ ε， （８）

因此 （Σ， ｆ
　
） 是一致连续的．

２．１．２　 （Σ， ｆ
　
） 是一对一的

若两个序列 ｔ－ ≠ ｔ－，则一定会存在 ｊ，使得 ｔ ｊ ≠ ｔ ｊ， 由反演极限的定义可知

　 　 （ ｆ
　
（ ｔ－）） ｊ ＋１ ≠ （ ｆ

　
（ ｔ－）） ｊ ＋１， （９）
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所以 ｆ
　
（ ｔ－） ≠ ｆ

　
（ ｔ－），即 ｆ

　
是一对一的．

２．１．３　 （Σ， ｆ
　
） 是满的

设 ｔ－ ＝ （ ｔ０，ｔ１，ｔ２，…） ∈ Σ，则有 ｆ（ ｔ１） ＝ ｔ０，取 ｔ－′ ＝ （ ｔ１，ｔ２，ｔ３，…） ∈ Σ，由定义得 ｆ
　
（ ｔ－′） ＝ ｔ－，

所以（Σ， ｆ
　
） 是满的．

２．１．４　 ｆ
　 －１ 是连续的

由定义 ｆ
　
（ ｔ０，ｔ１，ｔ２，…） ＝ （ ｆ（ ｔ０），ｔ０，ｔ１，ｔ２，…），可知 ｆ

　 －１（ ｔ０，ｔ１，ｔ２，…） ＝ （ ｔ１，ｔ２，ｔ３，…），对
∀ε ＞ ０，∃δ ＞ ０．令 δ ＜ ε ／ ２，对任何的 ｔ－， ｔ－，若 ｄ（ ｔ－， ｔ－） ＜ δ， 则

　 　 ｄ（ ｆ
　 －１（ ｔ－）， ｆ

　 －１（ ｔ－）） ＝ ｔ１ － ｔ １ ＋ ｔ２ － ｔ ２ ／ ２ ＋ ｔ３ － ｔ ３ ／ ２２ ＋ … ＝

　 　 　 　 ２（ ｔ１ － ｔ １ ／ ２ ＋ ｔ２ － ｔ ２ ／ ２２ ＋ ｔ３ － ｔ ３ ／ ２３ ＋ …） ＝
　 　 　 　 ２（ｄ（ ｔ－， ｔ－） － ｔ０ － ｔ ０ ） ＜ ２δ ＜ ε ． （１０）

故 ｆ
　 －１ 是连续的．

２．１．５　 Σ 是紧致的

由定义 Σ ＝ ∏
∞

ｊ ＝ １
Ｉ ｊ，（ Ｉ ｊ ＝ Ｉ， ｊ ＝ １，２，３，…），Σ 是可列个紧致集的积，所以是紧致的．

由 ２．１．１～２．１．５，可知 （Σ， ｆ
　
） 是同胚．

２．２　 证明 ｆ
　
的周期点在 Σ 中稠密

根据定义 １ 可知，对任意的序列 ｔ－ 有

　 　 ｔ－ ＝ （ ｔ０，ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ，…） ＝ （ ｆ（ ｔ１），ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ，…） ＝

　 　 　 　 （ ｆ ２（ ｔ２）， ｆ（ ｔ２），…，ｔｎ，…）， （１１）
递推式（１１），序列 ｔ－ 变为

　 　 ｔ－ ＝ （ ｔ０，ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ，…） ＝ （ ｆ ｎ（ ｔｎ）， ｆ ｎ－１（ ｔｎ），…，ｔｎ，…） ∈ Σ ． （１２）

设非空开集 Ｕ⊂ Σ 是 ｔ的 ε 邻域，取充分大的 ｎ，使∑
∞

ｊ ＝ ｎ＋１
１ ／ ２ ｊ ＜ ε ／ ２，由于 ｆ的周期点在 Ｉ中

稠密，一定存在一个与 ｔｎ 接近 ｆ 的周期点 ｔｍ，假设其周期为 Ｎ，即 ｆ Ｎ（ ｔｍ） ＝ ｔｍ ．由反演极限的定

义和式（１２） 的关系可知，ｔｍ 的所有原像组成的序列中必存在一个序列是周期性的．取序列

　 　 ｔ－ ＝ （ ｆ ｎ（ ｔｍ）， ｆ ｎ－１（ ｔｍ），…，ｔｍ， ｆ Ｎ－１（ ｔｍ）， ｆ Ｎ－２（ ｔｍ），…，ｔｍ，…）， （１３）

则有 ｆ
　 Ｎ（ ｔ－） ＝ ｔ－ ．由 ｔｎ 与 ｔｍ 充分地接近及 ｆ 的连续性，所以

　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ ０
ｆ ｎ－ｊ（ ｔｎ） － ｆ ｎ－ｊ（ ｔｍ） ／ ２ ｊ ＜ ε ／ ２， 且 ∑

∞

ｊ ＝ ｎ＋１
１ ／ ２ ｊ ＝ １ ／ ２ｎ ＜ ε ／ ２

成立．
那么

　 　 ｄ（ ｔ－， ｔ－） ＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
ｆ ｎ－ｊ（ ｔｎ） － ｆ ｎ－ｊ（ ｔｍ） ／ ２ ｊ ≤

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ ０
ｆ ｎ－ｊ（ ｔｎ） － ｆ ｎ－ｊ（ ｔｍ） ／ ２ ｊ ＋ ∑

∞

ｊ ＝ ｎ＋１
１ ／ ２ ｊ ＜ ε ／ ２ ＋ ε ／ ２ ＝ ε ． （１４）

从而 ｔ ∈ Ｕ ⊂ Σ，所以 ｆ
　

的周期点在 Σ 中是稠密的．
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２．３　 证明 ｆ
　
在 Σ 上是拓扑传递的

设 Ｕ，Ｖ ⊂ Σ 且为非空开集，则存在 ｔ－ ∈ Ｖ 及一个小球形邻域 Ｏ（ ｔ－，δ） ⊂ Ｖ，对充分大的 ｎ，
使 １ ／ ２ｎ ＜ δ ／ ２，π ｎ 是开映射，π ｎ（Ｕ），π ｎ（Ｏ（ ｔ－，δ）） 是 Ｉ的两个非空开集．由于二次映射 ｆ在 Ｉ上
是拓扑传递的，故存在整数 ｋ， 使得

　 　 ｆ ｋ（π ｎ（Ｕ）） ∩ π ｎ（Ｏ（ ｔ－，δ）） ≠ ⌀，
取 ｔ－ ＝ （ ｔ０，ｔ１，ｔ２，…） ∈ Ｕ，ｓ－ ＝ （ ｓ ０，ｓ １，ｓ ２，…） ∈ Ｏ（ ｔ－，δ），使 ｆ ｋ（ ｔｎ） ＝ ｓ ｎ， 则有

　 　

ｆ ｋ（ ｔ ｊ） ＝ ｓ ｊ 　 　 （０ ≤ ｊ ≤ ｎ），

ｄ（ ｆ
　 ｋ（ ｔ－）， ｔ－） ≤ ｄ（ ｆ

　 ｋ（ ｔ－），ｓ－） ＋ ｄ（ ｓ－， ｔ－） ≤

　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ ０
ｄ（ ｆ

　 ｋ（ ｔ ｊ），ｓ ｊ） ／ ２ ｊ ＋ ∑
∞

ｊ ＝ ｎ＋１
ｄ（ ｆ

　 ｋ（ ｔ ｊ），ｓ ｊ） ／ ２ ｊ ＋ δ ／ ２ ＜ δ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１５）

所以 ｆ
　 ｋ（ ｔ－） ∈ Ｏ（ ｔ－，δ） ⊂ Ｖ，即 ｆ

　 ｋ（Ｕ） ∩ Ｖ ≠ ⌀，因而 ｆ
　

在 Σ 上是拓扑传递的．

３　 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 吸引子与二次映射的反演极限的关系

为了讨论 Λ的动力学性质，将单位区域Ｑ沿着水平方向纤维化，任意的点 ｐ∈Ｑ，Ｉｐ 表示过

ｐ 点的纤维．映射 Ｆ 沿着纤维方向是压缩的，所以有 Ｆ（ Ｉｐ） ⊂ ＩＦ（ｐ） ．

定义映射 φ： Σ → Λ
－
如下：任取 ｔ－ ＝ （ ｔ０，ｔ１，ｔ２，…） ∈ Σ，令 φ（ ｔ－） ＝ ｐ， 使得

　 　 Ｆ（ Ｉｔｋ＋１） ⊂ Ｉｔｋ， ｐ ∈∩
∞

ｋ ＝ ０
Ｆｋ（ Ｉｔｋ），

其中 Ｉｔｋ 为 Ｑ 上 ｔｋ 对应的纤维．

定理 ２　 φ 是（Σ， ｆ
　
） 到（Λ

－
，Ｆ） 的一个拓扑半共轭．

３．１　 证明 φ 􀳱 ｆ
　 ＝ Ｆ 􀳱 φ

任取 ｓ－ ＝ （ ｓ０，ｓ１，ｓ２，…） ∈ Σ，令 φ（ ｓ－） ＝ ｐ，即 ｐ ∈∩
∞

ｋ ＝ ０
Ｆｋ（ Ｉｓｋ），显然右边 Ｆ 􀳱 φ（ ｓ） ＝ Ｆ（ｐ），由

φ 的定义，左边

　 　 φ（ ｆ（ ｓ０），ｓ０，ｓ１，…） ＝ Ｉｆ（ ｓ０） ∩ ( ∩
∞

ｋ ＝ １
Ｆｋ（ Ｉｓｋ－１） ) ＝

　 　 　 　 Ｉｆ（ ｓ０） ∩ {Ｆ（ｐ） } ＝ Ｆ（ｐ）， （１６）

因此有 φ 􀳱 ｆ
　 ＝ Ｆ 􀳱 φ ．

３．２　 证明 φ 是 Σ 到 Λ
－
的一个满射

定义投影 π：Ｑ→ Ｉ，π（ ｚ） ＝ ｙ，∀ｚ ＝ （ｘ，ｙ） ∈ Ｑ，ｙ∈ Ｉ，有 ｆ（ｙ） ＝ πＦ（π －１（ｙ）），且当 ｋ→∞
时，Ｆｋ（π －１（π（ ｚ））） 的宽度趋于 ０．

取 ｐ∈Λ
－
，任意取一个序列（ｐ，Ｆ －１（ｐ），Ｆ －２（ｐ），…），其中 Ｆ －ｊ（ｐ） 是 ｐ的 ｊ阶原像之一，由于

Ｑ内任一点 ｘ，当 ｎ→∞ 时，Ｆｎ（ｘ） →Λ
－
，所以Ｆ －ｊ（ｐ） 必为Ｑ的某一纤维上的一点．此序列在 ｙ坐

标轴上的投影为 ｓ－ ＝ （ ｓ０，ｓ１，ｓ２，…），其中 ｓｋ ＝ πＦ －ｋ（ｐ），显然有 ｓｋ ＝ ｆ（ ｓｋ＋１），故 ｓ－ ∈ Σ．又由于对

任意的 ｋ∈Ｎ ＋，有Ｆ －ｋ（ｐ） ∈ Ｉｓｋ，即 ｐ∈Ｆｋ（ Ｉｓｋ），从而 ｐ∈∩
∞

ｋ ＝ ０
Ｆｋ（ Ｉｓｋ），由 ｆ（ ｓｋ＋１）＝ ｓｋ，可知Ｆ（ Ｉｓｋ＋１）

⊂ Ｉｓｋ，因为 Ｆ 沿着纤维方向压缩，故无穷交集 ∩
∞

ｋ ＝ ０
Ｆｋ（ Ｉｓｋ） 为一个点，所以

　 　 φ（ ｓ－） ＝∩
∞

ｋ ＝ ０
Ｆｋ（ Ｉｓｋ） ＝ ｐ， （１７）

６１２ 反演极限与 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 吸引子（Ⅰ）



这就证明了 φ 是一个满射．
３．３　 证明 φ 是连续的

任取两个序列 ｔ－ ＝ （ ｔ０，ｔ１，ｔ２，…），ｔ－′ ＝ （ ｔ ′０，ｔ ′１，ｔ ′２，…） ∈ Σ，令 φ（ ｔ－） ＝ ｐ，φ（ ｔ－′） ＝ ｐ′ ．不妨设

ｔｋ ＝ ｔ ′ｋ （ｋ ＝ ０，１，２，…，Ｎ），此时有 Ｉｔｋ ＝ Ｉｔ′ｋ（ｋ ＝ ０，１，２，…，Ｎ） ．又因为 Ｆ －ｋ（ｐ） ∈ Ｉｔｋ，Ｆ
－ｋ（ｐ′） ∈ Ｉｔ′ｋ

（ｋ ＝ ０，１，２，…，Ｎ） 成立，记 Ｉｔｋ ＝ Ｉｔ′ｋ ＝ Ｉｋ（ｋ ＝ ０，１，２，…，Ｎ） ．所以有 ｐ，ｐ′∈∩
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｆｋ（ Ｉｋ），由于映射

Ｆ 沿着纤维方向压缩，且压缩率小于 ｂ， 所以有

　 　 ℓ（∩
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｆｋ（ Ｉｋ）） ≤ ｂＮ，　 　 这里 ℓ 表示长度． （１８）

当 Ｎ → ∞ 时，ｄ（ｐ，ｐ′） → ０．因而 φ 是连续的．

综上可知 φ 是从（Σ， ｆ
　
） 到（Λ

－
，Ｆ） 的拓扑半共轭．

４　 结　 　 论

本文研究了二次映射的反演极限空间上移位映射的动力学性质，通过建立投影映射，将两

维的 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 映射降成一维的二次映射，运用反演极限空间理论研究 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 映射，证明了

二次映射的反演极限与 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 吸引子是拓扑半共轭的，由半共轭的性质，可知 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 吸
引子是 Ｄｅｖａｎｅｙ 意义下混沌的，进一步研究了 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 映射的动力学性质．
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