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摘要：　 文中研究非 Ｎｅｗｔｏｎ（牛顿）流体流变问题的混合型双曲抛物一阶偏微分方程的收敛性，采
用耦合的偏微分方程组（Ｃａｕｃｈｙ 流体方程、Ｐ⁃Ｔ ／ Ｔ 应力方程），模拟自由表面元或由过度拉伸元素

产生的流域．使用半离散有限元方法进行求解，对于含有时间变量的耦合方程，在空间上用有限元

法，利用三线性泛函来解决偏微分方程组的非线性；在时间上用 Ｅｕｌｅｒ（欧拉）格式，得出方程组的

收敛精度可达到 Ｏ（ｈ２ ＋ Δｔ） ．通过高性能计算的预估计和后估计得到方程的数值结果，并显示网

格变形的大小．
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引　 　 言

非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体力学是新兴的边缘科学，它是近四、五十年发展起来的，起源于高聚物加工

的需要，涉及广泛的工业领域，是力学、现代数学、化学和各工程科学的交叉与综合，特别是与

材料科学有着十分密切的联系，它是现代流体力学的重要分支，同时也是现代流变学的重要组

成部分．当今世界，从事化工、石油、水利、生物工程、轻工、食品材料科学的专家们对非 Ｎｅｗｔｏｎ
流体的研究越来越深入，应用也越来越广泛．非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体力学以其强大的生命力迅速发展．
蜂窝多孔结构材料的流变问题、橡胶流变问题在文献［１⁃２］中有详细论述．在关于非 Ｎｅｗｔｏｎ 材

料的研究中，科学家们发现 Ｍａｘｗｅｌｌ 方程可用于软固体材料（如尼龙、橡胶制品） ［３⁃５］ 制作流程

的非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体应力场计算．
在现代科学技术中非线性问题变得越来越重要，因为现在面临的问题常常是非线性介质

与材料（材料非线性），它们都导致非线性微分方程组．非线性问题可能出现一些线性问题所没

有的奇特性质和结构，如奇点、分岔、多解、孤立波等等，是一般线性方法所不能解决的．而有限

元方法是数值求解偏微分方程的一种有效方法．它是变分法、逼近论和分片多项式插值理论相

结合的产物．目前有限元方法已广泛应用于结构力学、流体力学、电磁学以及其它科学研究领

域，并且在各个工业部门，如飞机、轮船、油田开发等大型问题的设计计算，模拟仿真与优化方

面都已获得巨大的成功．
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有限元的收敛性是有限元方法研究中的一个热点，其中的积分恒等式和积分展开技术是

获得收敛的一种方法．对问题广泛的适用性与其它算法耦合的方便性是其特点，积分恒等式和

积分展开式在有限元以及混合有限元中得到很好的应用．有限元的收敛性很好地解决了非线

性方程在迭代计算过程中的收敛性问题．

１　 流固耦合方程及其变分

１．１　 流固耦合方程

在汽车短暂的碰撞过程中，汽车表面材料会出现非常大的变形［６］，接触表面会呈现出近

似流体的性质．Ｃａｕｃｈｙ 方程［７⁃８］用于计算应力流场中速度 ｕ 的变化，进而描述形变

　 　 ∂ｕ
∂ｔ

＝ １
ρ

Ñ·τ － ｕ·Ñｕ， （１）

其中 ｕ ＝ （ｕｘ，ｕｙ） Ｔ， τ ＝
τ ｘｘ τ ｘｙ

τ ｙｘ τ ｙｙ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 且 τ ｘｙ ＝ τ ｙｘ， ρ 是流体密度．

ＰＴＴ 本构方程（增加了非线性指数冲击项的 Ｍａｘｗｅｌｌ 方程［９⁃１０］，该指数冲击项是用来描述

非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体的特征） 是用于计算非 Ｎｅｗｔｏｎ 流体的应力场 τ 的分布和变化规律［１１］：

　 　 λ ∂τ
∂ｔ

＝ ２ηＤ － ｅｘｐ ελ
η ０

（τ ｘｘ ＋ τ ｙｙ）
é

ë
êê

ù

û
úú τ －

　 　 　 　 λ［ｕ·Ñτ － Ñｕ·τ － （Ñｕ·τ） Ｔ ＋ ξ［Ｄ·τ ＋ （Ｄ·τ） Ｔ］］，
其中 Ｄ ＝ （Ñｕ ＋ ÑｕＴ） ／ ２，Ｄ 是应变， ε 是伸长率， ξ 是切变因子， λ 是松弛因子， η 是粘度．将
ＰＴＴ 方程变形为

　 　 ∂τ
∂ｔ

＝ ２η
λ

Ｄ － １
λ

τ － ε
η ０

（τ ｘｘ ＋ τ ｙｙ）τ － ｕ·Ñτ ＋

　 　 　 　 １ － ξ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ［Ñｕ·τ ＋ （Ñｕ·τ） Ｔ］ － ξ

２
［τ·Ñｕ ＋ （τ·Ñｕ） Ｔ］ ． （２）

１．２　 流固耦合方程的变分

设 Ω 是 Ｒｄ 上的光滑有界区域， Γ ＝ Γ１ ∪Γ２ 是其边界．定义 Ｓ ＝ Γ × （０，Ｔ），设应变和应力

在滑动边界上为 ０， 即 ｕ·ｎ ｜ Γ１
＝ ０，ｕ·ｎ ｜ Γ２

＝ ０．当 ｔ ＝ ０ 时， ｕ０ ＝ ｕ（ｘ，０），τ０ ＝ τ（ｘ，０） ．
引入下面的空间：
　 　 Ｘ ＝ Ｈ１

０（Ω） ２ ＝ { ｕ ∈ Ｈ１（Ω） ２， ｕ·ｎ ｜ Γ１
＝ ０， ｕ ｜ Γ２

＝ ０ } ，
　 　 Ｙ ＝ Ｈ１

０（Ω） ２×２ ＝ { τ ∈ Ｈ１（Ω） ２×２， τ ｜ Γ ＝ ０ } ．
定义

　 　 Ｂ１（ｕ，ｖ，ｗ） ＝ ∫
Ω
ｕ·Ñｖ：ｗｄｘ，　 　 ∀ｕ，ｖ，ｗ ∈ Ｘ，

　 　 Ｂ２（ｕ，τ，σ） ＝ ∫
Ω
ｕ·Ñτ：σｄｘ，　 　 ∀ｕ ∈ Ｘ； τ，σ ∈ Ｙ，

　 　 ｂ（ｕ，τ，σ） ＝ ∫
Ω { １ － ξ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ［Ñｕ·τ ＋ （Ñｕ·τ） Ｔ］ －

　 　 　 　 ξ
２
［τ·Ñｕ ＋ （τ·Ñｕ） Ｔ］：σ } ｄｘ，　 　 ∀ｕ ∈ Ｘ； τ，σ ∈ Ｙ ．

显然 Ｂ１（·，·，·），Ｂ２（·，·，·），ｂ（·，·，·） 分别是 Ｘ × Ｘ × Ｘ，Ｘ × Ｙ × Ｙ，Ｘ × Ｙ × Ｙ 上的三线性
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泛函，并且有

　 　 Ｂ１（ｕ，ｖ，ｗ） ≤ ｃ‖ｕ‖‖ｖ‖‖ｗ‖ ≤ ｃ（‖Ñｕ‖‖ｖ‖ ＋ ‖Ñｖ‖‖ｕ‖）‖ｗ‖，
　 　 Ｂ２（ｕ，τ，σ） ≤ ｃ‖ｕ‖‖τ‖‖σ‖ ≤ ｃ（‖Ñｕ‖‖τ‖ ＋ ‖Ñτ‖‖ｕ‖）‖σ‖，
　 　 ｂ（ｕ，τ，σ） ≤ ｃ‖Ñｕ‖‖τ‖‖σ‖ ．

对于耦合方程组（１）和（２）， 求解 （ｕ，τ） ∈ （Ｘ，Ｙ）， 使得

　 　

（ｕｔ，ｗ） ＝ － １
ρ
（Ñｗ，τ） ＋ Ｂ１（ｕ，ｕ，ｗ） ＋ Ｑ（ｗ，τ），

（τ ｔ，ｖ） ＝ ２η
λ

（Ｄ，ｖ） － １
λ
（τ，ｖ） － ε

η ０
（（τ ｘｘ ＋ τ ｙｙ）τ，ｖ） －

　 　 Ｂ２（ｕ，τ，ｖ） ＋ ｂ（ｕ，τ，ｖ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（３）

这里

　 　 Ｑ（ｗ，τ） ＝ ∫
Γ
［ｗｘτ ｘｘｃｏｓ（ｎ，ｘ） ＋ ｗｙτ ｙｙｃｏｓ（ｎ，ｙ）］ｄｓ，

其中 （ｎ，ｘ） 及（ｎ，ｙ） 分别是边界 Γ 上的法向量 ｎ 与两正向坐标轴的夹角．

２　 对于耦合方程的有限元分析

对求解区域进行四边形剖分， 记 ｈＫ 为单元Ｋ的直径， ｈ ＝ｍａｘ { ｈＫ } ，得到有限元空间（Ｘｈ，
Ｙｈ） ．在这里 Ｘｈ ＝ Ｐｍ（Ω） ２ ∩ Ｘ，Ｙｈ ＝ Ｐｍ（Ω） ２×２ ∩ Ｙ，其中 Ｐｍ（Ω） 表示定义在Ω上的所有次数小

于等于 ｍ 的多项式集合， 显然（Ｘｈ，Ｙｈ） ⊂ （Ｘ，Ｙ） ．

假设 １　 存在一个映射 Ｘ：ｕ → ｕ－ ∈ Ｘｈ，使得（Ñ（ｕ － ｕ－），ｖ） ＝ ０， 并且满足

　 　 ‖ｕ － ｕ－‖ｌ ≤ ｃｈｍ＋１－ｌ‖ｕ‖ｍ＋１，　 　 ｌ ＝ ０，１；
假设 ２　 存在逆不等式 ‖Ñｕｈ‖ ≤ ｃｈ －１‖ｕｈ‖；

假设 ３　 存在有限元投影 ｕ－，满足（Ñ（ｕ － ｕ－），ｖｈ） ＝ ０．
耦合问题的弱解形式是寻求 （ｕｈ，τｈ） ∈ Ｘｈ × Ｙｈ，对一切 ｔ ∈ （０，Ｔ） 满足

　 　

（ｕｈ，ｔ，ｗ） ＝ － １
ρ
（Ñｗ，τｈ） ＋ Ｂ１（ｕｈ，ｕｈ，ｗ） ＋ Ｑ（ｗ，τｈ），

（τｈ，ｔ，ｖ） ＝ ２η
λ

（Ｄｈ，ｖ） － １
λ
（τｈ，ｖ） － ε

η ０
（（τ ｘｘ ＋ τ ｙｙ）τｈ，ｖ） －

　 　 Ｂ２（ｕｈ，τｈ，ｖ） ＋ ｂ（ｕｈ，τｈ，ｖ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（４）

定理 １　 设耦合问题的解为 （ｕ，τ），（ｕｈ，τｈ） 是该问题的 ｍ 次有限元解， 存在正常数 ｃ２，
对于任意的 ｔ 满足 １ ／ λ ＋ εｃ２ ／ η ０ ＋ ｃ２ｈ

－１ ＜ Ｔ －３ ／ ２， 则有收敛性预估计：

　 　 ‖ｕ － ｕｈ‖ ≤
ｃ１Ｔ３ ／ ２ｈｍ ＋ ｃ３Ｔ３ ／ ２ｈｍ－１

１ － １
Ｂ

ｃηｈ －２

ρλ
＋ ｃηｈ －３

λ
＋ ｃｈ －１

ρ
＋ ｃｈ －２æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｔ３

＋ ｃｈｍ，

　 　 ‖τ － τｈ‖ ≤ １ ＋ η
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｃＴ３ｈｍ－１ ＋ ｃＴ３ｈｍ－２

Ｂ － ｃηｈ －２

ρλ
＋ ｃηｈ －３

λ
＋ ｃｈ －１

ρ
＋ ｃｈ －２æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｔ３

＋ ｃＴ３ ／ ２ｈｍ－１

Ｂ
，

其中 Ｂ ＝ １ － １
λ

－
εｃ２
η ０

－ ｃ２ｈ
－１æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｔ３ ／ ２，ｃ，ｃ１，ｃ３ 为正常数．
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证明　 记 ｅ１ ＝ ｕ － ｕｈ ＝ ｕ － ｕ－ ＋ ｕ－ － ｕｈ ＝ ｅ∗
１ ＋ θ１，ｅ２ ＝ τ － τｈ ．将式（３）、（４）相减得

　 　

（θ１，ｔ，ｗ） ＝ － １
ρ
（Ñｗ，τ － τｈ） ＋ Ｂ１（ｕ － ｕｈ，ｕｈ，ｗ） ＋

　 　 Ｂ１（ｕ，ｕ － ｕｈ，ｗ） － （ｅ∗
１，ｔ，ｗ） ＋ Ｑ（ｗ，τ － τｈ），

（ｅ２，ｔ，ｖ） ＝ ２η
λ

（Ｄ － Ｄｈ，ｖ） － １
λ
（τ － τｈ，ｖ） －

　 　 ε
η ０

［（（τ ｘｘ ＋ τ ｙｙ）（τ － τｈ） ＋ （τ ｘｘ ＋ τ ｙｙ － τ ｘｘ，ｈ － τ ｙｙ，ｈ）τｈ，ｖ）］ －

　 　 Ｂ２（ｕ － ｕｈ，τ，ｖ） － Ｂ２（ｕｈ，τ － τｈ，ｖ） ＋ ｂ（ｕ － ｕｈ，τ，ｖ） ＋ ｂ（ｕｈ，τ － τｈ，ｖ），

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

其中

　 　 Ｑ（ｗ，τ － τｈ） ＝ ∫
Γ
［ｗｘ（τ ｘｘ － τ ｘｘ，ｈ）ｃｏｓ（ｎ，ｘ） ＋ ｗｙ（τ ｙｙ － τ ｙｙ，ｈ）ｃｏｓ（ｎ，ｙ）］ｄｓ ≤

　 　 　 　 ∫
Γ
ｗｙ（τ ｙｙ － τ ｘｘ ＋ τ ｘｘ，ｈ － τ ｙｙ，ｈ）ｃｏｓ（ｎ，ｙ）ｄｓ ．

由 Ｈöｌｄｅｒ 不等式：

　 　 Ｑ（ｗ，τ － τｈ） ≤ [∫
Γ

ｗｙ
２ｄｓ ]

１ ／ ２

[∫
Γ

τ － τｈ
２ｄｓ ]

１ ／ ２
≤ ｃ‖ｗ‖１‖τ － τｈ‖１，

故有

　 　

（θ１，ｔ，ｗ） ≤－ １
ρ
（Ñｗ，τ － τｈ） ＋ Ｂ１（ｕ － ｕｈ，ｕｈ，ｗ） ＋ Ｂ１（ｕ，ｕ － ｕｈ，ｗ） －

　 　 （ｅ∗
１，ｔ，ｗ） ＋ ｃ‖ｗ‖１‖τ － τｈ‖１，

（ｅ２，ｔ，ｖ） ＝ ２η
λ

（Ｄ － Ｄｈ，ｖ） － １
λ
（τ － τｈ，ｖ） －

　 　 ε
η ０

［（（τ ｘｘ ＋ τ ｙｙ）（τ － τｈ） ＋ （τ ｘｘ ＋ τ ｙｙ － τ ｘｘ，ｈ － τ ｙｙ，ｈ）τｈ，ｖ）］ －

　 　 Ｂ２（ｕ － ｕｈ，τ，ｖ） － Ｂ２（ｕｈ，τ － τｈ，ｖ） ＋ ｂ（ｕ － ｕｈ，τ，ｖ） ＋ ｂ（ｕｈ，τ － τｈ，ｖ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

令 ｗ ＝ θ１，ｔ，ｖ ＝ ｅ２，ｔ， 则

　 　

（θ１，ｔ，θ１，ｔ） ＝ － １
ρ
（Ñθ１，ｔ，ｅ２） ＋ Ｂ１（ｅ１，ｕｈ，θ１，ｔ） ＋

　 　 Ｂ１（ｕ，θ１，θ１，ｔ） － （ｅ∗
１，ｔ，θ１，ｔ） ＋ ｃ‖θ１，ｔ‖１‖ｅ２‖１，

（ｅ２，ｔ，θ２，ｔ） ＝ ２η
λ

（Ｄ（θ１），ｅ２，ｔ） － １
λ
（ｅ２，ｅ２，ｔ） －

　 　 ε
η ０

［（（τ ｘｘ ＋ τ ｙｙ）ｅ２ ＋ （τ ｘｘ ＋ τ ｙｙ － τ ｘｘ，ｈ － τ ｙｙ，ｈ）τｈ，ｅ２，ｔ）］ －

　 　 Ｂ２（ｅ１，τ，ｅ２，ｔ） － Ｂ２（ｕｈ，ｅ２，ｅ２，ｔ） ＋ ｂ（ｅ１，τ，ｅ２，ｔ） ＋ ｂ（ｕｈ，ｅ２，ｅ２，ｔ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

利用假设 １～３，可以得到

　 　 ‖θ１，ｔ‖２ ≤ ｃｈ －１

ρ
‖θ１，ｔ‖·‖ｅ２‖ ＋

　 　 　 　 ｃｈ －１（‖ｕｈ‖ ＋ ‖ｕ‖）‖θ１，ｔ‖·‖ｅ１‖ ＋ ‖ｅ∗
１，ｔ‖·‖θ１，ｔ‖ ＋ ｃｈ －２‖ｅ２‖，

　 　 ‖ｅ２，ｔ‖２ ≤ ｃｈ －１η
λ

‖θ１‖·‖ｅ２，ｔ‖ ＋ １
λ
‖ｅ２‖·‖ｅ２，ｔ‖ ＋
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　 　 　 　 ｃε
η ０

（‖τ‖ ＋ ‖τｈ‖）‖ｅ２‖·‖ｅ２，ｔ‖ ＋ ｃｈ －１［‖τ‖·‖ｅ１‖·‖ｅ２，ｔ‖ ＋

　 　 　 　 ‖ｕｈ‖·‖ｅ２‖·‖ｅ２，ｔ‖ ＋ ‖θ１‖·‖τ‖·‖ｅ２，ｔ‖］ ．
化简后得到

　 　 ‖θ１，ｔ‖ ≤ ｃｈ －１

ρ
‖ｅ２‖ ＋ ｃｈ －１（‖ｕｈ‖ ＋ ‖ｕ‖）‖ｅ１‖ ＋ ‖ｅ∗

１，ｔ‖ ＋ ｃｈ －２‖ｅ２‖ ≤

　 　 　 　 ｃｈ －１

ρ
‖ｅ２‖ ＋ ｃｈ －１‖ｅ１‖ ＋ ‖ｅ∗

１，ｔ‖ ＋ ｃｈ －２‖ｅ２‖，

　 　 ‖ｅ２，ｔ‖ ≤ ｃｈ －１η
λ

‖θ１‖ ＋ １
λ
‖ｅ２‖ ＋ ｃε

η ０
（‖τ‖ ＋ ‖τｈ‖）‖ｅ２‖ ＋

　 　 　 　 ｃｈ －１［‖τ‖·‖ｅ１‖ ＋ ‖ｕｈ‖·‖ｅ２‖ ＋ ‖θ１‖·‖τ‖］，

　 　 ‖ｅ２，ｔ‖ ≤ ｃｈ －１η
λ

‖θ１‖ ＋ １
λ
‖ｅ２‖ ＋

ｃ２ε
η ０

‖ｅ２‖ ＋

　 　 　 　 ｃ２ｈ
－１［‖ｅ１‖ ＋ ‖θ１‖］ ＋ ｃ２ｈ

－１‖ｅ２‖ ．

利用 ‖θ（ ｔ）‖２ ≤ Ｔ ∫ｔ
０
‖θ ｔ‖２ｄｔ， 可以得到

　 　 ‖θ１（ ｔ）‖ ≤ ｃｈ －１Ｔ３ ／ ２

ρ
＋ ｃｈ －２Ｔ３ ／ ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｅ２‖ ＋ ｃｈ －１Ｔ３ ／ ２‖ｅ１‖ ＋ ｃＴ３ ／ ２ｈｍ， （５）

　 　 ‖ｅ２（ ｔ）‖ ≤ ｃｈ －１ηＴ３ ／ ２

λ
‖θ１‖ ＋ １

λ
＋
εｃ２
η ０

＋ ｃ２ｈ
－１æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｔ３ ／ ２‖ｅ２‖ ＋

　 　 　 　 ｃ２ｈ
－１Ｔ３ ／ ２［‖ｅ１‖ ＋ ‖θ１‖］， （６）

　 　 １ － １
λ

－
εｃ２
η ０

－ ｃ２ｈ
－１æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｔ３ ／ ２é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ‖ｅ２（ ｔ）‖ ≤

　 　 　 　 ｃηｈ －１Ｔ３ ／ ２

λ
‖θ１‖ ＋ ｃ２ｈ

－１Ｔ３ ／ ２［‖ｅ１‖ ＋ ‖θ１‖］ ． （７）

令　 　 　 １ － １
λ

－
εｃ２
η ０

－ ｃ２ｈ
－１æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｔ３ ／ ２ ＝ Ｂ ．

将式（７）代入式（５）， 并利用 ‖ｅ１‖ ≤ ‖θ１‖ ＋ ｃｈｍ， 得到

　 　 ‖θ１（ ｔ）‖ ≤

　 　 　 　 １
Ｂ

ｃｈ －１Ｔ３ ／ ２

ρ
＋ ｃｈ －２Ｔ３ ／ ２æ

è
ç

ö

ø
÷

ｃηｈ －１Ｔ３ ／ ２

λ
‖θ１‖ ＋ ｃ２ｈ

－１Ｔ３ ／ ２［‖ｅ１‖ ＋ ‖θ１‖］{ } ＋

　 　 　 　 ｃｈ －１Ｔ３ ／ ２‖ｅ１‖ ＋ ｃＴ３ ／ ２ｈｍ ≤

　 　 　 　 １
Ｂ

ｃｈ －１Ｔ３ ／ ２

ρ
＋ ｃｈ －２Ｔ３ ／ ２æ

è
ç

ö

ø
÷

ｃηｈ －１Ｔ３ ／ ２

λ
‖θ１‖ ＋ ｃＴ３ ／ ２‖θ１‖

é

ë
êê

ù

û
úú ＋

　 　 　 　 ｃＴ３ ／ ２ｈｍ ＋ ｃＴ３ ／ ２ｈｍ－１，
所以

　 　 ‖θ１（ ｔ）‖ ≤ ｃＴ３ ／ ２ｈｍ ＋ ｃＴ３ ／ ２ｈｍ－１

１ － １
Ｂ

ｃηｈ －２

ρλ
＋ ｃηｈ －３

λ
＋ ｃｈ －１

ρ
＋ ｃｈ －２æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｔ３

，

　 　 ‖ｅ１（ ｔ）‖ ≤ ‖θ１（ ｔ）‖ ＋ ｃｈｍ ≤
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ｃ１Ｔ３ ／ ２ｈｍ ＋ ｃ３Ｔ３ ／ ２ｈｍ－１

１ － １
Ｂ

ｃηｈ －２

ρλ
＋ ｃηｈ －３

λ
＋ ｃｈ －１

ρ
＋ ｃｈ －２æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｔ３

＋ ｃｈｍ ． （８）

将式（８）代入式（７）可得

　 　 ‖ｅ２（ ｔ）‖ ≤ １ ＋ η
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｃＴ３ｈｍ－１ ＋ ｃＴ３ｈｍ－２

Ｂ － ｃηｈ －２

ρλ
＋ ｃηｈ －３

λ
＋ ｃｈ －１

ρ
＋ ｃｈ －２æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｔ３

＋ ｃＴ３ ／ ２ｈｍ－１

Ｂ
．

证毕．

３　 对时间的 Ｅｕｌｅｒ 格式

对于应力、应变在时间 ｔ 上的变化，采用差分格式，设 ０ ＝ ｔ０ ＜ ｔ１ ＜ … ＜ ｔＮ ＝ Ｔ，并记 Ｉｎ ＝

（ ｔｎ－１，ｔｎ），ｋｎ ＝ ｔｎ － ｔｎ－１ 为时间步长， ｋ ＝ ｍａｘ ｋｎ ．记 Ｕｎ，τｎ 为初边值问题真解 ｕ（ｘ，ｔ），τ（ｘ，ｔ） 在

节点 ｔｎ（ｎ ＝ １，２，…，Ｎ） 的近似值， 并且对于初值

　 　 ‖Ｕ０
ｈ － Ｕ０‖ ≤ ｃｈｍ＋１－ｌ‖Ｕ０‖ｍ＋１，　 　 ｌ ＝ ０，１，

　 　 ‖τ０
ｈ － τ０‖ ≤ ｃｈｍ＋１－ｌ‖τ０‖ｍ＋１， ｌ ＝ ０，１．

在时间上采用 Ｅｕｌｅｒ 向后差分格式， 求 （Ｕｎ，τｎ） ∈ （Ｘｈ，Ｙｈ），（ｎ ＝ １，２，…，Ｎ） 满足

　 　

Ｕｎ － Ｕｎ－１

ｋｎ
，ｗæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － １

ρ
（Ñｗ，τｎ） ＋ Ｂ１（Ｕｎ，Ｕｎ，ｗ） ＋ Ｑ（ｗ，τｎ），

τｎ － τｎ－１

ｋｎ
，ｖæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ２η

λ
（Ｄ（Ｕｎ），ｖ） － １

λ
（τｎ，ｖ） －

　 　 ε
η ０

（（τ ｎ
ｘｘ ＋ τ ｎ

ｙｙ）τｎ，ｖ） － Ｂ２（Ｕｎ，τｎ，ｖ） ＋ ｂ（Ｕｎ，τｎ，ｖ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（９）

为了简化记法，下面的 ｕ ＝ ｕ（ ｔｎ），τ ＝ τ（ ｔｎ）， 由式（３）和（９）可得

　 　

Ｕｎ － Ｕｎ－１

ｋｎ

－ ｕｔ，ｗ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － １

ρ
（Ñｗ，τｎ － τ） ＋

　 　 Ｂ１（Ｕｎ － ｕ，ｕ，ｗ） ＋ Ｂ１（Ｕｎ，Ｕｎ － ｕ，ｗ） ＋ Ｑ（ｗ，τｎ － τ），

τｎ － τｎ－１

ｋｎ

－ τ ｔ，ｖ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ２η

λ
（Ｄ（Ｕｎ － ｕ），ｖ） － １

λ
（τｎ － τ，ｖ） －

　 　 ε
η ０

（（τ ｎ
ｘｘ ＋ τ ｎ

ｙｙ）τｎ － （τ ｘｘ ＋ τ ｙｙ）τ，ｖ） ＋ Ｂ２（ｕ － Ｕｎ，τ，ｖ） ＋

　 　 Ｂ２（Ｕｎ，τ － τｎ，ｖ） ＋ ｂ（Ｕｎ － ｕ，τ，ｖ） ＋ ｂ（Ｕｎ，τｎ － τ，ｖ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

定理 ２　 设 ｕ，τ 为方程的精确解， 而 {Ｕｎ，τｎ } 是式（４）定义的近似解， 则有后估计：

　 　 ｑｎ － ｃ（ｈ －２ｋ２ ＋ ρｋｈ －３）（λ ＋ η）
（１ － ｃ１ｈ

－１ｋ）ρλ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖τｎ － τ（ ｔｎ）‖ ≤

　 　 　 　 ｃｋ∫ｔ ｎ
０
‖τ ｔｔ（ ｓ）‖ｄｓ ＋ ｃｈ －１ｋ（λ ＋ η）

（１ － ｃ１ｈ
－１ｋ）λ ( ｋ∫ｔ ｎ

０
‖ｕｔｔ（ ｓ）‖ｄｓ ＋ ｃｈｍ＋１‖ｕ０‖ｍ＋１ ) ＋

　 　 　 　 ｃｈｍ＋１‖τ０‖ｍ＋１，

　 　 （１ － ｃ１ｈ
－１ｋ） ｎ － ｃｈ －２ｋ２（λ ＋ η）

ρｑλ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖Ｕｎ － ｕ（ ｔｎ）‖ ≤
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　 　 　 　 ｃｋ∫ｔ ｎ
０
‖ｕｔｔ（ ｓ）‖ｄｓ ＋ ｃ（ｈ －１ｋ ＋ ρｈ －２）

ρｑ ( ｋ∫ｔ ｎ
０
‖τ ｔｔ（ ｓ）‖ｄｓ ＋ ｃｈｍ＋１‖τ０‖ｍ＋１ ) ＋

　 　 　 　 ｃｈｍ＋１‖ｕ０‖ｍ＋１，
其中 ｃ１ 满足 ｃ１ｈ

－１ｋ ＜ １．
证明　 令 ｅｎ ＝ Ｕｎ － ｕ（ ｔｎ），θｎ ＝ τｎ － τ（ ｔｎ）， 引入差分格式：

　 　 ∂
－
ｔｅｎ ＝ ｅｎ － ｅｎ－１

ｋｎ
， ∂

－
ｔθｎ ＝ θｎ － θｎ－１

ｋｎ
．

首先考虑 Ｃａｕｃｈｙ 方程

　 　 （∂
－
ｔｅｎ，ｗ） ＝ － １

ρ
（Ñｗ，τｎ － τ） ＋

　 　 　 　 Ｂ１（Ｕｎ － ｕ，ｕ，ｗ） ＋ Ｂ１（Ｕｎ，Ｕｎ － ｕ，ｗ） ＋ Ｑ（ｗ，τｎ － τ） － （Ｒｎ，ｗ），

其中　 　 Ｒｎ ＝
ｕ（ ｔｎ） － ｕ（ ｔｎ－１）

ｋｎ

－ ｕｔ（ ｔｎ） ＝ ∂
－
ｔｕ（ ｔｎ） － ｕｔ（ ｔｎ） ．

令 ｗ ＝ ｅｎ，由于（∂
－
ｔｅｎ，ｅｎ） ＝ （‖ｅｎ‖２ － （ｅｎ－１，ｅｎ）） ／ ｋｎ， 利用定理 １ 类似的过程，可以得到

　 　 ‖ｅｎ‖２ ≤ ‖ｅｎ－１‖‖ｅｎ‖ ＋ ｋｎ‖Ｒｎ‖‖ｅｎ‖ ＋

　 　 　 　
ｃ１ｈ

－１ｋｎ

ρ
‖ｅｎ‖‖θｎ‖ ＋ ｃ１ｈ

－１ｋｎ‖ｅｎ‖２ ＋ ｃｈ －２‖θｎ‖‖ｅｎ‖，

这里的常数 ｃ１ 满足 ｃ１ｈ
－１ｋ ＜ １， 即

　 　 ‖ｅｎ‖ ≤ ‖ｅｎ－１‖ ＋ ｋｎ‖Ｒｎ‖ ＋
ｃ１ｈ

－１ｋｎ

ρ
‖θｎ‖ ＋ ｃ１ｈ

－１ｋｎ‖ｅｎ‖ ＋ ｃｈ －２‖θｎ‖，

　 　 （１ － ｃ１ｈ
－１ｋ）‖ｅｎ‖ － ‖ｅｎ－１‖ ≤ ｋｎ‖Ｒｎ‖ ＋

ｃ１ｈ
－１ｋｎ ＋ ｃρｈ －２

ρ
‖θｎ‖ ．

逐步递推可得

　 　 （１ － ｃ１ｈ
－１ｋ） ｎ‖ｅｎ‖ － ‖ｅ０‖ ≤

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（１ － ｃ１ｈ

－１ｋ） ｊ －１ｋ ｊ‖Ｒ ｊ‖ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（１ － ｃ１ｈ

－１ｋ） ｊ －１ ｃ１ｈ
－１ｋｎ ＋ ｃρｈ －２

ρ
‖θ ｊ‖ ≤

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｋ ｊ‖Ｒ ｊ‖ ＋

ｃ１ｈ
－１ｋｎ ＋ ｃρｈ －２

ρ
‖θｎ‖ ．

由于

　 　 Ｒ ｊ ＝
ｕ（ ｔ ｊ） － ｕ（ ｔ ｊ －１）

ｋ ｊ

－ ｕｔ（ ｔ ｊ） ＝ － ｋ －１
ｊ ∫ｔ ｊ

ｔ ｊ －１
（ ｓ － ｔ ｊ －１）ｕｔｔ（ ｓ）ｄｓ，

　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｋ ｊ‖Ｒ ｊ‖ ≤ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
∫ｔ ｊ
ｔ ｊ －１

（ ｓ － ｔ ｊ －１）ｕｔｔ（ ｓ）ｄｓ ≤ ｃｋ∫ｔ ｎ
０
‖ｕｔｔ（ ｓ）‖ｄｓ，

所以

　 　 （１ － ｃ１ｈ
－１ｋ） ｎ‖ｅｎ‖ － ‖ｅ０‖ ≤

　 　 　 　 ｃｋ∫ｔ ｎ
０
‖ｕｔｔ（ ｓ）‖ｄｓ ＋

ｃ１ｈ
－１ｋｎ ＋ ｃρｈ －２

ρ
‖θｎ‖ ． （１０）

最后研究 ＰＴＴ 方程的后估计：

　 　 （∂
－
ｔθｎ，ｖ） ＝ ２η

λ
（Ｄ（ｅｎ），ｖ） － １

λ
（θｎ，ｖ） － ε

η ０
（（τ ｎ

ｘｘ ＋ τ ｎ
ｙｙ）τｎ － （τ ｘｘ ＋ τ ｙｙ）τ，ｖ） ＋
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　 　 　 　 Ｂ２（ｕ － Ｕｎ，τ，ｖ） ＋ Ｂ２（Ｕｎ，τ － τｎ，ｖ） ＋ ｂ（Ｕｎ － ｕ，τ，ｖ） ＋
　 　 　 　 ｂ（Ｕｎ，τｎ － τ，ｖ） － （Ｒｎ，ｗ），

其中　 　 Ｒｎ ＝
τ（ ｔｎ） － τ（ ｔｎ－１）

ｋｎ

－ τ ｔ（ ｔｎ） ＝ ∂
－
ｔτ（ ｔｎ） － τ ｔ（ ｔｎ） ．

令 ｖ ＝ θｎ 由于（∂
－
ｔθｎ，θｎ） ＝ （‖θｎ‖２ － （θｎ－１，θｎ）） ／ ｋｎ， 利用定理 １ 类似的过程， 可以得到

　 　 １
ｋｎ

‖θｎ‖２ ≤
ｃ２ηｈ

－１

λ
‖ｅｎ‖‖θｎ‖ ＋

ｃ２ε
η ０

－ １
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖θｎ‖２ ＋

　 　 　 　 ｃ２ｈ
－１（‖ｅｎ‖ ＋ ‖θｎ‖）‖θｎ‖ ＋ １

ｋｎ
‖θｎ‖‖θｎ－１‖ ＋ ‖θｎ‖‖Ｒｎ‖，

　 　 ‖θｎ‖ ≤ ｋｎ

æ

è
çç
ｃ２ηｈ

－１

λ
‖ｅｎ‖ ＋

ｃ２ε
η ０

－ １
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖θｎ‖ ＋

　 　 　 　 ｃ２ｈ
－１（‖ｅｎ‖ ＋ ‖θｎ‖） ＋ ‖Ｒｎ‖

ö

ø
÷÷ ＋ ‖θｎ－１‖ ．

整理得到

　 　 １ － ｋｎ

ｃ２ε
η ０

－ １
λ

＋ ｃ２ｈ
－１æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖θｎ‖ － ‖θｎ－１‖ ≤

　 　 　 　 ｋｎ‖Ｒｎ‖ ＋ ｃ２ｈ
－１ ＋

ｃ２ηｈ
－１

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｋｎ‖ｅｎ‖，

这里　 　 ｋ
ｃ２ε
η ０

－ １
λ

＋ ｃ２ｈ
－１æ

è
ç

ö

ø
÷ ＜ １．

令　 　 　 ｑ ＝ １ － ｋｎ

ｃ２ε
η ０

－ １
λ

＋ ｃ２ｈ
－１æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

逐步递推可得

　 　 ｑｎ‖θｎ‖ － ‖θ０‖ ≤

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｑ ｊ －１ｋ ｊ‖Ｒ ｊ‖ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｑ ｊ －１ ｃ２ｈ

－１ ＋
ｃ２ηｈ

－１

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｋｎ‖ｅ ｊ‖ ≤

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｋ ｊ‖Ｒ ｊ‖ ＋ ｃｈ －１ １ ＋ η

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｋ‖ｅｎ‖ ．

由于

　 　 Ｒ ｊ ＝
τ（ ｔ ｊ） － τ（ ｔ ｊ －１）

ｋ ｊ

－ τ ｔ（ ｔ ｊ） ＝ － ｋ －１
ｊ ∫ｔ ｊ

ｔ ｊ －１
（ ｓ － ｔ ｊ －１）τ ｔｔ（ ｓ）ｄｓ，

　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｋ ｊ‖Ｒ ｊ‖ ≤ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
‖∫ｔ ｊ

ｔ ｊ －１
（ ｓ － ｔ ｊ －１）τ ｔｔ（ ｓ）ｄｓ‖ ≤ ｃｋ∫ｔ ｎ

０
‖τ ｔｔ（ ｓ）‖ｄｓ，

所以

　 　 ｑｎ‖θｎ‖ － ‖θ０‖ ≤ ｃｋ∫ｔ ｎ
０
‖τ ｔｔ（ ｓ）‖ｄｓ ＋ ｃｈ －１ １ ＋ η

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｋ‖ｅｎ‖ ． （１１）

由式（１０）和（１１）可得后估计：

　 　 ｑｎ － ｃ（ｈ －２ｋ２ ＋ ρｋｈ －３）（λ ＋ η）
（１ － ｃ１ｈ

－１ｋ）ρλ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖θｎ‖ － ‖θ０‖ ≤
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　 　 　 　 ｃｋ∫ｔ ｎ
０
‖τ ｔｔ（ ｓ）‖ｄｓ ＋ ｃｈ －１ｋ（λ ＋ η）

（１ － ｃ１ｈ
－１ｋ）λ ( ｋ∫ｔ ｎ

０
‖ｕｔｔ（ ｓ）‖ｄｓ ＋ ‖ｅ０‖ )，

　 　 （１ － ｃ１ｈ
－１ｋ） ｎ － ｃｈ －２ｋ２（λ ＋ η）

ρｑλ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｅｎ‖ － ‖ｅ０‖ ≤

　 　 　 　 ｃｋ∫ｔ ｎ
０
‖ｕｔｔ（ ｓ）‖ｄｓ ＋ ｃ（ｈ －１ｋ ＋ ρｈ －２）

ρｑ ( ｋ∫ｔ ｎ
０
‖τ ｔｔ（ ｓ）‖ｄｓ ＋ ‖θ０‖ ) ．

证毕．

４　 数 值 试 验

采用九点双二次型 Ｌａｇｒａｎｇｅ 形函数作为有限元基函数来求解耦合方程组，在时间上使用

Ｅｕｌｅｒ 差分格式进行数值计算．由于该耦合方程组的复杂性，我们不能得到它的精确解．利用本

文的算法给出 ‖Ｕｎ － Ｕｎ－１‖ 的后估计数值结果，见下表 １ 所示．
表 １　 误差分析

Ｔａｂｌｅ １　 Ｅｒｒｏｒ ａｎａｌｙｓｉｓ

ｓａｍｐｌｅ
ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ｎ

６ ７ ８ １０ １１

１ ０．０００ ３３７ ０８ ０．０００ ２２９ ９８ ０．０００ ２６７ ６ ０．０００ ５７４ ２９ ０．０００ ３７５ ６９

２ ８．８２０ ８Ｅ－００５ ４．５５９ ５Ｅ－００５ ４．６１８ １Ｅ－００５ ８．０９８ ５Ｅ－００５ ４．８７６ Ｅ－００５

３ －５．０６９ ３Ｅ－００５ －２．０５６Ｅ－００５ －１．８４１ ２Ｅ－００５ －３．０７８ ２Ｅ－００５ －１．３６７ ６Ｅ－００５

４ ８．７４５ ６Ｅ－００６ ６．６７４Ｅ－００５ ０．０００ １１３ ５８ ０．０００ ２３３ ９８ ０．０００ ３１０ ４

５ ５．９９７ ８Ｅ－００５ ６．９４３ ７Ｅ－００５ ７．４４２ ８Ｅ－００５ ９．１４３ ７Ｅ－００５ ９．１６９ １Ｅ－００５

６ －３．５４８ ６Ｅ－００５ －３．３８９ ５Ｅ－００５ －３．０１１ ４Ｅ－００５ －２．８５５ ５Ｅ－００５ －２．０４６Ｅ－００５

７ －１．８５２ ４Ｅ－００５ ４．１０７ ８Ｅ－００６ ３．４１７ ５Ｅ－００５ ３．９８２ ３Ｅ－００５ ０．０００ １３４ ８８

８ ３．５１５ ８Ｅ－００５ ３．７３９ ４Ｅ－００５ ４．０８２ ２Ｅ－００５ ３．１５５ ２Ｅ－００５ ５．５２９ ５Ｅ－００５

９ －２．１４８Ｅ－００５ －２．３７２ ９Ｅ－００５ －２．４２２ ６Ｅ－００５ －１．５３９ ７Ｅ－００５ －２．８８Ｅ－００５

图 １　 网格变形结果

Ｆｉｇ．１　 Ｍｅｓｈ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔ

　 　 由上表可以看出，误差都小于 ０．００１．根据上面的理论，误差到达 ３ 阶精度，理论结果与数

据实验结果相符合．增加网格数量，能更加直观地看出网格的变形．图 １ 是时间步长 Δｔ ＝ １，速
度值从 Ｕ ＝ ０．０４ 变到 Ｕ ＝ ０ 时，网格的最终形态．见图 １．

０２４ 流变计算的高性能有限元收敛性分析



５　 总　 　 结

本文使用宏观尺度方法研究非 Ｎｅｗｔｏｎ 流变问题．使用非线性偏微分耦合方程组描述非

Ｎｅｗｔｏｎ 流域的形变和应力变化，该方程组使用半离散有限元方法求解．从本文可以看到，解的

整体光滑性不仅依赖于初值和边值的光滑性，以及它们在连接面上的高阶协调性，而且这些数

据的不光滑性能传播到区域内部，解没有磨光性质．由于这些光滑和协调条件一般不容易满

足，因此解的光滑性一般不高．在一定光滑性条件下，可以获得它的高性能计算收敛性估计．
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２２４ 流变计算的高性能有限元收敛性分析


