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摘要：　 提出了一种分析一般起升机构吊重轨迹偏差的系统化方法．通过系统平衡方程与协调条件

建立了系统位移、钢丝绳拉力等参数所满足的一阶微分方程．详细讨论了方程中涉及的各种变量的

性质和计算方法，得到了空间滑轮公切点位移和速度、钢丝绳拉力方向及其变化率，给出了卷筒参

数协调条件、系统绳长协调条件，并提出了一种求解空间滑轮角速度的方法．滑轮的转动方向决定

了其两端拉力关系，然而微分方程求解过程中可逐步求得各滑轮角速度，所以针对双联卷筒单分

支缠绕的系统，该方法解决了系统中有滑轮转动方向难以确定的问题．这些问题的解决方法具有一

定的普适性，对于一般起升机构的设计和分析有一定的参考价值．
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引　 　 言

目前，各种类型的起重机已广泛应用于工业生产中，如铸造用起重机、板坯、集装箱搬运起

重机、水电站用起重机等，随着现代科技的迅速发展，工业生产规模的扩大和自动化程度的提

高，人们对起重机的要求也越来越高，使得现代起重机向耐久化、专业化、更安全可靠的方向发

展［１⁃２］ ．如德国 Ｄｅｍａｇ（德马格）公司研制出一种飞机维修保养专用起重机，跨度大、起升高度

大、停准精度高；又如核电站环行桥式起重机，可用于更换反应堆燃料以及安装和维修重型设

备等人们不便直接操作的场所，工作环境的特殊性使它必须能以很高的精度对吊重进行定位

作业等［１⁃４］ ．若要达到精确可靠的要求，必须了解起升过程中吊重是如何运动的．
目前，关于起重机小车运行中对吊重偏摆的控制，吊重起升过程中对相关机构的动力学分

析等方面已经有了大量研究［５⁃８］ ．这些研究解决了许多有关起重机控制方案和结构设计方面的

问题，但这些研究或集中于吊重运动对起升机构的影响，或将重物和钢丝绳作为单摆处理．事
实上，吊重的运动取决于每根钢丝绳的拉力大小和方向，而钢丝绳拉力又与绳索、滑轮间的相

互作用密切相关．有关绳索和滑轮之间相互作用机理的研究已积累了大量成果，但将其与大型

起重机系统的具体特点相结合方面还有很多未完成的工作．文献［９］研究了电流传输线中的绳

索滑轮系统，但在分析动滑轮运动时将滑轮简化为质点，忽略了过多的细节；文献［１０］提出了
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一种参数化超级单元模型用以研究钢丝绳的形变和应力分布，但对滑轮自身的运动没有深入

研究．文献［１１］论述了平面绳索滑轮系统的程式化分析方法，但所提方法还不能直接应用于空

间绳索滑轮系统；文献［１２］分析了引起吊钩组旋转的原因，提出了防止大起升高度钢丝绳打

结的几种方法；文献［１３］提出一种利用吊钩组内相关几何尺寸来评估稳定性的方法，对于控

制吊钩组的旋转有一定的参考价值，但是缺少量化的分析．
起升机构的布置和钢丝绳的缠绕方式对于吊重的轨迹有着决定性的影响．本文忽略风力、

操作等因素影响，针对一般的起升机构，从系统自身具体结构出发，提出了分析吊重轨迹偏差

的一般方法：通过含载荷系数的平衡方程与协调条件建立了系统广义速度、钢丝绳拉力变化率

等参数所满足的一阶微分方程，详细讨论了方程中涉及的各种变量的性质和计算方法；提出了

一种求解空间滑轮角速度的方法，从而解决了缠绕分支中个别滑轮转动方向不确定的问题．此
时的轨迹偏差只与滑轮、卷筒的尺寸、空间方位以及钢丝绳绕绳方式等设计参数有关，属于系

统偏差，因而这些问题的解决方法具有一定的普适性，对于一般起升机构的设计分析具有参考

价值．

１　 起升机构运动描述

一般的起升机构主要由卷筒、定滑轮组、吊钩组及缠绕其中的钢丝绳组成，其中动滑轮组

固结于吊钩组上，如图 １ 所示．起重过程中，卷筒通过钢丝绳提拉动滑轮组进而带动吊钩组和

吊重一起提升．根据所连出的钢丝绳个数，卷筒可分为单联卷筒和双联卷筒．对于双联卷筒，常
见的缠绕分支主要有两种：图 １（ａ）所示单分支系统，即钢丝绳从卷筒一端连出，经过一系列的

动、定滑轮，连于卷筒的另一端，含有一根钢丝绳；图 １（ｂ）所示双分支系统，含有两根钢丝绳，
分别从卷筒两端连出，两分支末端与固定装置连接，该系统可认为是由满足一定协调条件的两

个单联卷筒的系统组合而成．易知，对于双分支系统，重物升降时，各滑轮的转动方向都是确定

的，但是对于单分支系统，个别滑轮的转动方向不易确定．

（ａ） 单分支系统 （ｂ） 双分支系统

（ａ） Ａ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ａ ｓｉｎｇｌｅ ｂｒａｎｃｈ （ｂ） Ａ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｄｏｕｂｌｅ ｂｒａｎｃｈｅｓ
图 １　 起升机构示意图

Ｆｉｇ．１　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｔｈｅ ｈｏｉｓｔｉｎｇ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ

由于机构的设计、安装、钢丝绳缠绕方式等因素的存在，任何起升机构工作时都难以保证

吊重只沿竖直方向运动，吊重在水平方向和前后方向的位移称为吊重轨迹偏差．吊钩组运动的
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加速度越大，吊重轨迹的偏差也就越大．为了减少这种偏差，起重机在工作时会尽可能使吊钩

组匀速运动．在这种情况下，吊钩组所受外力处于平衡状态．由于吊钩组在不同位置所受外力

不同，一般情况下，吊点的轨迹也不是一条竖直线．由此引起的吊重轨迹偏差与起重过程的操

作无关，它更大程度上取决于卷筒、滑轮组的具体结构以及彼此之间的连接方式，是起重机设

计必须考虑的重要参数．

图 ２　 吊钩组运动的描述

Ｆｉｇ．２　 Ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｈｏｏｋ ａｓｓｅｍｂｌｙ

为了描述吊点的轨迹，在吊点处建立一个与吊钩组固连的连体坐标系 （ｅ′１，ｅ′２，ｅ′３） ．初始时

刻的连体基与总体坐标系（ｅ１，ｅ２，ｅ３） 平行，其中 ｅ１ 轴指向前方，ｅ２ 轴竖直朝上，ｅ３ 轴水平向右，
如图 ２ 所示．将吊钩组视作刚体，吊钩组在任意时刻所处的位置可由该连体基原点的位移 ｕ 和

连体基的转动矢量 θ 描述，其中，原点位移

　 　 ｕ ＝ ｕ１ｅ１ ＋ ｕ２ｅ２ ＋ ｈｅ３， （１）
转动矢量

　 　 θ ＝ θ １ｅ１ ＋ θ ２ｅ２ ＋ θ ３ｅ３ ． （２）
由于各个转角都是小量，瞬时连体基相对于总体基的转动矩阵可以近似为［１４］

　 　 Ｒ ≈ Ｅ ＋ θ， （３）
其中

　 　 Ｅ ＝
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表示由向量 θ 生成的反对称矩阵，顶端用波浪线标识，以下同理．
易知各段钢丝绳拉力与吊钩组的位置和姿态亦即系统广义位移 ｅ′２是密切耦合、高度非线

性的．以提升高度 ｈ作为系统的描述参数，无法直接得到广义位移与 ｈ的关系式；但是若以提升

速度 ｈ 作为系统描述参数，则广义速度 ｘ 与 ｈ 存在线性关系，即有如下关系式：

　 　 ｘ ＝ ∂ｘ
∂ｈ

ｈ ． （４）

相应的，吊钩组连体基原点的速度为

　 　 ｕ ＝ ｕ１ｅ１ ＋ ｕ２ｅ２ ＋ ｈｅ３； （５）
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连体基转动速度为

　 　 ω ｇ ＝ θ １ｅ１ ＋ θ ２ｅ２ ＋ θ ３ｅ３， （６）
其中， ｈ作为系统的描述参数，广义速度 ｕ１，ｕ２，θ １，θ ２ 和 θ ３ 是 ｈ的函数，分别表示吊点沿前后方

向、水平方向的速度及吊钩组在三个方向上的转动速度．

２　 空间滑轮公切线及切点速度

钢丝绳质量较轻，且走向多接近竖直方向，因而可以将两滑轮间的钢丝绳看作一条直线；
而相对于直线段钢丝绳的长度，滑轮沟槽宽度很小，且一般要求钢丝绳与滑轮面的夹角不大于

５°［１５］，以避免钢丝绳和滑轮沟槽间的摩擦，因而在求两滑轮间公切线时，可以将滑轮抽象为一

个空间圆；而卷筒可近似为圆柱，钢丝绳保持与其柱面相切，意味着该段钢丝绳与切点所在的

卷筒横截面圆相切．因此，可以将求两滑轮间或卷筒与滑轮间公切线的问题转化为求两个空间

圆的公切线问题．
如图 ３ 所示以空间两个滑轮为例，滑轮 １、滑轮 ２ 的半径分别为 ｒ１，ｒ２，空间位置和方位可

分别由它们的圆心矢径 ｏ１，ｏ２，以及滑轮面内单位坐标系（ｅ１，ｅ２），（ｅ
－
１，ｅ

－
２） 描述．β １，β ２ 分别是

两滑轮上的切点在相应面内坐标系的方位角，记 ｘ１ ＝ ｃｏｓ β １，ｙ１ ＝ ｓｉｎ β １，ｘ２ ＝ ｃｏｓ β ２，ｙ２ ＝ ｓｉｎ β ２；
从滑轮中心指向切点的矢径可表示为

　 　 ｒ１ ＝ ｒ１（ｙ１ｅ２ ＋ ｘ１ｅ１）， （７）
　 　 ｒ２ ＝ ｒ２（ｙ２ｅ

－
２ ＋ ｘ２ｅ

－
１） ． （８）

定义 ｍ１ ＝ ｙ１ｅ２ ＋ ｘ１ｅ１，ｍ２ ＝ ｙ２ｅ
－
２ ＋ ｘ２ｅ

－
１，分别表示滑轮 １、滑轮 ２ 的圆心至相应切点的方向

矢径．从第 １ 个滑轮上的切点（矢径为 ｐ１ ＝ ｏ１ ＋ ｒ１） 到第 ２ 个滑轮切点（矢径为 ｐ２ ＝ ｏ２ ＋ ｒ２） 之

间的连线同时与 ｍ１ 和 ｍ２ 垂直，因而公切点坐标方程为

　 　

ｐ１２ｙ１ ＋ ｐ１１ｘ１ － ｒ２ｗ ＝－ ｒ１，
ｐ２２ｙ２ ＋ ｐ２１ｘ２ ＋ ｒ１ｗ ＝ ｒ２，

ｘ２
１ ＋ ｙ２

１ ＝ １，

ｘ２
２ ＋ ｙ２

２ ＝ １，
ｗ ＝ ｘ１（ａ１１ｘ２ ＋ ａ１２ｙ２） ＋ ｙ１（ａ２１ｘ２ ＋ ａ２２ｙ２），

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（９）

其中的系数： ｐ１ｋ ＝ （ｏ１ － ｏ２）·ｅｋ，ｐ２ｋ ＝ （ｏ１ － ｏ２）·ｅ
－
ｋ，ａｉｊ ＝ ｅｉ·ｅ

－
ｊ ．这是一组非线性方程，难以得到

解析解．然而，求其数值解时也会遇到相当大的困难．

图 ３　 两空间滑轮公切线 图 ４　 滑轮公切线类型

Ｆｉｇ．３　 Ｃｏｍｍｏｎ ｔａｎｇｅｎｔ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｗｏ ｓｐａｔｉａｌ ｐｕｌｌｅｙｓ Ｆｉｇ．４　 Ｔｙｐｅｓ ｏｆ ｃｏｍｍｏｎ ｔａｎｇｅｎｔｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｐｕｌｌｅｙｓ

如图 ４ 所示，以上方滑轮上的切点为公切线起点，两个滑轮可有 ４ 种类型的公切线，分别
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为右外公切线 （ｋ ＝ １），左外公切线（ｋ ＝ ２），右内公切线（ｋ ＝ ３） 和左内公切线（ｋ ＝ ４）， 它们代

表了滑轮间的绕绳方式．只有与其相符的解才是有意义的．欲获得方程组（９）中多个解中某个

特定解，必须使初值尽可能接近所求的特定解．
在两个滑轮圆面平行的情况下，可得到公切线切点位置的解析解．如图 ５ 所示，外公切线

特征是 β ２ ＝ β １（即 ｘ１ ＝ ｘ２，ｙ１ ＝ ｙ２）， 因而切点位置解析解为

１） 右外公切线 （ｋ ＝ １）

　 　
ｘ１ ＝ ｘ２ ＝ ｐ１１σ ｒ ＋ ｐ１２σ ｐ，
ｙ１ ＝ ｙ２ ＝ ｐ１２σ ｒ － ｐ１１σ ｐ；

{ （１０）

２） 左外公切线 （ｋ ＝ ２）

　 　
ｘ１ ＝ ｘ２ ＝ ｐ１１σ ｒ － ｐ１２σ ｐ，
ｙ１ ＝ ｙ２ ＝ ｐ１２σ ｒ ＋ ｐ１１σ ｐ，

{ （１１）

其中

　 　 σ ｒ ＝
ｒ２ － ｒ１
ｐ２ ， σ ｐ ＝

１
ｐ２

－ σ ２
ｒ ， ｐ２ ＝ （ｐ１１） ２ ＋ （ｐ１２） ２ ＋ （ｐ１３） ２ ．

图 ５　 平行圆面外公切线 图 ６　 平行圆面内公切线

Ｆｉｇ．５　 Ｏｕｔｅｒ ｃｏｍｍｏｎ ｔａｎｇｅｎｔ ｂｅｔｗｅｅｎ ｐａｒａｌｌｅｌ ｃｉｒｃｌｅｓ Ｆｉｇ．６　 Ｉｎｎｅｒ ｃｏｍｍｏｎ ｔａｎｇｅｎｔ ｂｅｔｗｅｅｎ ｐａｒａｌｌｅｌ ｃｉｒｃｌｅｓ

如图 ６ 所示，内公切线的特征是 β ２ － β １ ＝ π（即 ｘ１ ＝ － ｘ２，ｙ１ ＝ － ｙ２）， 因而切点位置解析

解为

１） 右内公切线 （ｋ ＝ ３）

　 　
ｘ１ ＝ － ｘ２ ＝ － （ｐ１１ρ ｒ ＋ ｐ１２ρ ｐ），
ｙ１ ＝ － ｙ２ ＝ － （ｐ１２ρ ｒ － ｐ１１ρ ｐ）；

{ （１２）

２） 左内公切线 （ｋ ＝ ４）

　 　
ｘ１ ＝ － ｘ２ ＝ － （ｐ１１ρ ｒ － ｐ１２ρ ｐ），
ｙ１ ＝ － ｙ２ ＝ － （ｐ１２ρ ｒ ＋ ｐ１１ρ ｐ），

{ （１３）

其中

　 　 ρ ｒ ＝
ｒ２ ＋ ｒ１
ｐ２ ， ρ ｐ ＝

１
ｐ２

－ ρ ２
ｒ ．

用数值法求解两滑轮某一类型的公切线时，以式（１０） ～ （１３）中相应类型的解析解作为初

值，可使非线性方程组（９）的解与绕绳方式相符．
每根钢丝绳的绕绳方式可由含两行元素的数组描述．数组的第 １ 行依次存储钢丝绳绕过

的滑轮（或卷筒）编号，第 ２ 行存储第 １ 行中相应滑轮（或卷筒）接入分支的公切线类型编号

（编号的意义如图 ４ 所示）．例如，对图 １（ａ）所示起升机构，滑轮分别编号为 １，２，…，１１，卷筒

左、右两端分别编号为－１，－２，则从卷筒－１ 出发，经过的滑轮（或卷筒）及绕绳方式可用如下数
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组描述：

　 　 Ｋ１ ＝
１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ － ２
４ １ ２ １ ２ ３ １ ２ １ ２ １ ４

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （１４）

当以提升速度 ｈ 作为系统描述参数时，需要将式（９） 对高度 ｈ 求 １ 价偏导，进而得到切点

方位角变化率及其它相关速度参数．笔者注意到 ｙ１ ＝ ｘ１β １，ｘ１ ＝ － ｙ１β １，ｙ２ ＝ ｘ２β ２，ｘ２ ＝ － ｙ２β ２，并
且有 ｗ ＝ ｔ１·ｍ２β １ ＋ ｔ２·ｍ１β ２，其中 ｔ１ ＝ ｅ３ × ｍ１，ｔ２ ＝ ｅ－ ３ × ｍ２ 分别是两圆面内的切线方向．对式（９）
求导，可得到两圆上的方位角变化率：

　 　
β １

β ２
{ } ＝

ｂ１１ ｂ１２

ｂ２１ ｂ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｍ１·（ｏ１ － ｏ２） － （ｍ１ × ｑ２１）·ω１

ｍ２·（ｏ１ － ｏ２） － （ｍ２ × ｑ２１）·ω２
{ } ， （１５）

其中 ｏ１，ｏ２ 是滑轮中心速度，ω１，ω２ 是滑轮所在基本的转动速度，向量 ｑ２１ ＝ ｏ２ － ｏ１， 矩阵

　 　
ｂ１１ ｂ１２

ｂ２１ ｂ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

（ｑ２１ ＋ ｒ２）·ｔ１ ｒ２ｍ１·ｔ２
－ ｒ１ｍ２·ｔ１ （ｑ２１ － ｒ１）·ｔ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

－１

， （１６）

可见方位角变化率 β １，β ２ 是关于 ｏ１，ｏ２，ω１，ω２ 的线性函数．
滑轮空间公切点的速度可由 β １，β ２ 表示为

　 　
ｐ１ ＝ ｏ１ ＋ ω１ × ｒ１ ＋ ｒ１β １ ｔ１，

ｐ２ ＝ ｏ２ ＋ ω２ × ｒ２ ＋ ｒ２β ２ ｔ２ ．
{ （１７）

同理，可写作如下形式：

　 　
ｐ１ ＝ ｃ１１ｏ１ ＋ ｃ１２ｏ２ ＋ ｃ１３ω１ ＋ ｃ１４ω２，
ｐ２ ＝ ｃ２１ｏ２ ＋ ｃ２２ｏ１ ＋ ｃ２３ω２ ＋ ｃ２４ω１，

{ （１８）

式中的系数矩阵分别为

　 　

ｃ１１ ＝ ｒ１ ｔ１ 􀱋 （ｂ１１ｍ１ ＋ ｂ１２ｍ２） ＋ Ｅ， ｃ１２ ＝ Ｅ － ｃ１１，
ｃ１３ ＝ ｒ１ｂ１１ ｔ１ 􀱋 ｑ２１ｍ１ － ｒ１， ｃ１４ ＝ ｒ１ｂ１２ ｔ１ 􀱋 ｑ２１ｍ２，
ｃ２１ ＝ － ｒ２ ｔ２ 􀱋 （ｂ２１ｍ１ ＋ ｂ２２ｍ２） ＋ Ｅ， ｃ２２ ＝ Ｅ － ｃ２１，
ｃ２３ ＝ ｒ２ｂ２２ ｔ２ 􀱋 ｑ２１ｍ２ － ｒ２， ｃ２４ ＝ ｒ２ｂ２１ ｔ２ 􀱋 ｑ２１ｍ１ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

滑轮公切点作为直线段钢丝绳的端点，其位置和速度决定了该段钢丝绳的拉力方向及方

向变化率．拉力方向可表示为

　 　 ｎ２ ＝ （ｐ１ － ｐ２） ／ ｌ１２， （１９）
其中 ｌ１２ ＝｜ ｜ ｐ１ － ｐ２ ｜ ｜ ， 相应的拉力方向变化率

　 　 ｎ２ ＝ （Ｅ － ｎ２ 􀱋 ｎ２）（ｐ１ － ｐ２） ／ ｌ１２ ． （２０）
将式（１８）代入上式即可得到钢丝绳拉力方向变化率与滑轮速度之间的线性关系．
另外，滑轮面内切线方向可由方位角表示为

　 　
ｔ１ ＝ － ｓｉｎ（β １）ｅ１ ＋ ｃｏｓ（β １）ｅ２，

ｔ２ ＝ － ｓｉｎ（β １）ｅ
－
１ ＋ ｃｏｓ（β ２）ｅ

－
２ ．

{ （２１）

相应变化率为

　 　
ｔ１ ＝ － ｔ １ω１ － β １ｍ１，

ｔ２ ＝ － ｔ ２ω２ － β ２ｍ２ ．
{ （２２）

由式（１５）、（１８）、（２０）及（２２）可见，钢丝绳滑轮系统中一些常用的速度参数均可用相关

滑轮的中心速度及所在基体的角速度线性表示．不失一般性， 若圆 ｏ１ 表示定滑轮， 则 ｏ１ ＝ ０，
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ω１ ＝ ０；同时圆 ｏ２ 表示动滑轮，有 ｏ２ ＝ ｕ ＋ ω ｇ × ｑ２，ω２ ＝ ω ｇ，其中 ｑ２ 表示吊钩组质心至该滑轮

中心的矢径．

３　 滑轮两端拉力的关系

起重过程中，钢丝绳从入绳点开始与滑轮 ｉ接触，在出绳点与滑轮脱离．通常情况钢丝绳与

滑轮之间的摩擦力足以阻止两者间相对滑动，与滑轮接触的这段钢丝绳可认为与滑轮外缘瞬

时固结．
钢丝绳在入绳端由直线变为圆弧，在出绳端则由圆弧变为直线．由于钢丝绳对变形有一定

的抵抗能力，因而在直线和圆弧段之间有很小一段过渡曲线，使出绳端到滑轮中心的距离小于

ｒｉ（近似为 ｒｉ － δ），入绳端到滑轮中心的距离大于 ｒｉ（近似为 ｒｉ ＋ δ）， 如图 ７（ａ）所示．

（ａ） 钢丝绳僵性阻力 （ｂ） 滑轮摩擦阻力矩

（ａ） Ｓｔｉｆｆ ｒｅｓｉｓｔａｎｃｅ ｔｏ ｔｈｅ ｗｉｒｅ ｒｏｐｅｓ （ｂ） Ｒｅｓｉｓｔａｎｔ ｍｏｍｅｎｔ ｂｙ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｏｎ ｔｈｅ ｐｕｌｌｅｙ ｓｈａｆｔ
图 ７　 滑轮效率的影响因素

Ｆｉｇ．７　 Ａｆｆｅｃｔｉｎｇ ｆａｃｔｏｒｓ ｏｆ ｐｕｌｌｅｙ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ

滑轮 ｉ 出绳、入绳端的拉力分别为 ｆ ｔ
ｉ ， ｆ ｓ

ｉ ，如图 ７（ｂ），ｔｔｉ，ｔｓｉ 分别为滑轮面内出绳、入绳点切

线方向．钢丝绳两端拉力沿这两个方向的分量分别为

　 　 Ｔ ｔ
ｉ ＝ ｆ ｔ

ｉ·ｔｔｉ， Ｔ ｓ
ｉ ＝ ｆ ｓ

ｉ·ｔｓｉ ． （２３）
沿转轴方向的力矩平衡方程为

　 　 Ｍｆ ＝ Ｔ ｔ
ｉ （ ｒｉ － δ） － Ｔ ｓ

ｉ （ ｒｉ ＋ δ）， （２４）
其中 Ｍｆ 是转轴上的摩擦阻力矩，可用摩擦阻力因数 η ｆ 表示为

　 　 Ｍｆ ＝ η ｆＴ ｓ
ｉ ｒｉ ． （２５）

针对工程中常用的滚动轴承滑轮， η ｆ 的取值通常在 ０．０１４ ０ ～ ０．０１４ ５［１５］ ．在式（２４）中令 Ｍｆ 为

０，可以得到单纯由僵性效应引起的出绳拉力增量：

　 　 ΔＴ ｔ
ｉ ＝ ２δ

ｒｉ － δ
Ｔ ｓ

ｉ ＝ η ｅＴ ｓ
ｉ ， （２６）

其中， η ｅ 为僵性阻力系数，取值通常在 ０．００５ ５～０．００６ ０［１５］ ．
如果考虑全部阻力影响，则由式（２４） ～ （２６）可得

　 　 Ｔ ｓ
ｉ ＝ ２

（２ ＋ η ｅ）η ｆ ＋ ２（１ ＋ η ｅ）
Ｔ ｔ

ｉ ＝ ηＴ ｔ
ｉ ， （２７）

其中， η 为效率系数，经计算其值在 ０．９７９ ８～０．９８０ ９．
滑轮出绳、入绳拉力方向分别用 ｎｔ

ｉ，ｎｓ
ｉ 表示，则根据式（２３），两端拉力大小的关系可写作

　 　 ｆ ｓ
ｉ ＝ ητｆ ｔ

ｉ ， （２８）
其中
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　 　 τ ＝ ｎｔ
ｉ·ｔｔｉ ／ （ｎｓ

ｉ·ｔｓｉ ） ．
由于滑轮的出绳端和入绳端是由滑轮的转动方向决定的，所以上式中滑轮效率 η 和滑轮

角速度 ω ｉ 也存在一定的关系．如图 ７（ｂ）， ｅ３
ｉ 是滑轮转动方向，当 ω ｉ ＜ ０ 时， ｆ ｔ

ｉ 是出绳拉力， ｆ ｓ
ｉ

是入绳拉力，有 ｆ ｓ
ｉ ＝ ητｆ ｔ

ｉ；当 ω ｉ ＞ ０时则相反，有 ηｆ ｓ
ｉ ＝ τｆ ｔ

ｉ ．实际上，当 ω ｉ 符号改变时，两端拉力

的关系并不是像上述关系反映的那样发生突变，其变化应是一个连续缓慢的过程，本文假设

ω ｉ 在接近 ０ 的范围［ － Δω，Δω］ 内，滑轮两端拉力的比值是 ω ｉ 的线性函数，如图 ８ 所示．
即有

　 　 η ｉ ＝

η， ω ＜ － Δω，
１ － η ２

２ηΔω
ω ｉ ＋

１ ＋ η ２

２η
， － Δω ≤ ω ｉ ≤ Δω，

１
η
， ω ＞ Δω ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（２９）

滑轮两端拉力关系的完整形式应为

　 　 ｆ ｓ
ｉ ＝ τη ｉ ｆ ｔ

ｉ ． （３０）
上式对起升高度 ｈ 求一阶偏导，得到滑轮两端拉力变化率所满足的关系式：
　 　 ｆ ｓ

ｉ ＝ η ｉ ｆ ｔ
ｉ τ ＋ τη ｉ ｆ ｔ

ｉ ＋ τ ｆ ｔ
ｉ η ｉ， （３１）

其中 τ ＝ （ｎｔ
ｉ·ｔｔｉ ＋ ｔｔｉ·ｎｔ

ｉ － ｎｓ
ｉ·ｔｓｉ － ｔｓｉ·ｎｓ

ｉ ） ／ （ｎｓ
ｉ·ｔｓｉ ） ２，根据第 ２ 节中式（２０）、（２２） 可知，ｎｔ

ｉ，ｎｓ
ｉ ，ｔｔｉ，ｔｓｉ

均是相关滑轮速度及吊钩组角速度的线性函数，故 τ可以求得；而当 － Δω≤ω ｉ ≤Δω时，η ｉ 中

含有滑轮角加速度项，无法用广义速度表示，需要在求解的每一步中存储各高度对应的滑轮角

速度，对其进行数值求导得到滑轮角加速度．

图 ８　 滑轮效率与角速度的关系

Ｆｉｇ．８　 Ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｐｕｌｌｅｙ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ａｎｄ ａｎｇｕｌａｒ ｓｐｅｅｄ

如果不计钢丝绳的自重，每段钢丝绳对两端滑轮的拉力相同，且滑轮两端拉力满足式

（３１），只要确定与卷筒相连的那段钢丝绳的拉力，就可完全确定各段钢丝绳拉力．吊钩组所受

外力包括钢丝绳通过滑轮传递到滑轮转轴的合力 Ｆｉ 及合力矩 Ｍｉ、吊钩组自重 ｍｂｇ（含动滑

轮） 和吊重 Ｇ ．重物起升时一般要保持平缓匀速，忽略惯性力影响则有

　 　 ∑
ｉ
Ｆｉ ＋ ｍｂｇ ＋ Ｇ ＝ ０， （３２）

　 　 ∑
ｉ
（ｑｉ × Ｆｉ ＋ Ｍｉ） ＋ ｍｂｑｃ × ｇ ＝ ０， （３３）

其中 ｑｉ，ｑｃ 分别是滑轮中心、吊钩组质心至吊钩挂点的矢径，在初始时刻分别记作 ｑ－ ｉ，ｑ
－
ｃ， 则有

　 　 ｑｉ ＝ Ｒｑ－ ｉ， ｑｃ ＝ Ｒｑ－ ｃ ． （３４）
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而合力 Ｆｉ ＝ ｆ ｔ
ｉ ｎｔ

ｉ ＋ ｆ ｓ
ｉ ｎｓ

ｉ ，合力矩同摩擦阻力矩互为反力矩，有 Ｍｉ ＝ ｆ ｔ
ｉ ｎｔ

ｉ × ｒｔｉ ＋ ｆ ｓ
ｉ ｎｓ

ｉ × ｒｓｉ ．
对提升高度 ｈ 求导，得到平衡方程（３２）、（３３）的一阶微分形式：

　 　 ∑
ｎ

ｉ
Ｆｉ ＝ ０， （３５）

　 　 ∑
ｉ
（ｑｉ × Ｆｉ ＋ ｑｉ × Ｆｉ ＋ Ｍｉ） ＋ ｑｇ × Ｇ ＝ ０， （３６）

其中

　 　 Ｆｉ ＝ ｆ
　 ｔ
ｉ ｎｔ

ｉ ＋ ｆ ｔ
ｉ ｎｔ

ｉ ＋ ｆ
　 ｓ
ｉ ｎｓ

ｉ ＋ ｆ ｓ
ｉ ｎｓ

ｉ ，

　 　 Ｍｉ ＝ ｆ ｔ
ｉ ｎｔ

ｉｒｔｉ ＋ ｆ ｓ
ｉ ｎｓ

ｉ ｒｓｉ － ｒ ｔ
ｉ（ ｆ

　 ｔ
ｉ ｎｔ

ｉ ＋ ｆ ｔ
ｉ ｎｔ

ｉ） － ｒｓ
ｉ（ ｆ

　 ｓ
ｉ ｎｓ

ｉ ＋ ｆ ｓ
ｉ ｎｓ

ｉ ） ．
式（３５）、（３６）是系统基本速度参数及钢丝绳拉力大小变化率所满足的方程．经过以上分

析可知，这些方程均是常微分方程，然而并不足以求解系统广义自由度．原因如下：首先，平衡

条件提供了 ６ 个方程，但广义自由度有 ５ 个，拉力参数有 ２ 个（双分支系统）或 １ 个（单分支系

统），求解条件不完备，且卷筒上两个入绳点的位置缺少描述；其次，滑轮自转的角速度未知，
对于单分支系统式（３０）、（３１）中的滑轮效率系数不能确定．所以，还需要补充相应的协调条件

以及滑轮角速度的求解方法．

４　 卷筒参数和系统绳长协调条件

工程中一般采用带槽卷筒对钢丝绳进行卷绕，钢丝绳槽是位于卷筒圆柱面上的螺旋线，如
图 ９ 所示．工作时卷筒上入绳点除了有沿卷筒轴向的位移，还有沿卷筒柱面上下方向的微小移

动．卷筒左右两端入绳点所在的横截面可看作两空间圆，圆心位移大小分别用 ｚ１，ｚ２ 表示（以下

统称为卷筒圆心位移）．

图 ９　 卷筒描述参数及卷入的钢丝绳长度

Ｆｉｇ．９　 Ｄｒｕｍ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｎｄ ｒｏｐｅ ｌｅｎｇｔｈｓ ｗｏｕｎｄ ｂｙ ｔｈｅ ｄｒｕｍ

如图 ９ 所示，由于螺旋线上任意一点都对应不同的卷筒圆心位移，故可用 ｚ１，ｚ２ 作为卷筒

入绳点的描述参数．记左右两端的入绳点方位角分别为 β １，β ２，卷筒转过角度为 ϕ， 则有

　 　
ｚ１ ＝ ξ（ϕ － β １），
ｚ２ ＝ ξ（ϕ － β ２），

{ （３７）

其中 ξ ＝ ｄ ／ ２π，ｄ 是卷筒上螺旋沟槽线的螺距，对上式求导可得到卷筒圆心速度与卷筒角速度

的关系：

　 　
ｚ１ ＝ ξ（ω ｄ － β １），

ｚ２ ＝ ξ（ω ｄ － β ２） ．{ （３８）

消去 ω ｄ 得到两圆心速度满足的协调条件：
　 　 ｚ１ － ｚ２ ＋ ξ（β １ － β ２） ＝ ０． （３９）
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可见，引入一个卷筒协调条件，系统多了两个广义速度 ｚ１，ｚ２ ．需补充系统绳长协调条件，使求解

条件完备．
以图 １（ａ）所示的单分支系统为例，从卷筒左端入绳点沿分支到右端入绳点之间的钢丝绳

长度：

　 　 Ｌ ＝ ｌ０ ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ ｌｉ ＋ ｓｉ）， （４０）

其中， ｎ 表示分支中滑轮个数，ｌｉ 表示沿分支第 ｉ ＋ １ 个直线段钢丝绳长度，其值由该直线段两

端的入绳点和出绳点坐标求得；ｓｉ 表示与滑轮 ｉ（半径为 ｒｉ） 所接触的钢丝绳长度，若入绳点、出
绳点对应的方位角分别为 β ｓ

ｉ ，β ｔ
ｉ， 则有

　 　 ｓｉ ＝ ｒｉ（β ｓ
ｉ － β ｔ

ｉ） ． （４１）
另一方面，卷筒（半径为 ｒｄ） 左右两端的位移为分别为 ｚ１，ｚ２， 则卷筒卷入的钢丝绳长度：

　 　 Ｌ
－
＝ （ ｚ１ ＋ ｚ２） ｒ２ｄ ／ ξ ２ ＋ １ ． （４２）

一般起重机要求钢丝绳有很好的抗拉强度，且工作时由于各段钢丝绳拉力变化不大，其自

身长度改变量很小，可以忽略不计．因此，卷筒卷入的钢丝绳长度与留在分支中的钢丝绳长度

之和应等于系统总绳长 Ｌ０， 即

　 　 Ｌ
－
＋ Ｌ ＝ Ｌ０ ． （４３）

对上式求导，得到系统绳长变化率协调条件：

　 　 ｌ０ ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ ｌｉ ＋ ｓｉ） ＋ （ ｚ１ ＋ ｚ２） ｒ２ｄ ／ ξ ２ ＋ １ ＝ ０， （４４）

其中 ｌｉ ＝ ｎｓ
ｉ·（ｐｔ

ｉ ＋１ － ｐｓ
ｉ ），ｓｉ ＝ ｒｉ（β ｓ

ｉ － β ｔ
ｉ） ．ｐｓ

ｉ ，ｐｔ
ｉ，β ｓ

ｉ ，β ｔ
ｉ 分别表示滑轮 ｉ 上入绳点、出绳点的速度

及其所对应的方位角变化率．
对于图 １（ｂ）所示系统，有两个缠绕分支，满足相应的两个绳长协调条件；对于图 １（ａ）所

示单分支系统，虽只有一个绳长协调条件，但如同第 ３ 节中所述，单分支系统中亦只有一个拉

力描述参数．加上 ５ 个吊钩组位移参数、两个卷筒圆心参数及 ６ 个平衡方程、１ 个卷筒协调条

件，这两种系统的方程个数与广义描述参数一致，并都满足求解完备性条件．而一价微分方程

的初值可以通过求解原非线性方程得到．

５　 滑轮角速度及绳速

绳速即钢丝绳上一点的速度沿绳长方向的分量，它是卷筒动力控制、钢丝绳型号选取、滑
轮构造等重要参数依据之一．通常情况，对于平面问题，绳速与滑轮角速度的关系可直接写出；
然而对于空间问题，难以直接得到两者的精确关系，这是由于钢丝绳沿滑轮边缘切离或切入滑

轮面，在切点处速度发生了改变，且切点在滑轮上的位置不固定造成的．本节避开了直接求解

的困难，而是在空间滑轮公切点速度的基础上，根据钢丝绳连续性质给出了滑轮角速度与绳速

的关系式．
如图 １０ 所示，设半径为 ｒ的滑轮，其面内坐标基矢量分别为 ｅ１ 和 ｅ２，滑轮上入绳点和出绳

点矢径分别为 ｐｓ，ｐｔ ．由于钢丝绳的连续性质，钢丝绳上任意两点间的钢丝绳长度保持不变，而
系统中钢丝绳可分为直线段部分和固结于滑轮的圆弧段部分，在相邻的两段钢丝绳上分别取

异于入绳点和出绳点的任意两点 ｐ１，ｐ２， 则两点间的钢丝绳长度可表示为

　 　 ｌ０ ＝ ｌ１ ＋ ｌ２， （４５）

３５４齐　 　 朝　 　 晖　 　 　 宋　 　 慧　 　 涛



其中 ｌ１ 表示两点间直线段绳长，可表示为

　 　 ｌ１ ＝ （ｐｓ － ｐ１）·ｎｓ， （４６）
ｎｓ 表示入绳方向单位矢量，该段绳长变化率为

　 　 ｌ１ ＝ ｐｓ·ｎｓ － ｖｓ， （４７）
上式中， ｖｓ ＝ ｐ１·ｎｓ 表示入绳速度，ｐｓ，ｎｓ 分别表示入绳点的空间速度、拉力方向变化率．

ｌ２ 表示两点间圆弧段绳长，表达式为

　 　 ｌ２ ＝ αｒ ＝ （β ２ － β ｓ） ｒ， （４８）
α 表示圆弧段包角，β ２，β ｓ 分别表示点 ｐ２，ｐｓ 对应的方位角．由于点 ｐ２ 与滑轮固结，其方位角变

化率即是滑轮的角速度 ω；以点 ｐｓ 作为切点，其方位角变化率即是 β ｓ ．所以该段绳长变化率为

　 　 ｌ２ ＝ （ω － β ｓ） ｒ ． （４９）

图 １０　 绳速和滑轮角速度

Ｆｉｇ．１０　 Ｓｐｅｅｄ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｐｅ ａｎｄ ａｎｇｕｌａｒ ｓｐｅｅｄ ｏｆ ｔｈｅ ｐｕｌｌｅｙ

由连续性质知 ｌ０ ＝ ０，即 ｌ１ ＋ ｌ２ ＝ ０， 可得

　 　 ω ＝ １
ｒ
（ｖｓ － ｐｓ·ｎｓ） ＋ β ｓ ． （５０）

上式即是滑轮角速度 ω 与入绳速度 ｖｓ 的关系，同理可得到出绳速度 ｖｔ 的表达式为

　 　 ｖｔ ＝ （ω － β ｔ） ｒ ＋ ｐｔ·ｎｔ ． （５１）
出绳速度与入绳速度之差为

　 　 ｖｔ － ｖｓ ＝ （β ｓ － β ｔ） ｒ ＋ ｐｔ·ｎｔ － ｐｓ·ｎｓ ． （５２）
在求得一个滑轮的两端绳速之后， 与该滑轮相连的下一个滑轮的出绳速度便等于该滑轮

的入绳速度； 分支初始端卷筒的角速度可以通过卷筒上圆心速度及切点方位角变化率求出，
然后从卷筒出发， 沿钢丝绳分支应用式（５０）和（５１）可依次求得各直线段绳速及各滑轮的角

速度．

６　 算　 　 例

随着起重机向大型化、专业化方向发展，起升机构布置、钢丝绳缠绕等越来越复杂，若要实现

高精度的定位，需要对起升机构吊重轨迹做精确分析．图 １ 所示为 ６ 倍率起升机构中常见的两种

缠绕方式．本节选取图 １（ａ）所示的单分支缠绕的起升机构为例，对其吊重轨迹偏差进行分析．
取总体坐标系 Ｘ轴指向前方，Ｙ轴竖直向上，Ｚ 轴水平向左，重力加速度为（０，－９．８，０） ｍ ／ ｓ２，卷
筒螺距为 ４０ ｍｍ ．初始时刻，定滑轮、动滑轮和卷筒的参数见表 １，其中动滑轮位置是在吊钩组

基体坐标系下的参数，吊重挂点位置在吊钩组基体坐标系下为（０， －０．８５， ０） ｍ；吊钩组总质

量为 ２ ５４８ ｋｇ ．僵性阻力系数取 ０．００６ ０，滑轮摩擦阻力因数取 ０．０１４ ５５．起重机工况：将 ６０ ｔ 重
物从吊钩组质心（０， －３６， ０） ｍ 处提升 ２８ ｍ ．在此工况下，６ 号定滑轮的角速度很小，且其转
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动方向发生了改变（取 Δω ＝ ２．３ × １０ －３ ｒａｄ ／ ｍ）．
表 １　 初始时刻卷筒和滑轮参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｉｎｉｔｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｒｕｍ ａｎｄ ｐｕｌｌｅｙｓ

ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ａｎｄ ｎｕｍｂｅｒ
ｄｒｕｍ

－１ －２

ｆｉｘｅｄ ｐｕｌｌｅｙ

２ ４ ６ ８ １０

ｍｏｖａｂｌｅ ｐｕｌｌｅｙ

１ ３ ５ ７ ９ １１

ｄｉａｍｅｔｅｒ ｄ ／ ｍｍ　 　 １ ３００ ７１０ ８００ ７１０ ７１０ ７１０ ７１０ ８００

ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｒｏｔａｔｉｏｎ　 　 （０，０，－１） （０，０，１） （０，０，１） （０，０，１）

ｃｅｎｔｅｒ
ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

Ｘ ／ ｍｍ －１ ３８０ ０ ０

Ｙ ／ ｍｍ ０ －６００ ５００

Ｚ ／ ｍｍ ２ ０００ －２ ０００ ４５０ ２００ ０ －２００ －４５０ ５２０ ２６０ ９０ －９０ －２６０ －５２０

　 　 下面是具体计算结果及其分析：
６．１　 ６ 号定滑轮角速度及卷筒拉力

图 １１ 为 ６ 号定滑轮的角速度随提升高度的变化曲线，由于该滑轮位于钢丝绳缠绕分支中

间，可见，其角速度较小，并在吊重提升了 １７．４ ｍ 时方向发生了改变．分支中一个滑轮转动方

向的改变，会影响整个分支中钢丝绳拉力大小的变化，如图 １２ 所示拉力曲线．随着 ６ 号定滑轮

转向的改变，卷筒两端拉力关系发生了缓慢、连续性的变化．

图 １１　 ６ 号定滑轮角速度 图 １２　 卷筒两端拉力随提升高度的变化

Ｆｉｇ．１１　 Ａｎｇｕｌａｒ ｓｐｅｅｄ ｏｆ ｆｉｘｅｄ ｐｕｌｌｅｙ ６ Ｆｉｇ．１２　 Ｔｅｎｓｉｏｎｓ ａｔ ｂｏｔｈ ｅｎｄｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｒｕｍ
ｖｓ． ｈｏｉｓｔｉｎｇ ｈｅｉｇｈｔ

６．２　 水平方向和前后方向偏差

挂点水平方向和前后方向的轨迹如图 １３、１４ 所示，从中可见： １） 提升前 ２０ ｍ 吊重轨迹偏

差随高度增加而增大，原因在于：随着重物的上升，动、定滑轮间的距离越来越近，一些钢丝绳

的走向偏离竖直方向，导致水平拉力增加，从而引起较大偏差．２） 最后不到 １０ ｍ 的过程中，吊
重水平方向的偏差随高度增加反向减小，这是由于 ６ 号定滑轮转向的改变，会引起滑轮组以及

卷筒左右两端拉力关系改变的缘故；引起前后方向偏差的主要因素是卷筒两端的拉力，随着高

度增加，卷筒两端拉力会将吊重拉向靠近卷筒的一侧，且吊重前后方向偏差的变化趋势基本保

持一致．
６．３　 系统中的绳速

系统中，各段钢丝绳大多接近竖直线，但是卷筒两端的直线段钢丝绳在初始时刻倾斜度最

大，随着高度的上升，其倾斜度越来越小，导致钢丝绳拉力值变小，从前面图 １２ 也可以看出卷

筒两端拉力总的变化趋势是减小的； 而同样原因会导致卷筒总的入绳速度越来越大，如图 １５
所示．

５５４齐　 　 朝　 　 晖　 　 　 宋　 　 慧　 　 涛



图 １３　 挂点水平方向相对偏差 图 １４　 挂点前后方向相对偏差

Ｆｉｇ．１３　 Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｌｏａｄ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｉｎ ｔｈｅ Ｆｉｇ．１４　 Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｌｏａｄ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｉｎ ｔｈｅ
ｌｅｆｔ⁃ａｎｄ⁃ｒｉｇｈｔ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｆｏｒｅ⁃ａｎｄ⁃ａｆｔ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

图 １５　 卷筒两端入绳速度 图 １６　 各动滑轮绳速

Ｆｉｇ．１５　 Ｒｏｐｅ ｓｐｅｅｄ ａｔ ｂｏｔｈ ｅｎｄｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｒｕｍ Ｆｉｇ．１６　 Ｒｏｐｅ ｓｐｅｅｄ ａｔ ｂｏｔｈ ｅｎｄｓ ｏｆ
ｅａｃｈ ｍｏｖａｂｌｅ ｐｕｌｌｅｙ

由于起升机构布局、缠绕方式、滑轮尺寸等比较均匀，所以各绳速相对于提升速度的比值

基本保持不变，以致图 １６ 所示各滑轮出绳、入绳速度曲线接近为直线，其对应的值约等于相应

的倍率．

７　 结　 　 论

一般起重机在工作时，吊重运行轨迹存在系统偏差，要实现对吊重的高精度定位，在努力

提高控制系统的同时，也需要精细考虑结构的尺寸，尤其是起升机构的布局、钢丝绳的缠绕方

式．本文给出了一种分析一般起升机构吊重轨迹的系统化方法．通过对吊重轨迹的分析可以得

到以下几个结论： １） 滑轮角速度方向未改变时，挂点轨迹偏差随起升高度增加而变大； ２） 滑

轮角速度方向的改变会引起卷筒两端拉力关系的改变，进而导致挂点轨迹水平方向的改变；
３） 随着重物上升，直线段钢丝绳走向与竖直方向的偏离减小，一般会导致该段钢丝绳拉力变

小、而绳速增大．相关方法和分析对于一般起升机构的设计有一定的参考价值．
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