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摘要：　 考虑轴向、扭转耦合应力波在圆柱壳中的传播，对弹性长圆柱壳动态屈曲问题进行了探讨．
首先建立问题的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ（哈密顿）体系，在此基础上，临界屈曲载荷和屈曲模态转化为辛空间中

的辛本征值和本征解问题，借助于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系的性质和完备性给出了一个完备的屈曲模态空

间，揭示了各临界载荷和屈曲模态在辛体系中与辛本征值和本征解的对应关系．长圆柱壳在轴向和

扭转耦合冲击载荷下的动态屈曲，由于轴向应力波和扭转应力波传播速度不同，使得应力纵波和

横波在圆柱壳的传播与反射中不同步，圆柱壳被分成多个区域，每个区域的应力、位移和边界条件

各不相同．数值结果给出了固支及简支边界条件下圆柱壳的临界载荷曲线和屈曲模态，着重探讨了

不同类型的一阶屈曲模态．
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引　 　 言

薄壁结构的屈曲问题一直是结构工程师和结构力学家们所关注的课题，圆柱壳作为工程

中常用的基本构件，在耦合冲击载荷作用下的动态屈曲问题也是工程中的重要问题，一直受到

人们的关注．Ｂｉｓａｇｎｉ 等［１⁃２］通过实验分析了薄壁碳纤维复合材料圆柱壳的前屈曲及后屈曲问

题，对圆柱壳分别加载轴向载荷、扭转载荷以及两种载荷耦合情形，并且也对轴压和扭转载荷

共同作用下加筋圆柱壳的后屈曲进行了理论分析和实验研究，给出了具有工程参考价值的实

验数据．Ｍｉｙａｚａｋｉ［３］用有限元方法分析了轴压与内外压的临界时间及屈曲模式．Ａｚａｍ［４］ 考虑脱

层接触影响，应用有限元方法分析了轴压脱层圆柱壳的屈曲以及外压圆柱壳的前屈曲和后屈

曲问题．Ｄｉａｃｏｎｕ 等［５］采用 Ｆｌüｇｇｅ 理论研究了在轴向和扭转载荷共同作用下层合圆柱壳的屈曲

行为．黄承义等［６］根据实验结果，采用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方法分析了有限长薄圆柱壳在余弦冲击载荷作

用下的弹性脉冲动力屈曲．吴斌等［７］在正交异性圆柱壳的轴对称运动方程中考虑剪切变形和

转动惯性，应用广义特征线理论得到沿特征线上的相容方程，采用数值积分计算了受轴向冲击

和扭转联合作用下有限长圆柱壳的波传问题．王德禹等［８］ 推导了圆柱壳塑性动力扭转屈曲线

性方程，获得了临界冲击速度．

１　 基 本 问 题

考虑承受轴向和扭转冲击载荷作用的圆柱壳（如图 １），半径为 Ｒ，厚度为 ｈ，长度为 ｌ，密度
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为 ρ，弹性模量为 Ｅ，Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松） 比为 μ，选取柱坐标系（ｘ，θ，ｒ），对应的位移为（ｕ，ｖ，ｗ） ．
内力和弯矩与曲率关系以及几何关系可以写成：

　 　

Ｎｘ ＝ Ｋ（εｘ ＋ μεθ），
Ｎθ ＝ Ｋ（εθ ＋ μεｘ），
Ｎｘθ ＝ Ｋ（１ － μ）εｘθ ／ ２，
Ｍｘ ＝ Ｄ（κｘ ＋ μκθ），
Ｍθ ＝ Ｄ（κθ ＋ μκｘ），
Ｍｘθ ＝ Ｄ（１ － μ）κｘθ；
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εｘ ＝ ∂ｘｕ，
εθ ＝ ∂θｖ ＋ ｗ ／ ｒ，
εｘθ ＝ ∂θｕ ＋ ∂ｘｖ，

κｘ ＝ － ∂２
ｘｗ，

κθ ＝ － ∂２
θｗ ＋ ∂θｖ ／ ｒ２，

κｘθ ＝ － ∂ｘ∂θｗ ＋ ∂ｘｖ ／ （２ｒ），
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（１）

其中抗拉刚度 Ｋ ＝ Ｅｈ ／ （１ － μ２），抗弯刚度 Ｄ ＝ Ｅｈ３ ／ （１２（１ － μ２）），∂ｘ ≡ ∂ ／ ∂ｘ，∂θ ≡ ∂ ／ （ ｒ∂θ） ．

图 １　 受耦合冲击的圆柱壳

Ｆｉｇ．１　 Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ａ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ ｕｎｄｅｒ ｃｏｕｐｌｅｄ ｉｍｐａｃｔ

圆柱壳体的应变势能密度为

　 　 Ｕ ＝ Ｋ
２
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动能密度为
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考虑薄壳发生前屈曲时，端部承受均匀轴向和扭转载荷，由壳体内能、外力功、动能组成的

Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数为

　 　 Ｌ ＝ ∫∫{ １
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Ｈａｍｉｌｔｏｎ 作用量 Ｊ ＝ ∫Ｌｄｔ， 由 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理 δ∫Ｌｄｔ ＝ ０ 得到．

上式对 ｕ 变分，可以得到波动方程：

　 　 ∂２ｕ
∂ｔ２

－ ｃ２１
∂２ｕ
∂ｘ２

＝ ０，

其中 ｃ１ ＝ ［Ｅ ／ （ρ（１ － μ２））］ １ ／ ２， 为应力波纵波波速．
对 ｖ 变分，不考虑 ｕ，ｗ 方向位移，可以得到波动方程：
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　 　 ∂２ｖ
∂ｔ２

－ ｃ２２
∂２ｖ
∂ｘ２

＝ ０，

其中 ｃ２２ ≈ Ｅ ／ ［２ρ（１ ＋ μ）］，ｃ２ 为扭转应力波波速．
考虑壳体在冲击端 （ｘ ＝ ０） 作用有轴向和扭转藕合冲击载荷：

　 　
Ｎｘ（０，ｔ） ＝ － ＮＨ（ ｔ），
Ｎｘθ（０，ｔ） ＝ ＴＨ（ ｔ），{

其中 Ｎ，Ｔ 是常数，Ｈ（ ｔ） 是时间的阶梯函数：

　 　 Ｈ（ ｔ） ＝
１，　 　 ｔ ≥ ０，
０，　 　 ｔ ＜ ０ ．{

轴向冲击载荷以波速 ｃ１ ＝ ［Ｅ ／ （ρ（１ － μ２））］ １ ／ ２ 在圆柱壳内传播，扭转冲击载荷以波速 ｃ２ ＝
［Ｅ ／ （２（１ ＋ μ）ρ）］ １ ／ ２ 在圆柱壳内传播，波速 ｃ２ ＜ ｃ１ ．圆柱壳的内力由轴力和剪力组合而成．如果

不考虑应力波的反射，圆柱壳应分为 ３ 个区域：

　 　

０ ≤ ｘ ≤ ｃ２ ｔ， 应力纵波和横波耦合作用区，
ｃ２ ｔ ≤ ｘ ≤ ｃ１ ｔ， 应力纵波作用区，
ｃ１ ｔ ≤ ｘ ≤ ｌ， 非扰动区．
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在这 ３ 个区域，应力分别为

耦合作用区

　 　
Ｎｘ ＝ － Ｎ，
Ｎｘθ ＝ Ｔ，{ 　 　 ０ ≤ ｘ ≤ ｃ２ ｔ；

纵波作用区

　 　
Ｎｘ ＝ － Ｎ，
Ｎｘθ ＝ ０，{ 　 　 ｃ２ ｔ ≤ ｘ ≤ ｃ１ ｔ；

非扰动区

　 　
Ｎｘ ＝ ０，
Ｎｘθ ＝ ０，{ 　 　 ｃ１ ｔ ≤ ｘ ≤ ｌ ．

２　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系

令

　 　 Ｘ ＝ ｘ ／ Ｒ， Ｗ ＝ ｗ ／ Ｒ， Ｕ ＝ ｕ ／ Ｒ， Ｖ ＝ ｖ ／ Ｒ， γ ＝ １２ （Ｒ ／ ｈ） ２， Ｌ ＝ ｌ ／ ｒ，
　 　 Ｔ ＝ ｃ１ ｔ ／ Ｒ， Ｎｃｒ（ ｔ） ＝ Ｎｘ（ ｔ）Ｒ２ ／ Ｄ， Ｔｃｒ（ ｔ） ＝ Ｎｘθ（ ｔ）Ｒ２ ／ Ｄ，

进行无量纲化．将 θ 坐标模拟时间坐标，即

　 　 （）
·

＝ ∂
∂θ

（） ≡ ∂θ（），
∂
∂Ｘ

（） ≡ ∂Ｘ（） ．

考虑在某一时刻圆柱壳的前屈曲问题，因此可忽略惯性项．引入 φ ＝－ Ｗ ＋ Ｖ， 则 Ｌａｇｒａｎｇｅ
函数可写为

　 　 Ｌ（Ｕ，Ｖ，Ｗ） ＝ γ
２ { （∂ＸＵ ＋ Ｖ ＋ Ｗ） ２ － ２（１ － μ） [∂ＸＵ（Ｖ ＋ Ｗ） － １

４
（Ｕ ＋ ∂ＸＶ） ２ ] } ＋

　 　 　 　 １
２ { （∂２

ＸＷ － φ） ２ － ２（１ － μ） [Ｗ∂２
ＸＷ － （∂ＸＷ） ２ － Ｖ∂２

ＸＷ ＋ ∂ＸＶ∂ＸＷ －

２１５ 耦合载荷冲击下圆柱壳的动态屈曲



　 　 　 　 １
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（∂ＸＶ） ２ ] } ＋ （∂２
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２
（∂ＸＷ） ２ ． （５）

定义　 原变量

　 　 ｑ ＝ {Ｕ，Ｖ，Ｗ，φ } Ｔ ≡ { ｑ１，ｑ２，ｑ３，ｑ４ } Ｔ，
对偶变量

　 　 ｐ ＝ { ｐ１，ｐ２，ｐ３，ｐ４ } Ｔ ≡ {Ｎｘθ，Ｎθ，Ｑ，Ｍ } Ｔ

分别为

　 　
ｐ１ ＝ δＬ

δＵ
＝ γ（１ － μ）

２
（Ｕ ＋ ∂ＸＶ）， ｐ２ ＝ δＬ

δＶ
＝ γ（Ｖ ＋ Ｗ ＋ μ∂ＸＵ），
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δＷ

＝－ （∂２
ＸＷ － φ） ＋ Ｔｃｒ∂ＸＷ， ｐ４ ＝ δＬ
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＝ φ － ∂２
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方程（６）可以改写为

　 　 ｑ１ ＝
２ｐ１

γ（１ － μ）
－ ∂Ｘｑ２， ｑ２ ＝

ｐ２

γ
－ ｑ３ － μ∂Ｘｑ１， ｑ３ ＝ － ｑ４ ＋ ｑ２， ｑ４ ＝ ｐ４ ＋ ∂２

Ｘｑ３ ． （７）

用原变量和对偶变量表示的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数为

　 　 Ｈ（ｑ，ｐ） ＝ ｐＴｑ － Ｌ（ｑ，ｐ） ＝ ｐ１ｑ１ ＋ ｐ２ｑ２ ＋ ｐ３ｑ３ ＋ ｐ４ｑ４ － Ｌ（ｑ，ｐ） ＝

　 　 　 　 ｐ１ｑ１ ＋ ｐ２ｑ２ ＋ ｐ３ｑ３ ＋ ｐ４ｑ４ － γ
２ { （∂Ｘｑ１ ＋ ｑ２ ＋ ｑ３） ２ －
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（１ ＋ γ）（１ － μ）（∂Ｘｑ２） ２ －
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将方程（７）代入变分方程

　 　 δ∫［ｐＴｑ － Ｈ（ｑ， ｐ）］ｄΩ ＝ ０． （９）

通过分部积分可以得到 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 正则方程

　 　 ｑ ＝ δＨ
δｐ

， ｐ ＝ － δＨ
δｑ

， （１０）

即
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其中
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令全状态向量 ψ ＝ { ｑＴ，ｐＴ } Ｔ， 方程（１１）简写为

　 　 ψ ＝ Ｈψ， （１２）
其中 Ｈ 为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子矩阵．

３　 问题的辛本征值与辛本征解

在辛空间，方程的解可以表示为［９⁃１０］

　 　 ψ（Ｘ，θ） ＝ ∑ψｎ（Ｘ）ｅλｎθ， （１３）

其中 λ ｎ 为算子矩阵 Ｈ 的本征值， ψｎ ＝ { ｑ－ １，ｑ
－
２，ｑ

－
３，ｑ

－
４，ｐ

－
１，ｐ

－
２，ｐ

－
３，ｐ

－
４ } Ｔ 为其所对应的本征向量，

满足

　 　 Ｈψｎ ＝ λ ｎψｎ ． （１４）
根据圆柱壳体端部条件 （θ ＝ ０ 和 θ ＝ ２π） 的连续性，边界条件满足

　 　 ｑ－ ｉ θ ＝ ０ ＝ ｑ－ ｉ θ ＝ ２π， ｐ－ ｉ θ ＝ ０ ＝ ｐ－ ｉ θ ＝ ２π 　 　 （ ｉ ＝ １，２，３，４）， （１５）
即 ψｎ（０） ＝ψｎ（２π），因此算子矩阵Ｈ的本征值应满足λ ｎ ＝ ｉｎ （ｎ ＝ ０， ±１， ±２，…），方程（１３）
可以写成

　 　 ψ（Ｘ，θ） ＝ ∑ψｎ（Ｘ）ｅｉｎθ ． （１６）

将式（１６）代入方程（１４），特征方程转化为

　 　 ｉｎψｎ ＝ Ｈψｎ ． （１７）
令本征解为

　 　 ψｎ ＝ ｃ１ｅξ１Ｘ ＋ ｃ２ｅξ２Ｘ ＋ ｃ３ｅξ３Ｘ ＋ ｃ４ｅξ４Ｘ ＋ ｃ５ｅξ５Ｘ ＋ ｃ６ｅξ６Ｘ ＋ ｃ７ｅξ７Ｘ ＋ ｃ８ｅξ８Ｘ， （１８）
其中 ｃｋ ＝ { ｃ１ｋ，ｃ２ｋ，ｃ３ｋ，ｃ４ｋ，ｃ５ｋ，ｃ６ｋ，ｃ７ｋ，ｃ８ｋ } Ｔ（ｋ ＝ １，２，…，８） 是常向量， ξ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，８） 是特征

方程的根，满足

　 　 ξ ８ ＋ ａ１ξ ６ ＋ ａ２ξ ５ ＋ ａ３ξ ４ ＋ ａ４ξ ３ ＋ ａ５ξ ２ ＋ ａ６ξ ＋ ａ７ ＝ ０， （１９）
其中

　 　

ａ１ ＝ Ｎｃｒ － ｎ２［４γ ＋ （５ － μ） ／ ２］ ／ （１ ＋ γ），
ａ２ ＝ － ２ｉｎＴｃｒ，

ａ３ ＝ γ（１ － μ ２） ＋ ［ｎ４（２ － μ ＋ ６γ） － ２ｎ２γ（２ ＋ μ） － ２ｎ２γＮｃｒ］ ／ （１ ＋ γ） －

　 　 Ｎｃｒ（５ － ２μ ＋ μ ２） ／ （（１ ＋ γ）（１ － μ）），

ａ４ ＝ － ｉｎＴｃｒ［ｎ２（１ ＋ μ － ４γ） ＋ ２γ（２ ＋ μ）］ ／ （１ ＋ γ），

ａ５ ＝ ２ｎ４Ｎｃｒ － ｎ２［ｎ４（８γ ＋ １ － μ） － ２Ｔ２
ｃｒ －

　 　 ４ｎ２γ（３ ＋ μ） ＋ γ（５ ＋ ３μ）］ ／ ［２（１ ＋ γ）］，
ａ６ ＝ － ２ｉγＴｃｒ（ｎ５ － ｎ３） ／ （１ ＋ γ），

ａ７ ＝ γ（ｎ８ － ２ｎ６ ＋ ｎ４） ／ （１ ＋ γ） ．
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ｃｍｋ（ｍ ＝ １，２，…，８） 满足

　 　

ｃ２ｋ ＝ ｂ１ｋｃ１ｋ，

ｃ３ｋ ＝ ｂ２ｋｃ１ｋ，

ｃ４ｋ ＝ － ｉｎｃ３ｋ ＋ ｃ２ｋ，

ｃ５ｋ ＝ （１ － μ）γ（ ｉｎｃ１ｋ ＋ ξ ｋｃ２ｋ） ／ ２，

ｃ６ｋ ＝ γ（ ｉｎｃ２ｋ ＋ ｃ３ｋ ＋ μξ ｋｃ１ｋ），

ｃ７ｋ ＝ ［ ｉｎ（ｎ２ － ξ ２
ｋ） ＋ ξ ｋＴｃｒ］ｃ３ｋ － ｎ２ｃ２ｋ，

ｃ８ｋ ＝ （ｎ２ － ξ ２
ｋ）ｃ３ｋ ＋ ｉｎｃ２ｋ，
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其中

　 　 ｂ１ｋ ＝ ｂ４ｋ ／ ｂ０ｋ，
　 　 ｂ２ｋ ＝ ｂ５ｋ ＋ ｂ１ｋｂ３ｋ，
　 　 ｂ０ｋ ＝ Ｔｃｒξ ２

ｋｎ２（１ ＋ μ） ＋ ｉｎξ ｋ［γ（１ － μ） － ２μ（ｎ２ － ξ ２
ｋ） ＋ （１ ＋ μ）（ｎ２ － ξ ２

ｋ） ２］ ／ ２，
　 　 ｂ３ｋ ＝ （１ ＋ μ） ｉｎξ ｋ ／ （２μξ ｋ），
　 　 ｂ４ｋ ＝ ｉｎＴｃｒξ ｋ（２ξ ２

ｋ － ｎ２ ＋ μｎ２） ＋ γｎ２（１ － μ） ／ ２ ＋

　 　 　 　 （ｎ２ － μｎ２ － ２ξ ２
ｋ）（ｎ２ － ξ ２

ｋ） ２ ／ ２ ＋ ξ ２
ｋγ（μ ２ － １），

　 　 ｂ５ｋ ＝ ［ξ ２
ｋ － （１ － μ）ｎ２ ／ ２］ ／ （μξ ｋ） ．

在式（２１）中， ｂ１ｋ，ｂ２ｋ 是 ｃｍｋ 的系数，这个系数的值又跟其他的 ｂ０ｋ，ｂ３ｋ，ｂ４ｋ，ｂ５ｋ 有关系，与 ｍ
的取值无关，在这不做特别说明．

当 ｎ ＝ ０ 时，特征方程的系数只有 ａ１ 和 ａ３ 不为 ０，且这两项系数只跟 Ｎｃｒ 有关系，即应力波

传播时与扭转载荷没有影响，这同圆柱壳受耦合冲击相矛盾，因此与圆柱壳扭转屈曲一样，受
耦合冲击的圆柱壳也不会发生轴对称屈曲．

４　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系下的边界条件和分叉条件

在轴向和扭转耦合应力波冲击下，圆柱壳可分为应力传播区：包含轴向压缩和扭转应力波

共同作用区（区域 １）、轴向压缩应力波作用区（区域 ２）和载荷未扰动区（区域 ３）．
本征解在冲击端 （Ｘ ＝ ０） 应满足的端部条件用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系下的混合变量描述如下：

　 　

ｑ１［（１ － μ ２）∂Ｘｑ１ ＋ μｐ２ ／ γ］ ＝ ０，

ｑ２［ － ∂Ｘｑ２ ＋ ２∂Ｘｑ４ ＋ ２ｐ１ ／ （１ － μ） ＋ ２Ｔｃｒｑ３ ／ （１ － μ）］ ＝ ０，

ｑ３［ － ２μ∂２
Ｘｑ１ － ２∂Ｘｑ３ － ∂Ｘｐ４ ＋ ２∂Ｘｐ２ ／ γ ＋ Ｎｃｒ∂Ｘｑ３ － Ｔｃｒ（ｑ２ － ｑ４）］ ＝ ０，

∂Ｘｑ３［（１ － μ）∂２
Ｘｑ３ － μｐ４］ ＝ ０ ．
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（２２）

式（２２）包括了各种端部边界条件，考虑固支端部边界条件：
　 　 ｑ１ ＝ ０， ｑ２ ＝ ０， ｑ３ ＝ ０， ∂Ｘｑ３ ＝ ０．
本征解在轴向压缩和扭转应力波共同作用波阵面 （Ｘｒ ＝ ｃ２ ｔ）， 即区域 １ 和区域 ２ 的交界，

应满足连续性条件：

５１５马　 　 建　 　 青　 　 　 徐　 　 新　 　 生



　 　

ｑ（１）
１ ｜ Ｘ ＝ Ｘ －

ｒ
＝ ｑ（２）

１ ｜ Ｘ ＝ Ｘ ＋
ｒ
，

ｑ（１）
２ ｜ Ｘ ＝ Ｘ －

ｒ
＝ ｑ（２）

２ ｜ Ｘ ＝ Ｘ ＋
ｒ
，

ｑ（１）
３ ｜ Ｘ ＝ Ｘ －

ｒ
＝ ｑ（２）

３ ｜ Ｘ ＝ Ｘ ＋
ｒ
，

∂Ｘｑ（１）
３ ｜ Ｘ ＝ Ｘ －

ｒ
＝ ∂Ｘｑ（２）

３ ｜ Ｘ ＝ Ｘ ＋
ｒ
，

（１ － μ ２）∂Ｘｑ（１）
１ ｜ Ｘ ＝ Ｘ －

ｒ
＋ μｐ（１）

２ ｜ Ｘ ＝ Ｘ －
ｒ
／ γ ＝

　 　 （１ － μ ２）∂Ｘｑ（２）
１ ｜ Ｘ ＝ Ｘ ＋

ｒ
＋ μｐ（２）

２ ｜ Ｘ ＝ Ｘ ＋
ｒ
／ γ，

－ ∂Ｘｑ（１）
２ ｜ Ｘ ＝ Ｘ －

ｒ
＋ ２∂Ｘｑ（１）

４ ｜ Ｘ ＝ Ｘ －
ｒ
＋ ２ｐ（１）

１ ｜ Ｘ ＝ Ｘ －
ｒ
／ （１ － μ） ＋

　 　 ２Ｔｃｒｑ（１）
３ ｜ Ｘ ＝ Ｘ －

ｒ
／ （１ － μ） ＝

　 　 － ∂Ｘｑ（２）
２ ｜ Ｘ ＝ Ｘ ＋

ｒ
＋ ２∂Ｘｑ（２）

４ ｜ Ｘ ＝ Ｘ ＋
ｒ
＋ ２ｐ（２）

１ ｜ Ｘ ＝ Ｘ ＋
ｒ
／ （１ － μ），

－ ２μ∂２
Ｘｑ（１）

１ ｜ Ｘ ＝ Ｘ －
ｒ
－ ２∂Ｘｑ（１）

３ ｜ Ｘ ＝ Ｘ －
ｒ
－ ∂Ｘｐ（１）

４ ｜ Ｘ ＝ Ｘ －
ｒ
＋ ２∂Ｘｐ（１）

２ ｜ Ｘ ＝ Ｘ －
ｒ
／ γ ＋

　 　 Ｎｃｒ∂Ｘｑ（１）
３ ｜ Ｘ ＝ Ｘ －

ｒ
－ Ｔｃｒ（ｑ（１）

２ ｜ Ｘ ＝ Ｘ －
ｒ
－ ｑ（１）

４ ｜ Ｘ ＝ Ｘ －
ｒ
） ＝

　 　 － ２μ∂２
Ｘｑ（２）

１ ｜ Ｘ ＝ Ｘ ＋
ｒ
－ ２∂Ｘｑ（２）

３ ｜ Ｘ ＝ Ｘ ＋
ｒ
－ ∂Ｘｐ（２）

４ ｜ Ｘ ＝ Ｘ ＋
ｒ
＋

　 　 ２∂Ｘｐ（２）
２ ｜ Ｘ ＝ Ｘ ＋

ｒ
／ γ ＋ Ｎｃｒ∂Ｘｑ（２）

３ ｜ Ｘ ＝ Ｘ ＋
ｒ
，

－ μｐ（１）
４ ｜ Ｘ ＝ Ｘ －

ｒ
＋ （１ － μ）∂２

Ｘｑ（１）
３ ｜ Ｘ ＝ Ｘ －

ｒ
＝

　 　 － μｐ（２）
４ ｜ Ｘ ＝ Ｘ ＋

ｒ
＋ （１ － μ）∂２

Ｘｑ（２）
３ ｜ Ｘ ＝ Ｘ ＋

ｒ
．
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在载荷未扰动区，内力和位移均为 ０，所以在波前 （Ｘ ＝ Ｘｅ ＜ Ｌ） 应满足连续性条件：
　 　 ｑ１ ＝ ０， ｑ２ ＝ ０， ｑ３ ＝ ０， ∂Ｘｑ３ ＝ ０　 　 （Ｘ ＝ Ｘｅ） ． （２４）
本征解应满足边界条件和连续性条件，由本征解（１８），边界条件（２４）可以写成

　 　 ［Ａ］ １６×１６ｃ ＝ ０， （２５）
其中

　 　 Ａ１ｋ ＝ １， Ａ２ｋ ＝ ｂ１ｋ， Ａ３ｋ ＝ ｂ２ｋ， Ａ４ｋ ＝ ξ ｋｂ２ｋ，
　 　 Ａ５ｋ ＝ ［ξ ｋ ＋ μ（ ｉｎｂ１ｋ ＋ ｂ２ｋ）］ｅξｋＸｒ，
　 　 Ａ６ｋ ＝ ［γｉｎ ＋ （１ ＋ γ）ξ ｋｂ１ｋ － ２ｉｎξ ｋｂ２ｋ］ｅξｋＸｒ，
　 　 Ａ７ｋ ＝ ［ξ ３

ｋｂ２ｋ － μ（ｎ２ξ ｋｂ２ｋ ＋ ｉｎξ ｋｂ１ｋ） ＋ Ｎｃｒξ ｋｂ２ｋ － ｉｎＴｃｒｂ２ｋ］ｅξｋＸｒ，
　 　 Ａ８ｋ ＝ ［ξ ２

ｋｂ２ｋ － μ（ｎ２ｂ２ｋ ＋ ｉｎｂ１ｋ）］ｅξｋＸｒ，
　 　 Ａ９ｋ ＝ － ［ξ ｋ ＋ μ（ ｉｎｂ１ｋ ＋ ｂ２ｋ）］ｅξｋＸｒ，
　 　 Ａ１０ｋ ＝ － ［γｉｎ ＋ （１ ＋ γ）ξ ｋｂ１ｋ － ２ｉｎξ ｋｂ２ｋ］ｅξｋＸｒ，
　 　 Ａ１１ｋ ＝ － ［ξ ３

ｋｂ２ｋ － μ（ｎ２ξ ｋｂ２ｋ ＋ ｉｎξ ｋｂ１ｋ） ＋ Ｎｃｒξ ｋｂ２ｋ］ｅξｋＸｒ，
　 　 Ａ１２ｋ ＝ － ［ξ ２

ｋｂ２ｋ － μ（ｎ２ｂ２ｋ ＋ ｉｎｂ１ｋ）］ｅξｋＸｒ，
　 　 Ａ１３ｋ ＝ ｅξｋＸｅ， Ａ１４ｋ ＝ ｂ１ｋｅξｋＸｅ， Ａ１５ｋ ＝ ｂ２ｋｅξｋＸｅ， Ａ１６ｋ ＝ ξ ｋｂ２ｋｅξｋＸｅ ．
如果本征解恒为 ０，圆柱壳不发生前屈曲，因此，本征解有非零解．要求系数行列式 Ａ 为

０，即分叉条件为

　 　 Ａ ＝ ０． （２６）
从分叉条件可求解出圆柱壳轴向冲击载荷 Ｎｃｒ 与扭转冲击载荷 Ｔｃｒ 之间的关系，在某一时

刻相应的屈曲模态由方程（２６）及本征解（１８）得到．

６１５ 耦合载荷冲击下圆柱壳的动态屈曲



５　 数 值 结 果

由分叉条件（２６）经过数值计算得到了临界屈曲载荷曲线，由式（１６）、（１８）得到相应的屈

曲模态．针对冲击端固支和简支的情况，对轴向和扭转耦合冲击载荷作用下的弹性圆柱壳进行

数值计算，其中无量纲化后的圆柱壳尺寸：壁厚 ｈ
－
＝ ｈ ／ Ｒ ． 所计算圆柱壳的尺寸：ｈ

－
＝ ０．０５，

Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 μ ＝ ０．２５．
长圆柱壳在轴向和扭转耦合载荷冲击下，对于给定的扭转冲击载荷 Ｔｃｒ， 都能得到轴向临

界载荷随波阵面的变化曲线以及相应的屈曲模态．临界曲线及屈曲模态同样分为两类：局部屈

曲和整体屈曲．

图 ２　 当 ｎ ＝ ３， Ｔｃｒ ＝ ２０ 时轴向临界

载荷随波阵面的曲线

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ａｘｉａｌ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄｓ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｏｆ
ｗａｖｅ ｆｒｏｎｔ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ （ｎ ＝ ３， Ｔｃｒ ＝ ２０）

对冲击端固支的情况：
１） ｎ ≠ １ 时临界屈曲载荷曲线与屈曲模态

图 ２ 给出了 ｎ ＝ ３，Ｔｃｒ ＝ ２０时轴向临界载荷随

波阵面的变化曲线（ｎ ＝ ３，Ｔｃｒ ＝ ３０ 时轴向临界载

荷随波阵面的变化曲线参见图 ５）．从图中可以看

出，随着波阵面的传播，有的临界载荷曲线逐渐下

降并趋于一固定值，有的相邻不同分支的临界载

荷曲线呈现绞扭趋势下降并逐渐趋于不同的固定

值．对于相同阶数，波传播到相同波阵面，临界载

荷值同只承受轴向冲击作用相比要小，这说明耦

合冲击作用下的圆柱壳更易于发生屈曲．对于同

一阶受耦合冲击的圆柱壳，施加扭转载荷较大时

所需要的轴向临界载荷则小．
图 ３ 给出了 ｎ ＝ ３，Ｔｃｒ ＝ ２０，当 Ｎｃｒ ＝ １４５ 时前

６ 分支的屈曲模态；图 ４给出了 ｎ ＝ ３，Ｔｃｒ ＝ ２０ 时不

图 ３　 当 Ｎｃｒ ＝ １４５ 时前 ６ 分支的屈曲模态 （ｎ ＝ ３， Ｔｃｒ ＝ ２０）

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｍｏｄｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ６ ｂｒａｎｃｈｅｓ ｗｈｅｎ Ｎｃｒ ＝ １４５ （ｎ ＝ ３， Ｔｃｒ ＝ ２０）

图 ４　 当 ｎ ＝ ３， Ｔｃｒ ＝ ２０ 时不同波阵面的屈曲模态

Ｆｉｇ．４　 Ｓｏｍｅ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｍｏｄｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｗａｖｅ ｆｒｏｎｔ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ （ｎ ＝ ３， Ｔｃｒ ＝ ２０）

同波阵面的屈曲模态，分别对应图 ２ 中标出的波传播位置．由于应力横波比纵波波速慢，圆柱

壳在轴扭耦合载荷冲击作用下被分成 ３ 个区域：轴扭耦合作用区、轴向冲击作用区和未扰动

７１５马　 　 建　 　 青　 　 　 徐　 　 新　 　 生



区．阶数 ｎ 对应环向波纹数，分支数 ｍ 对应轴向波纹数，随着应力纵波和横波的发展，圆柱壳的

轴向波纹数增加．
图 ５ 给出了 ｎ ＝ ３，Ｔｃｒ ＝ ３０ 时轴向临界载荷随波阵面的变化曲线；图 ６ 给出了当 ｎ ＝ ３，Ｔｃｒ

＝ ３０ 时，第 １ 分支不同波阵面的屈曲模态；图 ７ 给出了 ｎ ＝ ３，Ｔｃｒ ＝ ３０，当 Ｎｃｒ ＝ １４０ 时前 ６ 分支

的屈曲模态．

图 ５　 当 ｎ ＝ ３， Ｔｃｒ ＝ ３０ 时轴向临界载荷随波阵面的曲线

Ｆｉｇ．５　 Ｔｈｅ ａｘｉａｌ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄｓ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｏｆ ｗａｖｅ ｆｒｏｎｔ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ （ｎ ＝ ３， Ｔｃｒ ＝ ３０）

图 ６　 第 １ 分支不同波阵面的屈曲模态 （ｎ ＝ ３， Ｔｃｒ ＝ ３０）

Ｆｉｇ．６　 Ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｍｏｄｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｂｒａｎｃｈ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｗａｖｅ ｆｒｏｎｔ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ （ｎ ＝ ３， Ｔｃｒ ＝ ３０）

图 ７　 当 Ｎｃｒ ＝ １４０ 时前 ６ 分支的屈曲模态 （ｎ ＝ ３， Ｔｃｒ ＝ ３０）

Ｆｉｇ．７　 Ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｍｏｄｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ６ ｂｒａｎｃｈｅｓ ｗｈｅｎ Ｎｃｒ ＝ １４０ （ｎ ＝ ３， Ｔｃｒ ＝ ３０）

２） ｎ ＝ １ 临界屈曲载荷曲线与屈曲模态

图 ８ 给出了当 ｎ ＝ １，Ｔｃｒ ＝ ２０ 时轴向临界载荷随波阵面的曲线，从图中可以看出临界载荷

曲线分为两类：一类是曲线随着波阵面的传播临界载荷值迅速下降趋于平缓逐渐接近于一固

定值，另一类是波阵面传播到一定阶段，临界载荷迅速下降并接近于 ０．在此称第 １ 类为局部屈

曲载荷曲线，第 ２ 类为整体屈曲载荷曲线．
图 ９ 给出了 ｎ ＝ １，Ｔｃｒ ＝ ２０，当 Ｎｃｒ ＝ １６６ 时前 ６ 分支的屈曲模态．图 １０ 给出了 ｎ ＝ １，Ｔｃｒ ＝

２０ 时不同波阵面的整体屈曲模态，分别对应第 ２ 类曲线上相应的传播位置．从图中可以看出，
在第 １ 类局部屈曲载荷曲线上对应的屈曲模态与非一阶的屈曲模态相类似，区别只是环向波

纹数不同．第 ２ 类整体屈曲载荷曲线上对应的屈曲模态，在轴扭耦合区域主要体现耦合的整体

８１５ 耦合载荷冲击下圆柱壳的动态屈曲



图 ８　 当 ｎ ＝ １， Ｔｃｒ ＝ ２０ 时轴向临界载荷随波阵面的曲线

Ｆｉｇ．８　 Ｔｈｅ ａｘｉａｌ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄｓ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｏｆ ｗａｖｅ ｆｒｏｎｔ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ （ｎ ＝ １， Ｔｃｒ ＝ ２０）

图 ９　 当 Ｎｃｒ ＝ １６６ 时前 ６ 分支的屈曲模态 （ｎ ＝ １， Ｔｃｒ ＝ ２０）

Ｆｉｇ．９　 Ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｍｏｄｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ６ ｂｒａｎｃｈｅｓ ｗｈｅｎ Ｎｃｒ ＝ １６６ （ｎ ＝ １， Ｔｃｒ ＝ ２０）

图 １０　 当 ｎ ＝ １， Ｔｃｒ ＝ ２０ 时不同波阵面的整体屈曲模态

Ｆｉｇ．１０　 Ｓｏｍｅ ｇｌｏｂａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｍｏｄｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｗａｖｅ ｆｒｏｎｔ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ （ｎ ＝ １， Ｔｃｒ ＝ ２０）

图 １１　 当 ｎ ＝ ３， Ｔｃｒ ＝ ２０ 时轴向临界

载荷随波阵面的曲线

Ｆｉｇ．１１　 Ｔｈｅ ａｘｉａｌ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄｓ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｏｆ
ｗａｖｅ ｆｒｏｎｔ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ （ｎ ＝ ３， Ｔｃｒ ＝ ２０）

屈曲模态，在轴向冲击作用区体现整体弯曲屈

曲．在图 １０ 中点 １ 处的屈曲模态又与其它点处

不同．点 １ 位于两类曲线的交点处，此点处的

屈曲模态为局部屈曲和整体屈曲的耦合屈曲

模态．
对冲击端简支的情况：
１） ｎ ≠ １ 临界屈曲载荷曲线与屈曲模态

图 １１ 给出了当 ｎ ＝ ３，Ｔｃｒ ＝ ２０ 时轴向临界

载荷随波阵面的变化曲线；图 １２ 给出了 ｎ ＝ ３，
Ｔｃｒ ＝ ２０，当 Ｎｃｒ ＝ １３８ 时前 ６ 分支的屈曲模态．
从图中可以看出，冲击端简支时仍存在固定的

扭转冲击载荷下，轴向冲击临界载荷随着波阵

面的传播逐渐下降并趋于不同的固定值．对于

相同波阵面，施加扭转载荷较大时所需要的轴
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向临界载荷则小．

图 １２　 当 Ｎｃｒ ＝ １３８ 时前 ６ 分支的屈曲模态 （ｎ ＝ ３， Ｔｃｒ ＝ ２０）

Ｆｉｇ．１２　 Ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｍｏｄｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ６ ｂｒａｎｃｈｅｓ ｗｈｅｎ Ｎｃｒ ＝ １３８ （ｎ ＝ ３， Ｔｃｒ ＝ ２０）

２） ｎ ＝ １ 临界屈曲载荷曲线与屈曲模态

图 １３ 给出了 ｎ ＝ １，Ｔｃｒ ＝ ２０ 时轴向临界载荷随波阵面的曲线．与冲击端固支一样，临界载

荷曲线也分为两类：一类是曲线随着波阵面的传播临界载荷值迅速下降趋于平缓逐渐接近于

一固定值，另一类是波阵面传播到一定阶段，临界载荷迅速下降并接近于 ０．同样称第 １ 类为局

部屈曲载荷曲线，第 ２ 类为整体屈曲载荷曲线．与冲击端固支不同的是临界载荷曲线并没有绞

扭着逐渐下降．

图 １３　 当 ｎ ＝ １， Ｔｃｒ ＝ ２０ 时轴向临界载荷随波阵面的曲线

Ｆｉｇ．１３　 Ｔｈｅ ａｘｉａｌ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄｓ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｏｆ ｗａｖｅ ｆｒｏｎｔ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ （ｎ ＝ １， Ｔｃｒ ＝ ２０）

图 １４　 当 ｎ ＝ １， Ｔｃｒ ＝ ２０ 时不同波阵面的整体屈曲模态

Ｆｉｇ．１４　 Ｓｏｍｅ ｇｌｏｂａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｍｏｄｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｗａｖｅ ｆｒｏｎｔ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ （ｎ ＝ １， Ｔｃｒ ＝ ２０）

图 １４ 给出了当 ｎ ＝ １，Ｔｃｒ ＝ ２０ 时不同波阵面的整体屈曲模态，分别对应第 ２ 类曲线上相应

传播位置．与冲击端固支情况类似，屈曲模态也分为两类．第 １ 类是局部屈曲载荷曲线上对应

的屈曲模态，与非一阶的屈曲模态相类似，区别只是环向波纹数不同．第 ２ 类是整体屈曲载荷

曲线上对应的屈曲模态，在轴扭耦合区域主要体现耦合的整体屈曲模态，在轴向冲击作用区体

现整体弯曲屈曲．在图 １４ 中，点 １ 处的屈曲模态又与其它点处不同．点 １ 位于两类曲线的交点

处，此点处的屈曲模态为局部屈曲和整体屈曲的耦合屈曲模态．

０２５ 耦合载荷冲击下圆柱壳的动态屈曲



６　 结　 　 论

在 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系下，轴扭耦合载荷冲击下长圆柱壳的临界屈曲载荷和屈曲模态归结为辛

本征值和本征解问题．在轴扭耦合载荷冲击下辛本征值只能取非零值，因此长圆柱壳只能发生

非轴对称动态屈曲问题．阶数 ｎ 对应环向波纹数，分支数 ｍ 对应轴向波纹数，随着应力纵波和

横波的发展，圆柱壳的轴向波纹数增加．由于纵波和横波的传播速度不同，长圆柱壳的屈曲分

为 ３ 个区域：耦合作用区、轴向冲击作用区和未扰动区．长圆柱壳阶数 ｎ ≠ １ 时发生局部屈曲，
阶数 ｎ ＝ １ 时会发生局部屈曲、整体屈曲以及局部与整体的耦合屈曲．
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