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摘要：　 提高 ＮＵＲＢＳ 基函数阶数可以提高等几何分析的精度，同时也会降低多重网格迭代收敛速

度．将共轭梯度法与多重网格方法相结合，提出了一种提高收敛速度的方法，该方法用共轭梯度法

作为基础迭代算法，用多重网格进行预处理．对 Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）方程分别用多重网格方法和多重网

格共轭梯度法进行了求解，计算结果表明：等几何分析中采用高阶 ＮＵＲＢＳ 基函数处理三维问题

时，多重网格共轭梯度法比多重网格法的收敛速度更快．
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引　 　 言

等几何分析是求解偏微分方程的一种新数值方法［１］，它与有限元法一样都基于 Ｇａｌｅｒｋｉｎ
变分，但是采用非均匀有理 Ｂ 样条（ＮＵＲＢＳ）作为基函数．因为 ＮＵＲＢＳ 基函数在单元边界上能

够实现 Ｃｋ（ｋ ≥ １） 连续性，提高光滑性 ｋ 可以提高数值解的精度［２⁃３］，所以等几何分析在精度

方面优于传统有限元方法［４］ ．
当等几何分析产生的代数方程规模很大时，直接求解计算成本过高，一般采用迭代方法求

解．多重网格迭代是一种高效的迭代算法，该方法在有限容积法［５⁃６］、有限差分法［７⁃８］ 和有限元

方法［９］中的研究较多，但在等几何分析中的研究较少，仅 Ｇａｈａｌａｕｔ 等［１０］在 ２０１３ 年研究了用多

重网格算法求解等几何分析中的代数方程．文献［１０］的结果表明多重网格方法具有很快的收

敛速度，但是当基函数的次数或光滑性增加时，多重网格的收敛速度降低．因此，在提高基函数

光滑性获得更高精度的同时，多重网格的效率也随之降低．
多重网格的基本思想是在密网格上进行光顺，使高频误差衰减，在粗网格上进行误差修

正，使低频误差衰减［７］ ．常用的光顺算法是 Ｊａｃｏｂｉ 迭代或 Ｇａｕｓｓ⁃Ｓｅｉｄｅｌ 迭代，随着基函数光滑性

升高，Ｊａｃｏｂｉ 迭代或 Ｇａｕｓｓ⁃Ｓｅｉｄｅｌ 迭代的光顺效果降低，多重网格的收敛速度降低．共轭梯度法

是一种 Ｋｒｙｌｏｖ 子空间迭代方法，它适用于系数矩阵为对称正定的情况．理论上若代数方程的维

数为 ｎ，那么进行 ｎ 次共轭梯度法迭代将收敛到精确解；实际计算中共轭梯度法的收敛速度快

慢取决于所采用的预处理矩阵能否聚集系数矩阵的特征值［１１］ ．多重网格方法可看成用简单迭
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代方法求解某个预处理矩阵作用下的代数方程，这个预处理矩阵能够有效聚集矩阵特征值，用
多重网格预处理能够提高共轭梯度法的收敛速度［１２］ ．本文提出了一种适用于等几何分析的多

重网格共轭梯度法， 当 ｋ 较高时， 那些在多重网格中衰减较慢的误差可在共轭梯度法中快速

衰减．
本文用等几何分析对二维和三维 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程进行了计算，分别用多重网格法和多重网格

共轭梯度法来求解线性方程组，结果表明 ＮＵＲＢＳ 基函数阶数增加时多重网格共轭梯度法的

收敛速度更快．

１　 多重网格法

多重网格方法需要使用疏密不同的多组网格，等几何分析的疏密网格在计算中通过节点

插入自动生成［２］ ．多重网格方法还需要在不同网格之间进行转换，文献［１０］使用了网格转换

矩阵，但没有给出计算关系式，本文根据离散 Ｂ 样条首次给出了等几何多重网格方法的转换

矩阵关系式．
１．１　 网格转换矩阵

对一维情况，给定两组节点向量 ξＨ
ｉ 和 ξ ｈ

ｊ ，上标 Ｈ，ｈ 分别表示与疏、密网格相关的量， ξ ｈ
ｊ

是由 ξＨ
ｉ 插入节点得到的．由这两组节点向量定义的 Ｂ 样条基函数 {ＮＨ

ｉ } ｎＨ
ｉ ＝ １ 和 {Ｎｈ

ｊ } ｎｈ
ｊ ＝ １ 满足如

下线性变换关系［１３］：

　 　 ＮＨ
ｉ ＝ ∑

ｎｈ

ｊ ＝ １
Ｒｋ

ｉ， ｊ Ｎｈ
ｊ ， （１）

式中 ｋ 为 Ｂ 样条的阶数．Ｒｒ
ｉ， ｊ（ ｒ ＝ １，２，…，ｋ） 对 ｒ 满足如下递归关系：

　 　 Ｒｒ
ｉ， ｊ ＝ ω ｒ

ｉ， ｊＲｒ－１
ｉ， ｊ ＋ （１ － ω ｒ

ｉ ＋１， ｊ）Ｒｒ－１
ｉ ＋１， ｊ， （２）

其中

　 　 ω ｒ
ｉ， ｊ ＝

ξ ｈ
ｊ ＋ｒ－１ － ξＨ

ｉ

ξＨ
ｉ ＋ｒ － ξＨ

ｉ

， ξＨ
ｉ ≠ ξＨ

ｉ ＋ｒ，

０， ｏｔｈｅｒ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

　 Ｒ１
ｉ， ｊ ＝

１， ξＨ
ｉ ≤ ξ ｈ

ｊ ＜ ξＨ
ｉ ＋１，

０， ｏｔｈｅｒ ．{
Ｒｋ

ｉ， ｊ 的递归关系与 Ｂ 样条基函数的定义类似，它的第 ｉ行是基函数ＮＨ
ｉ 在点 { ξ ｈ

ｊ } ｎｈ＋ｋ－１
ｊ ＝ ｋ 的函

数值，因此又称为离散 Ｂ 样条．因为 ＮＨ
ｉ 在区间［ξＨ

ｉ ，ξＨ
ｉ ＋ｋ） 上大于 ０，在其它点上等于 ０，所以 Ｒｋ

ｉ， ｊ

为稀疏矩阵．等几何分析的有限元空间从 Ｂ 样条或 ＮＵＲＢＳ 基函数导出，疏密网格下它们之间

的转换关系与 Ｂ 样条基函数一样．取 Ｐ ＝ ＲＴ，则 Ｐ和 Ｒ分别是疏密网格之间的插值矩阵和限制

矩阵，本文采用文献［１３］ 中的算法来生成矩阵 Ｒ，该算法充分利用了 Ｒ 的稀疏性来提高计算

效率．
根据一维转换矩阵可以导出二维和三维转换矩阵．以二维为例，假设疏网格的节点向量为

ξＨ
ｉ 和 ηＨ

ｊ ， 它们所定义的 Ｂ 样条基函数为 {ＮＨ
ｉ （ξ） } ｎ

ｉ ＝ １ 和 {ＮＨ
ｊ （η） } ｍ

ｊ ＝ １；插入节点后得到密网

格的节点向量为 ξ ｈ
ｉ 和 η ｈ

ｊ ，相应的基函数为 {Ｎｈ
ｉ（ξ） } ｎ′

ｉ ＝ １和 {Ｎｈ
ｊ （η） } ｍ′

ｊ ＝ １；ξ 和 η 方向上的基函数

转换矩阵分别为 Ｒ 和 Ｒ ．由式（１）可得到二维 Ｂ 样条基函数的转换关系式：

　 　 ＮＨ
ｉ （ξ）ＮＨ

ｊ （η） ＝ (∑
ｓ
Ｒ ｉ，ｓ Ｎｈ

ｓ（ξ） ) (∑
ｔ
Ｒ ｊ，ｔ Ｎｈ

ｔ（η） ) ＝

　 　 　 　 ∑
ｓ
∑

ｔ
Ｒ ｉ，ｓＲ ｊ，ｔ Ｎｈ

ｓ（ξ）Ｎｈ
ｔ（η） ． （３）

对疏密网格的自由度进行全局编号，则可得到总体自由度的转换矩阵的元素为

　 　 Ｒα，β ＝ Ｒ ｉ，ｓ Ｒ ｊ，ｔ，　 　 α ＝ ｉ ＋ （ ｊ － １）ｎ， β ＝ ｓ ＋ （ ｔ － １）ｎ′ ． （４）
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疏密网格之间的传递通过网格转换矩阵实现：
　 　 ｕＨ ＝ Ｒｕｈ， ｕｈ ＝ ＰｕＨ， （５）

式中， ｕＨ 是疏网格上的未知量，ｕｈ 是密网格上的未知量．
１．２　 多重网格算法

利用节点插入得到的疏密网格以及网格转换矩阵，可以建立求解线性方程的多重网格迭

代．假设有两组网格，疏网格到密网格的转换矩阵为 Ｐ，密网格到疏网格的转换矩阵为 Ｒ， 在密

网格上应用等几何方法得到如下代数方程组：
　 　 Ａｈｕｈ ＝ ｆ ｈ， （６）

式中， Ａｈ 是刚度阵，ｆ ｈ 是右端项．本文考虑刚度阵为对称正定的情况．
该方程可用加权 Ｊａｃｏｂｉ 迭代，Ｇａｕｓｓ⁃Ｓｅｉｄｅｌ 迭代和 ＳＯＲ 迭代等常用迭代方法求解，这些迭

代方法都属于 Ｒｉｃｈａｒｄｓｏｎ 型迭代，可统一写成

　 　 ｕｈ
ｍ＋１ ＝ （Ｉ － ＢｈＡｈ）ｕｈ

ｍ ＋ Ｂｈ ｆ ｈ， （７）
式中， ｕｈ

ｍ 是第 ｍ 次迭代的近似解，Ｉ 是单位阵，Ｂｈ 是预处理矩阵．
代数方程组的误差 ｅｈ

ｍ ＝ ｕｈ － ｕｈ
ｍ 和余量 ｒｈｍ ＝ Ｂｈ － Ａｈｕｈ

ｍ 之间满足如下余量方程：
　 　 Ａｈｅｈ

ｍ ＝ ｒｈｍ ． （８）
采用 Ｒｉｃｈａｒｄｓｏｎ 型迭代求解线性方程组时，迭代过程中误差的高频分量衰减速度快，而低

频分量衰减速度慢．随着迭代的进行，误差中的低频分量将占主导地位，并且难以衰减掉．因为

低频分量变化缓慢，几何上较为光滑，所以 Ｒｉｃｈａｒｄｓｏｎ 型迭代可看成一个误差光顺过程．
对高频误差分量，需要用较密的网格以反映其分布；但对光滑的低频误差，可以用较疏的

网格．因此，当 Ｒｉｃｈａｒｄｓｏｎ 型迭代收敛速度降低时，可通过求解下面疏网格上的余量方程得到

低频误差的值：
　 　 ＡＨｅＨ

ｍ ＝ ｒＨｍ， （９）
式中， ＡＨ，ｅＨ

ｍ，ｒＨｍ 分别为疏网格上的刚度阵、误差和余量．疏网格上的误差和余量根据转换关系

（５）得到；刚度阵 ＡＨ 可通过在疏网格上用等几何方法得到，也可以通过多重网格的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ
条件得到

　 　 ＡＨ ＝ ＲＡｈＰ ． （１０）
由于 Ａｈ 是对称正定的，并且转换矩阵 Ｒ 是行满秩的，从式（１０）得到的在疏网格上的刚度阵也

是对称正定的．求得方程（９）的解后，将疏网格的误差转换到密网格上，根据误差的定义来修正

当前的近似解 ｕｈ
ｍ ．修正之后，一般再进行一次光顺操作进一步降低高频误差．

总体上，多重网格迭代过程是在密网格上进行光顺，去掉高频误差，在粗网格上进行误差

修正，去掉低频误差．如果疏网格的自由度已经很少，那么可以直接求解疏网格上的余量方程；
如果疏网格的自由度仍然很大，那么对余量方程（９）进行类似的光顺和修正过程，直到网格足

够稀疏可以直接求解．
算法 １ 给出多重网格迭代过程的伪代码．假设有 ｋ 重网格，第 ｉ ＋ １ 层网格是在第 ｉ 层网格

基础上通过节点插入得到，该算法是从当前近似解 ｕｍ
ｋ 得到下一个近似解 ｕｍ＋１

ｋ 的计算过程．算
法中 Ａｋ 为第 ｋ层网格下的刚度阵，Ｒｋ－１

ｋ 为第 ｋ层到第 ｋ － １层的转换矩阵，Ｐｋ
ｋ－１ 为第 ｋ － １层到

第 ｋ 层的转换矩阵． Ｓμ１ 表示进行 μ １ 次光顺，光顺过程为 Ｒｉｃｈａｒｄｓｏｎ 型迭代（如加权 Ｊａｃｏｂｉ，
Ｇａｕｓｓ⁃Ｓｅｉｄｅｌ，ＳＯＲ 迭代）， μ １，μ ２ 一般取 １ 或 ２．参数 γ 表示粗网格修正的迭代次数，γ 决定了访

问各层网格的路径，γ ＝ １ 为 Ｖ型循环，γ ＝ ２ 为 Ｗ 型循环，当采用 ３ 层网格时，循环过程如图 １
所示．

算法 １　 ｕｍ＋１
ｋ ＝ ＭＧ（Ａｋ， ｆｋ，ｕｍ

ｋ ，ｋ，γ， μ １， μ ２）
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ＩＦ ｋ ＝ １
　 　 ｕｍ＋１

ｋ ＝ Ａ －１
ｋ ｆｋ

ＥＬＳＥ
　 　 Ｐｒｅｓｍｏｏｔｈｉｎｇ：
　 　 ｕｍ＋１

ｋ ＝ Ｓμ１（Ａｋ， ｆｋ，ｕｍ
ｋ ）

　 　 Ｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ：
　 　 ｄｋ－１ ＝ Ｒｋ－１

ｋ （ ｆｋ － Ａｋｕｍ
ｋ ）

　 　 ｖｋ－１ ＝ ＭＧγ（Ｒｋ－１
ｋ ＡｋＰｋ

ｋ－１，ｄｋ－１，０，ｋ － １，γ， μ １， μ ２）
　 　 ｕｍ＋１

ｋ ＝ ｕｍ＋１
ｋ ＋ Ｐｋ

ｋ－１ｖｋ－１

　 　 Ｐｏｓｔｓｍｏｏｔｈｉｎｇ：
　 　 ｕｍ＋１

ｋ ＝ Ｓμ２（Ａｋ， ｆｋ，ｕｍ＋１
ｋ ）

ＥＮＤ

图 １　 多重网格循环形式

Ｆｉｇ．１　 Ｍｕｌｔｉｇｒｉｄ ｃｙｃｌｅｓ

２　 多重网格共轭梯度法

多重网格迭代可以看成静态迭代方法，它采用的预处理矩阵具有特殊的形式，将该预处理

矩阵用于共轭梯度法即形成了多重网格共轭梯度法．
采用算法 １ 对方程（６）进行迭代求解时，误差向量的迭代关系为［７］

　 　 ｅｍ＋１
ｋ ＝ Ｍｓｅｍ

ｋ ， （１１）
其中迭代矩阵 Ｍｓ 由下面的递归关系给出：

　 　
Ｍ１ ＝ ０，
Ｍｋ ＝ Ｓμ２（Ｉｋ － Ｐｋ

ｋ－１（Ｉｋ－１ － Ｍγ
ｋ－１）Ａ

－１
ｋ－１Ｒｋ－１

ｋ Ａｋ）Ｓμ１ ．{ （１２）

如果把多重网格迭代看成静态迭代方法，那么它可以写成与式（７）类似的矩阵形式：
　 　 ｕｍ＋１

ｋ ＝ （Ｉ － ＢｋＡｋ）ｕｍ
ｋ ＋ Ｂｋ ｆｋ ． （１３）

由式（１３）得到误差向量的迭代关系为

　 　 ｅｍ＋１
ｋ ＝ （Ｉ － ＢｋＡｋ）ｅｍ

ｋ ． （１４）
比较式（１１）和（１４）可以看出，多重网格迭代采用的预处理矩阵为

　 　 Ｂｋ ＝ （Ｉｋ － Ｍｋ）Ａ
－１
ｋ ． （１５）

虽然 Ｂｋ 的表达式包含了 Ａｋ 的逆矩阵和复杂的递归矩阵 Ｍｋ， 无法直接生成，但是它仍然

可用作共轭梯度法的预处理矩阵．这是由于共轭梯度法只要求预处理矩阵对称正定，能快速计

算出与任意向量的乘积，并不需要生成预处理矩阵．当 μ １ ＝ μ ２ 时，采用 Ｊａｃｏｂｉ 光顺或对称

Ｇａｕｓｓ⁃Ｓｅｉｄｅｌ 光顺的 Ｖ 型和 Ｗ 型多重网格算法都满足对称正定要求［１２］ ．由式（１３）可知 Ｂｋ 与任

意向量 ｖ的乘积Ｂｋｖ可快速计算出，实际上只要以０向量为初始值，以 ｖ为右端项应用算法 １ 进

行 １ 次多重网格迭代即可．算法 ２ 是求解线性方程（６）的多重网格共轭梯度法伪代码，它与一

般共轭梯度算法的不同是在预处理部分调用了算法 １ 的多重网格迭代．
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算法 ２　 ＭＧＣＧ（Ａｋ， ｆｋ，ｕ，ｋ，γ， μ １， μ ２）
　 　 ｒ ＝ ｆｋ － Ａｋｕ
　 　 ｚ ＝ ＭＧ（Ａｋ，ｒ，０，ｋ，γ， μ １， μ ２）
　 　 ｐ ＝ ｚ
ＷＨＩＬＥ ｎｏｔ ｃｏｎｖｅｒｇｅｓ
　 　 τ ＝ ｒＴｚ
　 　 ｗ ＝ Ａｋｐ
　 　 α ＝ τ ／ （ｗＴｐ）
　 　 ｕ ＝ ｕ ＋ αｐ
　 　 ｒ ＝ ｒ － αｗ
　 　 ｚ ＝ ＭＧ（Ａｋ，ｒ，０，ｋ，γ， μ １， μ ２）
　 　 β ＝ ｒＴｚ ／ τ
　 　 ｐ ＝ ｚ ＋ βｐ
ＥＮＤ

３　 收敛性分析

为验证迭代的收敛性，本文对文献［１４］的程序进行了扩展，实现了多重网格算法和多重

网格共轭梯度算法，并用该程序求解了二维和三维区域上的 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程．
Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程的形式为

　 　
Δｕ（ｘ） ＝ ｆ， ｘ ∈ Ω，
ｕ（ｘ） ＝ ｇ， ｘ ∈ ΓＤ，
∂ｕ（ｘ） ／ ∂ｎ ＝ ｈ， ｘ ∈ ΓＮ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１６）

式中 ｕ 是待求的未知函数，Ω是二维或三维的计算区域，ΓＤ 和 ΓＮ 分别为 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界和 Ｎｅｕ⁃
ｍａｎｎ 边界， ΓＤ ∪ΓＮ ＝ ∂Ω，ｎ是边界的外法线方向，ｘ是计算区域中的一点， ｆ，ｇ和 ｈ 是给定的

函数．
本文用文献［１０］给出的二维和三维算例作为研究对象进行分析．对二维问题，所考虑的计

算区域为第Ⅰ象限内的圆环，内外径分别为 １ 和 ２，取解析解为 ｕ ＝ （ｘ２ ＋ ｙ２ － ３ ｘ２ ＋ ｙ２ ＋
２）ｓｉｎ（２ａｒｃｔａｎ（ｙ ／ ｘ））；对三维问题， 所考虑的计算区域为单位立方体， 取解析解为 ｕ ＝
ｓｉｎ（πｘ）ｓｉｎ（πｙ）ｓｉｎ（πｚ） ．方程（１６）的右端项及边界条件根据解析解给出．

（ａ） ３２×３２ （ｂ） １６×１６ （ｃ） ８×８
图 ２　 二维问题的网格

Ｆｉｇ．２　 Ｇｒｉｄｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ２Ｄ ｐｒｏｂｌｅｍ
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本文的所有算例都以 ０ 向量为初始值进行迭代求解，收敛条件统一取为

　 　 ‖ｒｍ‖ ／‖ｒ０‖ ≤ １０ －１０ ． （１７）
对二维 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程分别考虑 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边值问题和混合边值问题，前者所有边界施加

Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件，后者在圆环的外径处施加 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件 ∂ｕ ／ ∂ｎ ＝ （２ ｘ２ ＋ ｙ２ －
３）ｓｉｎ（２ａｒｃｔａｎ（ｙ ／ ｘ））， 其它边界施加 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件．分别采用算法 １（ＭＧ 迭代）和算法 ２
（ＭＧＣＧ 迭代）求解代数方程， ＭＧ 和 ＭＧＣＧ 都采用了 ３ 层网格（图 ２）， 多重网格循环型式为

Ｖ（１，１），即 γ ＝ μ １ ＝ μ ２ ＝ １， 光顺算法为对称 Ｇａｕｓｓ⁃Ｓｅｉｄｅｌ 迭代．

（ａ） Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边值问题

（ａ） Ｔｈｅ Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍ

（ｂ） 混合边值问题

（ｂ） Ｔｈｅ ｍｉｘｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍ
图 ３　 二维问题 ＭＧ 和 ＭＧＣＧ 迭代收敛性对比

Ｆｉｇ．３　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ＭＧ ａｎｄ ＭＧＣＧ ｆｏｒ ｔｈｅ ２Ｄ ｐｒｏｂｌｅｍｓ

图 ３ 是二维问题的迭代收敛过程，其中 ｋ 是 ＮＵＲＢＳ 基函数的可导阶数．从图中可以看出，
不论是 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边值问题还是混合边值问题，随着迭代的进行 ＭＧ 的收敛速度趋于恒定，在图
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中为直线，但直线的斜率随 ｋ 的增大而减小．ＭＧＣＧ 的收敛速度虽然不趋于恒定，但是在 ｋ 相同

时 ＭＧＣＧ 比 ＭＧ 的收敛速度快．当 ｋ ＝ １ 时，考虑到 ＭＧＣＧ 每一次循环的计算量大于 ＭＧ，这两

种算法在效率上相当；随着 ｋ 的增加，ＭＧＣＧ 的收敛速度明显高于 ＭＧ ．因此，如果通过增加 ｋ
来提高数值解的精度，那么 ＭＧＣＧ 在效率上优于 ＭＧ ．比较图 ３（ａ）和图 ３（ｂ）可知当基函数的

可导阶数 ｋ 一定时，混合边值问题求解时 ＭＧＣＧ 迭代次数比 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边值问题的迭代次数多．
虽然迭代次数有所增加，但方程仍然可以高效求解，表明 ＭＧＣＧ 迭代对不同的边界条件有较

好的适应性．
表 １ 给出了在式（１７）的收敛条件下二维 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边值问题ＭＧ 迭代和ＭＧＣＧ 迭代所需的

ＣＰＵ 时间．算法用 ＭＡＴＬＡＢ 语言编程实现，计算采用 Ｉｎｔｅｌ Ｃｏｒｅ２ ＣＰＵ，处理器频率 ２．３３ ＧＨｚ，表
中所列时间是进行了 １０ 次计算的均值．从表中可以看出，随着 ｋ 的增加，对二维和三维问题，
ＭＧ 迭代和 ＭＧＣＧ 迭代的时间都会增加，这是由于 ｋ 增大导致系数矩阵的条件数增大以及自

由度增多引起的．当 ｋ 相同时， ＭＧＣＧ 迭代比对应的 ＭＧ 迭代时间少， 这种相对优势当 ｋ 越大

时越明显．
表 １　 ＭＧ 迭代和 ＭＧＣＧ 迭代的 ＣＰＵ 时间 （ ｔ ／ ｓ）

Ｔａｂｌｅ １　 ＣＰＵ ｔｉｍｅ ｆｏｒ ＭＧ ａｎｄ ＭＧＣＧ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ （ ｔ ／ ｓ）

ｋ
２⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ

ＭＧ ＭＧＣＧ

３⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ

ＭＧ ＭＧＣＧ

１ ０．０５５ ０．０４９ ０．９４６ ０．７９９

２ ０．１７０ ０．１０８ １３．３００ ５．４７８

３ ０．８６１ ０．３００ ９６．６４６ ２７．０２１

４ ４．２４４ ０．７８０ － －

　 　 对三维 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程本文求解了 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边值问题，图 ４ 是 ＭＧ 和 ＭＧＣＧ 的迭代收敛过

程，采用了 Ｖ（２，２）型多重网格循环，最密的网格为 １６×１６×１６，共 ３ 层网格．从图中可以看出对

三维问题 ＭＧＣＧ 也比 ＭＧ 的收敛性高．比较图 ３ 和图 ４ 可知，三维问题比二维问题更难收敛，
对相同的 ｋ 值三维问题比二维问题需要更多的迭代，因此 ＭＧＣＧ 对三维问题更具有意义．

图 ４　 三维问题 ＭＧ 和 ＭＧＣＧ 的收敛性对比

Ｆｉｇ．４　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ＭＧ ａｎｄ ＭＧＣＧ ｆｏｒ ｔｈｅ ３Ｄ ｐｒｏｂｌｅｍ

下面通过二维 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 问题来研究多重网格参数和最密网格的密度对算法的影响．取 ｋ ＝
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４， 最密网格 ３２×３２，采用 ３ 层网格，图 ５ 中给出了多重网格循环形式对 ＭＧＣＧ 收敛性的影响．
从图中可以看出增加光顺次数可以提高收敛的速度，这是由于增加光顺次数提高了高频误差

的衰减速度，光顺次数一定时 Ｖ 型循环和 Ｗ 型对 ＭＧＣＧ 收敛性的影响很小．

图 ５　 多重网格循环参数对 ＭＧＣＧ 收敛性的影响

Ｆｉｇ．５　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｍｕｌｔｉｇｒｉｄ ｃｙｃｌｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｎ ＭＧＣＧ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ

图 ６　 网格密度对 ＭＧＣＧ 收敛性的影响

Ｆｉｇ．６　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｇｒｉｄ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｎ ＭＧＣＧ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ

图 ６ 是网格密度对 ＭＧＣＧ 收敛性的影响，分别计算了最密网格为 １６×１６，３２×３２，６４×６４ 的

３ 种情况，对应的多重网格层数为 ２，３，４，ＮＵＲＢＳ 基函数的光滑性参数 ｋ ＝ ４．可以看出随着网

格密度的增加，总的迭代次数减少，这主要是由于最初几次迭代中较密网格的误差下降更快，
随着迭代进行不同网格密度的收敛速度趋于一致．

以上算例表明，ＮＵＲＢＳ 基函数阶数对 ＭＧＣＧ 迭代收敛速度影响较大，网格规模对 ＭＧＣＧ
迭代收敛速度影响较小．当网格数一定时，随着 ＮＵＲＢＳ 基函数阶数增加所需的迭代次数增加

明显（图 ３、图 ４）；当基函数阶数一定时，随着网格规模增大所需的迭代次数基本不变（图 ６）．

７３６刘　 石　 　 陈德祥　 　 冯永新　 　 徐自力　 　 郑李坤



４　 结　 　 论

多重网格方法是一种求解代数方程的高效迭代方法，在等几何分析中也可以应用多重网

格技术．等几何分析采用了基于 ＮＵＲＢＳ 的基函数，尺寸不同的疏密网格由节点插入算法生成，
网格间的转换关系由离散 Ｂ 样条得到．但是随着 ＮＵＲＢＳ 基函数阶的增加，Ｊａｃｏｂｉ 迭代或 Ｇａｕｓｓ⁃
Ｓｅｉｄｅｌ 迭代的光顺效果变差，进而多重网格迭代收敛速度降低．

本文建立了一种适用于等几何分析的多重网格共轭梯度法．该方法用共轭梯度法作为基

础迭代算法，用多重网格方法进行预处理．多重网格方法可看成用简单迭代方法求解某个预处

理矩阵作用下的代数方程，这个预处理矩阵满足共轭梯度法的要求．该方法结合了共轭梯度法

与多重网格方法的优点，当 ＮＵＲＢＳ 基函数阶数增加时，在多重网格中衰减较慢的误差可在共

轭梯度法中快速衰减．用它求解了二维和三维 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程，结果表明它比多重网格法的收敛

速度更快，当 ＮＵＲＢＳ 基函数阶数较高或者计算三维问题时本文方法优于多重网格方法．
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