
文章编号：１０００⁃０８８７（２０１４）０６⁃０６５２⁃１１ ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７

双稳态压电能量获取系统的分岔混沌阈值
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摘要：　 建立了双稳态压电能量获取系统动力学模型并且分析了系统的同宿分岔和混沌等非线性

动力学行为．根据受压梁的双稳态特性，提出了等效双稳态压电能量获取系统的数学模型．基于

Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 理论，获得了谐波激励作用下的能量获取系统关于同宿分岔的定性研究方法．通过优化系

统参数，得到了发生同宿分岔的阈值曲线．数值结果显示系统在临界阈值处由单阱运动演变为双阱

运动，验证了理论分析的有效性．结果表明 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 方法可为能量获取系统的参数设计提供有效

的理论依据．
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引　 　 言

环境能量获取是将环境振动能量转化为电能的过程．压电式能量获取系统以其结构简单、
无电磁干扰等优点成为国内外能量获取领域研究的热点．

早期振动能量获取系统的研究是基于线性振动理论．线性能量获取系统只适用于固有频

率附近的窄带激励和确定性激励情形，但是当环境振动为宽频时，能量获取效果较差［１⁃２］ ．出于

拓宽频带的考虑，能量获取系统的设计越来越关注非线性因素．代显智等［３］采用磁电换能器设

计了能量获取系统，使用 Ｌｉｎｄｓｔｅｄｔ⁃Ｐｏｉｎｃａｒé（林斯泰德⁃庞加莱）法分析了系统的非线性振动．陈
仲生等［４］建立了非线性压电振动能量获取模型，针对不同的非线性刚度，非线性阻尼和机电

耦合常数进行了数值仿真．
非线性双稳态压电能量获取系统和同类装置相比，能利用结构的非线性因素提高能量获

取效果［５］ ．孙舒等［６］建立了磁斥力作用下的非线性双稳态悬臂梁能量获取模型，通过调节磁铁

之间的距离使系统产生逃离势阱的混沌运动．Ｍａｓａｎａ 和 Ｄａｑａｑ［７⁃９］详细研究了屈曲压电梁能量

获取系统，通过与线性以及单稳态能量采集系统的比较，显示双稳态系统在大幅激励和低频情

况下占有优势．Ｆｒｉｓｗｅｌｌ 等［１０］提出了含有端部质量的竖直悬臂梁压电能量获取模型．竖直悬臂

梁由于重力载荷导致双稳态，通过数值模拟和实验说明这种装置在低频环境下具有良好的获
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取效果．
根据 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 理论设定参数是确定高能轨道以及优化能量获取系统的关键．Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 理

论是分析非线性系统中的同宿、异宿分岔问题的有效方法．关于 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 方法的详尽推导，可
以参看文献［１１］．Ｓｔａｎｔｏｎ 等［１２］应用 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 方法研究了双稳态压电能量获取系统，发现机电

耦合因素影响了双阱动力学行为．Ｂｕｃｋｊｏｈｎ 等［１３］用 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 方法分析了电磁振动能量获取系

统的分岔和混沌．Ｈａｒｎｅ 等［１４］用 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 方法研究了谐波激励作用下的能量获取系统，得到了

产生高能轨道的阈值，优化了能量获取效果．
本文中的能量获取系统可以看做机电耦合、负载电阻以及外激励扰动下的保守系统．基于

Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 方法，探讨了同宿分岔对能量获取效果的影响．全文结构如下：首先，建立了等效双稳

态能量获取系统数学模型；其次，在考虑机电耦合和负载电阻的基础上，通过 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 方法得

到系统在谐波激励作用下发生同宿分岔的必要条件；再次，在理论分析的基础上进行数值模

拟，验证了发生同宿分岔的阈值；最后总结提出相关结论．

１　 模 型 建 立

双稳态压电能量获取系统利用压电材料将环境中的振动能量转化为电能．

（ａ） 双稳态能量获取系统模型 （ｂ） 等效集总参数模型

（ａ） Ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ａ ｂｉｓｔａｂｌｅ ｅｎｅｒｇｙ （ｂ） Ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ａｎ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ
ｈａｒｖｅｓｔｉｎｇ ｓｙｓｔｅｍ ｌｕｍｐｅｄ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｓｙｓｔｅｍ

图 １　 模型

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｍｏｄｅｌｓ ｏｆ ａ ｂｉｓｔａｂｌｅ ｅｎｅｒｇｙ ｈａｒｖｅｓｔｉｎｇ ｓｙｓｔｅｍ

图 １（ａ）所示为一种由压电片和轴向受载的 Ｅｕｌｅｒ（欧拉）梁构成的双稳态压电能量获取系

统．当载荷的大小达到临界值，受压梁发生屈曲呈现双稳态．在横向激励 ｕ（ ｔ） 的作用下，受压梁

不断地在两种稳态之间变换，产生连续的电能．一般而言，受压梁的低阶模态对响应的贡献较

大．因此为了方便研究压电能量获取模型，可将振型假设成一阶模态［１５］ ．由于轴向载荷的作用，
受压梁在竖直方向上呈现出负刚度特性［１６］ ．针对这种双稳态特点，通过一对受压的斜支撑弹

簧将压电能量获取系统简化为等效的集总参数模型（图 １（ｂ））．Ｃａｏ 等［１７］与 Ｔｉａｎ 等［１８］ 对不考

虑压电的斜支撑弹簧振子进行深入的研究，讨论了混沌，余维 ２ 分岔等非线性动力学行为．等
效压电能量获取系统的动力学方程可以写成：

　 　 ｍＸ″ ＋ ｃＸ′ ＋ ２ｋＸ １ － Ｌ

Ｘ２ ＋ ｌ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ － Θ

Ｃ
Ｑ ＝ ｍｕ″， （１）

其中， ｍ 为压电振子的质量，Ｘ 表示质量块的相对位移，ｋ 为等效刚度，ｃ 为阻尼系数，Ｌ 表示弹

簧的原长，ｌ 表示振子质心到支点的水平距离，ｕ 表示外界的振动源位移，Ｑ 表示压电振子产生
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的电荷，Θ 表示机电耦合系数，Ｃ 表示等效电容．
压电能量获取系统的输出电压为 Ｖ ＝ － ΘＸ ／ Ｃ ＋ Ｑ ／ Ｃ，在纯电阻电路中的电压表达式为 ＶＲ

＝ Ｖ ＝ － ＲＱ′ ．当压电振子的振动速度较快的时候，需要进一步考虑非线性阻尼系数 ｃ ＝ ａ１ ＋

ａ２ Ｘ′ 和非线性机电耦合系数 Θ（Ｘ） ＝ ｄ１ ＋ ｄ２ Ｘ
［４］

， 控制方程可以写成

　 　
ｍＸ″ ＋ （ａ１ ＋ ａ２ Ｘ′ ）Ｘ′ ＋ ２ｋＸ １ － Ｌ

Ｘ２ ＋ ｌ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ － １

Ｃ
（ｄ１ ＋ ｄ２ Ｘ ）Ｑ ＝ ｍｕ″，

ＲＱ′ － １
Ｃ
（ｄ１ ＋ ｄ２ Ｘ ）Ｘ′ ＋ Ｑ

Ｃ
＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２）

引进参数 ｃｑ，令 Ｘ ＝ Ｌｘ，ｕ ＝ Ｌｖ，Ｑ ＝ ｃｑｑ，τ ＝ ２ｋ ／ ｍ ｔ′， 对方程（２）无量纲化：

　 　
ｘ ＋ （２μ∗ｘ ＋ η ｘ ｘ） ＋ ｘ １ － １

ｘ２ ＋ σ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ξ∗（θ ＋ β ｘ ）ｑ ＝ ｖ，

ρ∗ｑ － （θ ＋ β ｘ ）ｘ ＋ ｑ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３）

其中

　 　 ２μ∗ ＝ ａ１ ／ ２ｋｍ ， η ＝ ａ２Ｌ ／ ｍ， σ ＝ ｌ ／ Ｌ， θ ＝ Ｌｄ１ ／ ｃｑ，

　 　 β ＝ Ｌ３ ｄ２ ／ ｃｑ， ξ∗ ＝ １
２ｋＣ

ｃｑ
Ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

， ρ∗ ＝ ＲＣ ２ｋ ／ ｍ ．

考虑到等效能量获取系统在弹簧受压时 σ ≠ ０，将（１ － １ ／ ｘ２ ＋ σ２ ） 在 ｘ ＝ ０ 处 Ｔａｙｌｏｒ 展开，
系统（３）可以写成

　 　
ｘ ＋ （２μ∗ｘ ＋ η ｘ ｘ） ＋ １ － １

σ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｘ ＋ ｘ３

２σ３
－ ξ∗（θ ＋ β ｘ ）ｑ ＝ ｖ，

ρ∗ｑ － （θ ＋ β ｘ ）ｘ ＋ ｑ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（４）

当 σ ＜ １ 时，方程（４） 对应载荷 ｐ 超过临界值时候的受压梁的运动状态，此时系统呈现负

刚度特性．取尺度变换：ｔ′ ＝ （１ ／ σ － １） ｔ， 可以得到

　 　
ｘ ＋ （２μｘ ＋ η ｘ ｘ） － ｘ ＋ αｘ３ － ξ（θ ＋ β ｘ ）ｑ ＝ ｖ，

ρｑ － （θ ＋ β ｘ ）ｘ ＋ ｑ ＝ ０，{ （５）

其中

　 　 μ ＝ μ∗ σ
１ － σ

， α ＝ １
２σ２（１ － σ）

， ξ ＝
ｃｑ
Ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ ２ｋＣｌ
Ｌ － ｌ

， ρ ＝ ρ∗ １ － σ
σ

．

假定外部激励为 ｕ″ ＝ Ａｓｉｎ（Ωτ），无量纲之后为 ｖ ＝ ｆｓｉｎ（ωｔ）， 其中

　 　 ｆ ＝ ｍＡｌ
２ｋＬ（Ｌ － ｌ）

， ω ＝ ２ｋ（Ｌ － ｌ）
ｍｌ

Ω ．

方程（５）可以写成

　 　
ｘ ＋ （２μｘ ＋ η ｘ ｘ） － ｘ ＋ αｘ３ － ξ（θ ＋ β ｘ ）ｑ ＝ ｆｓｉｎ（ωｔ），

ρｑ － （θ ＋ β ｘ ）ｘ ＋ ｑ ＝ ０ ．{ （６）

令 ｘ１ ＝ ｘ，ｘ２ ＝ ｘ，ｘ３ ＝ ｑ， 方程（６）转化成状态方程：
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ｘ１ ＝ ｘ２，

ｘ２ ＝ － （２μｘ２ ＋ η ｘ２ ｘ２） ＋ （ｘ１ － αｘ３
１） ＋ ξ（θ ＋ β ｘ１ ）ｘ３ ＋ ｆｓｉｎ（ωｔ），

ｘ３ ＝ １
ρ
（（θ ＋ β ｘ１ ）ｘ１ － ｘ３） ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（７）

２　 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 分 析

如果将阻尼、机电耦合以及外部激励等因素看成对系统（７）对应 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的微小扰

动，那么系统（７）的未扰形式可以写成

　 　
ｘ１ ＝ ｘ２，
ｘ２ ＝ ｘ１ － αｘ３

１ ．
{ （８）

系统（８）的同宿轨道（图 ２ 中虚线曲线）表示成：

　 　
ｘ１ｈ ＝ ２

α
ｓｅｃｈ ｔ，

ｘ２ｈ ＝ － ２
α

ｓｅｃｈ ｔｔａｎｈ ｔ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（９）

图 ２　 未扰 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统相图 图 ３　 ｘ３ｈ 数值解（粗虚线）与解析解（细实线） （ａ ＝ ２ ）

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｌａｎｅ ｐｏｒｔｒａｉｔ ｏｆ ｔｈｅ Ｆｉｇ．３　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （ ｔｈｉｃｋ ｄａｓｈ ｌｉｎｅ） ａｎｄ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ

ｕｎｐｅｒｔｕｒｂｅｄ Ｈａｍｉｌｔｏｎ ｓｙｓｔｅｍ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （ ｔｈｉｎ ｓｏｌｉｄ ｌｉｎｅ） ｏｆ ｘ３ｈ（ ａ ＝ ２ ）

二维动力系统关于 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 方法研究同宿分岔和混沌的文献比较多，但是三维动力系统

相关的混沌解析方法研究相对较少．
将 ｘ１ｈ，ｘ２ｈ 代入到方程（７）中，从而有

　 　 ｘ３ ＝ １
ρ
（（θ ＋ β ｘ１ｈ ）ｘ１ｈ － ｘ３） ． （１０）

方程（１０）在同宿轨道情形下的解为

　 　 ｘ３ｈ ＝ ｅ －ｔ ／ ρ ∫ｔ
０

１
ρ
（（θ ＋ β ｓｅｃｈ ｓ ）ｓｅｃｈ ｓ）ｄｓ ＝

　 　 　 　 ２
α

æ

è

ç
ç
çç

－ { ２４ ／ ３ｅ －ｔ ／ ２
æ

è
çç － ｅ２ｔ（２ ＋ ρ）·２Ｆ１

１
２
， ３
４

＋ １
２ρ

， ７
４

＋ １
２ρ

， － ｅ２ｔæ

è
ç

ö

ø
÷ －
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　 　 　 　 （２ ＋ ３ρ）·２Ｆ１

æ

è
çç
１
２
，
－ ２ ＋ ρ

４ρ
， ３
４

＋ １
２ρ

， － ｅ２ｔ
ö

ø
÷÷

ö

ø
÷÷ } ρ（２ ＋ ３ρ） ＋

　 　 　 　
２ｅｔθρ·２Ｆ１ １，１

＋ ρ
２ρ

， １
２

３ ＋ １
ρ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， － ｅ２ｔæ

è
ç

ö

ø
÷

ρ（１ ＋ ρ）
＋

２５ ／ ４ １
α

ｓｅｃｈ ｔ ｓｉｎｈ ｔ

ρ

ö

ø

÷
÷
÷÷

， （１１）

其中 ２Ｆ１（ａ，ｂ，ｃ，ｄ） 为超几何函数（ｈｙｐｅｒｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎ）．图 ３ 是方程（１０）的数值解与解析

形式（１１）对比情形，两者完全重合．因此在下面论述中，可以对 ｘ３ｈ 采用数值解代替．
定义一个不含 ｘ３ 的系统：
　 　 ｘｈ ＝ ｆｈ（ｘｈ） ＋ εｇｈ（ｘｈ，ｔ）， （１２）

其中 ε 是用于确定同宿分岔的一个小参数，向量函数 ｘｈ， ｆｈ（ｘｈ），ｇｈ（ｘｈ，ｔ） 可以定义为

　 　 ｘｈ ＝
ｘ１ｈ

ｘ２ｈ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， ｆｈ ＝

ｘ２ｈ

ｘ１ｈ － αｘ３
１ｈ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

　 　 ｇｈ ＝
０

－ （２μｘ２ｈ ＋ η ｘ２ｈ ｘ２ｈ） ＋ ξ（θ ＋ β ｘ１ｈ ）ｘ３ｈ ＋ ｆｓｉｎ（ωｔ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 方法给出了稳定流形和不稳定流形之间的距离函数：

　 　 Ｍ（ ｔ０） ＝ ∫∞
－∞

ｆｈ（ｘｈ）Λｇｈ（ｘｈ，ｘｈ，ｔ ＋ ｔ０）ｄｔ， （１３）

其中二维算子 “Λ” 表示 ｆｈ，１ｇｈ，２ － ｆｈ，２ｇｈ，１ ．
Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 函数可以进一步表示成

　 　 Ｍ（ ｔ０） ＝ － ２μＩμ ＋ ηＩη － ξＩξ ＋ ｆＩｆ， （１４）
其中

　 　 Ｉμ ＝ ∫∞
－∞

２
α

ｓｅｃｈ ｔｔａｎｈ ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｔ ＝ ４
３α

，

　 　 Ｉη ＝ ∫∞
－∞

－ ２
α

ｓｅｃｈ ｔｔａｎｈ ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
２
α

ｓｅｃｈ ｔｔａｎｈ ｔ ｄｔ ＝ － ８ ２
１５α α

，

　 　 Ｉξ ＝ ∫∞
－∞

θ ＋ β ２
α

ｓｅｃｈ ｔ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ － ２

α
ｓｅｃｈ ｔｔａｎｈ ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｘ３ｈｄｔ，

　 　 Ｉｆ ＝ ∫∞
－∞

－ ２
α

ｓｅｃｈ ｔｔａｎｈ ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｆｓｉｎ（ω（ ｔ ＋ ｔ０））ｄｔ ＝

　 　 　 　 ｆ ２
α

πωｓｅｃｈ πω
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ（ωｔ０） ．

由于 Ｉξ 的解析求解存在困难，因此在以下分析中采用 Ｓｉｍｐｓｏｎ 数值积分形式近似表示．
合并方程（１４）的相关项得到

　 　 Ｍ（ ｔ０） ＝ － Γｍ － ξＩξ ＋ ｆｓ（ω）ｃｏｓ（ωｔ０）， （１５）
其中

　 　 Γｍ ＝ ８μ
３α

＋ ８ ２η
１５α α

， ｓ（ω） ＝ ２
α

πωｓｅｃｈ πω
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

由式（１５）可得
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　 　 Γｍ ＋ ξＩξ ＜ ｆｓ（ω） ． （１６）
当不等式（１６）成立时，系统（７）可能发生同宿分岔以及产生 Ｓｍａｌｅ 马蹄意义下的混沌．但

是不等式（１６）只是必要条件，满足该条件并不一定会产生高能轨道以及混沌．

３　 能量获取参数优化

如图 ４ 所示， ｓ（ω） 在 α ＝ １，ω ＝ ０．７６５ 时达到最大值．因此当 ω ＝ ０．７６５ 时，Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 函数

受到无量纲频率 ω 的影响最大．此时的双稳态能量获取系统更容易经历同宿轨道分岔，由此产

生双阱运动响应将使系统获取更多的电能．

图 ４　 Ｓ（ω） 和 ω 关系图 （α ＝ １）
Ｆｉｇ．４　 Ｓ（ω） ｖｓ． ω（α ＝ １）

为了确定负载电阻对 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 函数的影响，
图 ５ 中显示了 ρ与 Ｉξ 的关系．在 ρ ＝ １．３５时，Ｉξ 达到

最大值２．２９．当 Ｉξ 上升时，不等式（１６） 较不容易满

足．当 ρ 较大时，Ｉξ 单调递减趋近于 ０（图 ５（ｂ）），
此时系统的 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 函数等价于经典的单自由度

系统情形．因此，对于考虑了机电耦合的三维能量

获取系统，可以通过 Ｉξ 的极值来确定一个范围使

得双阱动力学行为容易发生．
由不等式（１６）得到同宿分岔的激励振幅条

件为： ｆ ＞ （Γｍ ＋ ξＩξ） ／ ｓ（ω） ．图６给出了 Ｉξ 分别取

０ 和 ２．２９，其它参数为 α ＝ １， β ＝ ０．５， θ ＝ １， μ ＝
０．１， ξ ＝ ０．１ 时关于 ω， ｆ 的同宿分岔阈值曲线．由
上面的分析可知，在两条曲线之间的区域为系统

发生同宿分岔的临界范围．

（ａ） 参数 ρ 和 Ι ξ 的关系 （ρ ＝ ０．１ ～ ５） （ｂ） 参数 ρ 和 Ι ξ 的关系 （ρ ＝ ０ ～ １５）

（ａ） Ι ξ ｖｓ． ρ（ρ ＝ ０．１ ～ ５） （ｂ） Ι ξ ｖｓ． ρ（ρ ＝ ０ ～ １５）

图 ５　 参数 ρ 和 Ι ξ 的关系 （α ＝ １， β ＝ ０．５， θ ＝ １， μ ＝ ０．１）

Ｆｉｇ．５　 Ι ξ ｖｓ． ρ（α ＝ １， β ＝ ０．５， θ ＝ １， μ ＝ ０．１）

４　 数 值 模 拟

为了验证理论分析的结果， 图 ７ 为 α ＝ １， β ＝ ０．５， θ ＝ １， μ ＝ ０．１， ξ ＝ ０．１， ρ ＝ １．３５， η
＝ ０．０１５， ω ＝ ０．７６５ 时，输出电荷 ｘ３ 关于激励幅值 ｆ 的分岔图．图 ７（ａ）中 ｆ 从 ０．４ 到 １ 之间变化

时，系统虽然在临界阈值（图 ７（ ａ）长虚线）附近经历跳跃，但是仍然维持周期 ｐ⁃１ 运动；图 ７
（ｂ）中 ｆ 从 １ 到 １．８ 之间变化时，系统将会发生倍周期分岔以及混沌．混沌窗口随着激励幅值增
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大交替出现，引起混沌的激励幅值有下限而没有上限．

图 ６　 同宿分岔阈值曲线

Ｆｉｇ．６　 Ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｔｈｒｅｓｈｏｌｄ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｈｏｍｏｃｌｉｎｉｃ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ

（ａ） 分岔图 （ ｆ ＝ ０．４ ～ １） （ｂ） 分岔图 （ ｆ ＝ １ ～ １．８）
（ａ） Ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ （ ｆ ＝ ０．４ ～ １） （ｂ） Ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ （ ｆ ＝ １ ～ １．８）

图 ７　 关于激励振幅 ｆ 的分岔图

Ｆｉｇ．７　 Ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍｓ ｆｏｒ ｘ３ ｖｓ． ｆ

（ａ） ｘ１ ⁃ ｘ２ 相平面图 （ｂ） ｘ３ 的时间历程图

（ａ） ｘ１ ｖｓ． ｘ２ ｐｈａｓｅ ｐｌａｎｅ ｐｏｒｔｒａｉｔ （ｂ） Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ ｘ３
图 ８　 ｆ ＝ ０．４２２ 时，单阱周期 ｐ⁃１ 运动

Ｆｉｇ．８　 Ｔｈｅ ｓｉｎｇｌｅ ｗｅｌｌ ｐｅｒｉｏｄ ｐ⁃１ ｍｏｔｉｏｎ ｆｏｒ ｆ ＝ ０．４２２
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（ａ） ｘ１ ⁃ｘ２ 相平面图 （ｂ） ｘ３ 的时间历程图

（ａ） ｘ１ ｖｓ． ｘ２ ｐｈａｓｅ ｐｌａｎｅ ｐｏｒｔｒａｉｔ （ｂ） Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ ｘ３
图 ９　 ｆ ＝ ０．４２３ 时，双阱周期 ｐ⁃１ 运动

Ｆｉｇ．９　 Ｔｈｅ ｄｏｕｂｌｅ ｗｅｌｌ ｐｅｒｉｏｄ ｐ⁃１ ｍｏｔｉｏｎ ｆｏｒ ｆ ＝ ０．４２３

（ａ） ｘ１ ⁃ｘ２ 相平面图 （ｂ） ｘ３ 的时间历程图

（ａ） ｘ１ ｖｓ． ｘ２ ｐｈａｓｅ ｐｌａｎｅ ｐｏｒｔｒａｉｔ （ｂ） Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ ｘ３
图 １０　 ｆ ＝ １．２１ 时，双阱周期 ｐ⁃３ 运动

Ｆｉｇ．１０　 Ｔｈｅ ｄｏｕｂｌｅ ｗｅｌｌ ｐｅｒｉｏｄ ｐ⁃３ ｍｏｔｉｏｎ ｆｏｒ ｆ ＝ １．２１

图 ８、图 ９ 为 α ＝ １， β ＝ ０．５， θ ＝ １， μ ＝ ０．１， ξ ＝ ０．１， ρ ＝ １．３５， η ＝ ０．０１５， ω ＝ ０．７６５ 时，
ｆ 分别取 ０．４２２ 和 ０．４２３ 时系统的相平面图、Ｐｏｉｎｃａｒé 截面图和时间历程图．图 ８（ａ）、图 ９（ａ）表
明当激励幅值小于临界幅值的时候，系统围绕一个平衡点做小幅度单阱周期 ｐ⁃１ 运动； 而 ｆ 增
大为 ０．４２３ 时，系统将获得足够的能量越过势垒，演变成围绕两个稳定平衡点的大幅度双阱周

期 ｐ⁃１ 运动．图 ８（ｂ）、图 ９（ｂ）表明无量纲输出电荷 ｘ３ 的幅值由于历经同宿分岔而增大，能量

获取效率得到增强．
由于已经获得了足够的能量，当继续增大激励幅值时，系统宏观上将保持围绕两个稳定平

衡点的大幅度双阱运动．图 １０（ａ）、图 １１（ａ）、图 １２（ａ）表示随着 ｆ 的增加，非线性系统在 ｘ１⁃ｘ２

相平面上呈现出双阱倍周期、混沌运动交替状态．图 １０（ｂ）、图 １１（ｂ）、图 １２（ｂ）中随着激励幅

值增加，输出电荷 ｘ３ 的响应发生倍周期和混沌交替变化．但是随着系统激励幅值增大，而相应

的电荷输出幅值并没有明显增大，此时需要调整激励的频率才能提升能量获取效率．
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（ａ） ｘ１ ⁃ｘ２ 相平面图 （ｂ） ｘ３ 的时间历程图

（ａ） ｘ１ ｖｓ． ｘ２ ｐｈａｓｅ ｐｌａｎｅ ｐｏｒｔｒａｉｔ （ｂ） Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ ｘ３
图 １１　 ｆ ＝ １．２５ 时，双阱混沌运动

Ｆｉｇ．１１　 Ｔｈｅ ｄｏｕｂｌｅ ｗｅｌｌ ｃｈａｏｔｉｃ ｍｏｔｉｏｎ ｆｏｒ ｆ ＝ １．２５

（ａ） ｘ１ ⁃ｘ２ 相平面图 （ｂ） ｘ３ 的时间历程图

（ａ） ｘ１ ｖｓ． ｘ２ ｐｈａｓｅ ｐｌａｎｅ ｐｏｒｔｒａｉｔ （ｂ） Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ ｘ３
图 １２　 ｆ ＝ １．７ 时，双阱周期 ｐ⁃１ 运动

Ｆｉｇ．１２　 Ｔｈｅ ｄｏｕｂｌｅ ｗｅｌｌ ｐｅｒｉｏｄ ｐ⁃１ ｍｏｔｉｏｎ ｆｏｒ ｆ ＝ １．７

４　 结　 　 论

本文通过 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 方法预测了非线性双稳态压电能量获取系统在谐波激励下发生同宿

分岔的阈值．首先，在考虑受压梁刚度特性的基础上，建立了等效的非线性双稳态压电能量获

取系统数学模型．其次，根据同宿轨道解的特性，确定了一组敏感参数 ω 和 ρ 使系统更容易发

生同宿分岔．基于 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 理论，得到了系统发生同宿分岔的必要条件．最后，数值模拟结果表

明当激励幅值超过临界幅值时，系统从单阱低能量轨道变化为双阱高能量轨道，此时系统能量

获取效率得到增强．值得注意的是，由于文中采用了假设模态方法和 Ｔａｙｌｏｒ 展开等近似截断，
因此所得到的结论只能为弱非线性情形的双稳态能量获取系统设计提供指导性的定性认识．
使用 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 方法预测多频激励作用下的强非线性能量获取系统的高能轨道将会作为进一

步的研究．

０６６ 双稳态压电能量获取系统的分岔混沌阈值
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