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摘要：　 带附加项的定常一阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统在一定条件下可化成梯度系统，利用梯度系统的特性

研究了带附加项的一阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统的稳定性及其对参数的依赖关系．以具体实例在参数平面上

划出稳定性区域，进一步说明了参数的变化不仅可改变稳定性质，而且可改变平衡点的参数．
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引　 　 言

一阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统是指问题的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数 Ｌ 对速度是线性的．关于这类问题的研究主

要集中在两个方面： １） 从一阶微分方程组出发构造一阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数，即变分逆问题； ２） 研

究约束力学系统的对称性与守衡量问题［１］ ．一阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统被广泛应用于综合国力分析、市
场经济分析、战争、人口与动物世界、疾病的传染与诊断等［２⁃３］ ．目前， 对一阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统的

研究已取得一定进展，如文献［４⁃５］．本文研究一类系统，其 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数对速度是线性的，且
方程的右端出现附加项．这类系统比通常的一阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统更为普遍，同时，将一阶方程组

化成这类系统比化成通常的一阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统更为容易［６⁃７］ ．而梯度系统是微分方程和动力系

统中的重要问题， 是目前动力学与控制领域研究的一个热点问题，特别适合利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函

数来研究稳定性问题［８⁃１０］， 如分岔、混沌等特性．如果一个力学系统或物理系统可以表为梯度

系统，那么就可利用梯度系统的性质来研究这类系统的稳定性以及稳定性对参数的依赖关系．
本文给出了带附加项的一阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统成为梯度系统的条件，讨论了化成梯度系统后再利

用梯度系统的性质来研究系统的平衡稳定性以及稳定性对参数的依赖关系问题．

１　 梯度系统及其稳定性分析

梯度系统的微分方程有形式［８］：

　 　 ｘｉ ＝ －
∂ν
∂ｘｉ

，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｍ， （１）

２９６

　 应用数学和力学，第 ３５ 卷 第 ６ 期
　 ２０１４ 年 ６ 月 １５ 日出版

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　
　 　 Ｖｏｌ．３５，Ｎｏ．６，Ｊｕｎ．１５，２０１４

∗ 收稿日期：　 ２０１４⁃０１⁃２０； 修订日期：　 ２０１４⁃０５⁃１４
基金项目：　 国家自然科学基金（１０９３２００２；１１２７２０５０）
作者简介：　 宋端（１９６２—），女，辽宁丹东人，副教授（Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｓｏｎｇｄｕａｎ６２０６０６＠ １６３．ｃｏｍ）．



称 ν ＝ ν（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ） 为势函数，但不是力学中的势能．梯度系统有如下重要性质：
１） 如果 ν 是系统（１）的一个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数，并且 ν ＝ ０，当且仅当 ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ） 是一

个平衡点；
２） 对梯度系统（１），任一平衡点处的线性化系统都只有实特征根．
以上两条可以用来研究可化成梯度系统的力学、物理系统的平衡稳定性问题．由于梯度系

统平衡点处的线性化系统都只有实特征根，因此，特征根可为正，可为负，亦可为 ０．由 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
一次近似理论可知，如果特征根皆为负，则平衡是渐近稳定的；如果特征根有正根，则平衡是不

稳定的；如果有零根，且为单根，无正根，则平衡是稳定的．

２　 一阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统及其梯度表示

研究带附加项的定常一阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统，其微分方程有形式：

　 　 ｄ
ｄｔ

∂Ｌ
∂ｑｓ

－ ∂Ｌ
∂ｑｓ

＝ Ｑｓ， （２）

其中 Ｌ ＝ Ｌ（ｑ，ｑ） ＝ Ａｓ（ｑ）ｑｓ － Ｂ（ｑ） 为 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数， Ｑｓ ＝ Ｑｓ（ｑ，μ，ν） 为附加项，而 μ，ν 为两个

参数．展开方程（２），得
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设
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则由式（３）可解出所有广义速度 ｑｓ， 有

　 　 ｑｓ ＝ Ωｓｋ
∂Ｂ
∂ｑｋ
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其中

　 　 ΩｓｋΩｋℓ ＝ δｓℓ ． （６）
一阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统（５）仅在一定条件下才能成为梯度系统．对系统（５），如果满足条件：
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此时，可求得势函数 ν ＝ ν（ｑ）， 使得

　 　 Ωｓｋ
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当一阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统的附加项 Ｑｓ 包含两个参数时，可在参数平面上划出稳定性区域．

３　 算　 　 例

例 １　 一阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统为

　 　 Ｌ ＝ １
２
（ｑ１ｑ２ － ｑ１ｑ２） ＋ １

２
ｑ２
１ － １

２
ｑ２
２， Ｑ１ ＝ ｑ２ν， Ｑ２ ＝ － ｑ１μ － ｑ２

１， （９）

其中 μ，ν 为参数，试研究系统的解 ｑ１ ＝ ｑ２ ＝ ０ 的稳定性对参数 μ，ν 的依赖关系．
解　 方程（３）给出
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　 　 ｑ１ ＝ － ｑ２ － ｑ１μ － ｑ２
１， ｑ２ ＝ － ｑ１ － ｑ２ν ．

容易看出，条件（７）满足，这是一个梯度系统，其一次近似的特征方程有形式：

　 　
λ ＋ μ １

１ λ ＋ ν
＝ λ２ ＋ （μ ＋ ν）λ ＋ μν － １ ＝ ０．

因此，当 μ ＋ ν ＞ ０，μν － １ ＞ ０ 时，有二负根，平衡是渐近稳定的；当 μ ＋ ν ＞ ０，μν － １ ＝ ０ 时，
有一零根和一负根，平衡是稳定的；当 μν － １ ＜ ０ 时，有一正根，平衡是不稳定的．由此，可在平

面 μ，ν 上划分出稳定性区域：第一象限中双曲线 μν － １ ＝ ０ 的一支的上方．
例 ２　 一阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统为

　 　 Ｌ ＝ １
２
（ｑ１ｑ２ － ｑ１ｑ２）， Ｑ１ ＝ ２ｑ２， Ｑ２ ＝ － ２ｑ１（ｑ１ － μ）（３ｑ１ － ν）， （１０）

其中 μ，ν 为参数，试研究系统的稳定性对参数的依赖关系．
解　 方程（３）给出

　 　 ｑ１ ＝ ２ｑ１（ｑ１ － μ）（３ｑ１ － ν）， ｑ２ ＝ － ２ｑ２ ．
显然，它是一个梯度系统．

􀃠 平衡点的个数依赖于参数 μ，ν
１） 当 μ ＝ ν ＝ ０ 时，有一个平衡点（０，０）；
２） 当 μ ≠ ０，ν ＝ ０ 或 μ ＝ ０，ν ≠ ０ 时，有两个平衡点（０，０），（μ，０） 或（０，０），（ν ／ ３，０） ．
３） 当 μ ≠ ０，ν ≠ ０ 时，有 ３ 个平衡点（０，０），（μ，０），（ν ／ ３，０） ．
􀃡 平衡点稳定性依赖于参数 μ，ν
１） 平衡点（０，０）
线性化方程为

　 　 ｑ１ ＝ － ２ｑ１μν， ｑ２ ＝ － ２ｑ２ ．
因此，当 μν ＝ ０时，一根为 ０一根为负，平衡是稳定的；当 μν ＞ ０时，有两负根，平衡是渐近稳定

的；当 μν ＜ ０ 时，有正实根，平衡是不稳定的．平衡依赖于参数 μ，ν ．
２） 平衡点 （μ，０）
线性方程为

　 　 ξ１ ＝ － ２μ（３μ － ν）ξ１， ξ２ ＝ － ２ξ２，
其中， ξ１ ＝ ｑ１ － μ，ξ２ ＝ ｑ２ ．因此，当 ２μ（３μ － ν） ＝ ０ 时，有一零根和一负根，平衡是稳定的；当
２μ（３μ － ν） ＞ ０ 时，有二负根，平衡是渐近稳定的；当 ２μ（３μ － ν） ＜ ０ 时，有一正根，平衡是不

稳定的．对固定的参数 μ，平衡依赖于参数 ν ．
􀃢 平衡点 （ν ／ ３，０）
线性方程为

　 　 ξ１ ＝ － ２ν ν
３

－ μæ

è
ç

ö

ø
÷ ξ１， ξ２ ＝ － ２ξ２，

其中， ξ１ ＝ ｑ１ － ν ／ ３，ξ２ ＝ ｑ２ ．因此，当 ２ν（ν ／ ３ － μ） ＝ ０ 时，有一零根和一负根，平衡是稳定的；当
２ν（ν ／ ３ － μ） ＞ ０ 时，有二负根，平衡是渐近稳定的；当 ２ν（ν ／ ３ － μ） ＜ ０ 时，有一正根，平衡是

不稳定的．对固定的 ν，平衡依赖于参数 μ ．
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４　 结　 　 论

带附加项的定常一阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统在一定条件下可以化成梯度系统．化成梯度系统后便

可利用梯度系统的性质来研究这类系统的稳定性及其对参数的依赖关系．例 １ 有一个平衡点，
例 ２ 有 １ 个、２ 个或 ３ 个平衡点．参数的变化不仅可改变稳定性质，而且可改变平衡点的参数．
本文提供了一种内接研究系统稳定性的方法．
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