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摘要：　 讨论用试验数据修正振动系统的双对称阻尼矩阵与刚度矩阵问题．依据特征方程、 阻尼矩

阵与刚度矩阵的双对称性，利用代数二次特征值反问题的理论和方法，研究了该问题解的存在性

与唯一性，提出了修正阻尼矩阵与刚度矩阵的一个新方法．利用双对称矩阵的性质研究了方程的双

对称解．给出了二次特征值反问题双对称解的一般表达式，讨论了对任意给定矩阵的最佳逼近问

题，并给出了问题的最佳逼近解．用该方法修正的阻尼矩阵与刚度矩阵不仅满足二次特征方程，而
且是唯一的双对称矩阵．
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引　 　 言

在工程技术，特别是结构动力模型修正技术领域经常遇到的与二次特征值相反的问题，被
称为二次特征值反问题（或二次逆特征值问题）．２００１ 年 Ｔｉｓｓｅｕｒ 和 Ｍｅｅｒｂｅｒｇｅｎ［１］概述了二次特

征值问题的各种应用、数学理论和数值方法．对阻尼结构进行动力分析时，应用有限元方法可

得到 ｎ自由度振动系统的质量矩阵Ｍ，阻尼矩阵 Ｃ和刚度矩阵 Ｋ，从而可求得二次特征值问题

的特征值（频率）λ ｊ 和特征向量（振型）ｘ ｊ， ｊ ＝ １，２，３，…，２ｎ ．但是有限元模型毕竟是实际结构

系统的离散化，并且在离散化过程中还必须对结构部件之间的连接条件、边界条件做力学上的

简化．因此，用有限元模型作相应分析时往往存在误差．另一方面，运用测试技术可测得结构的

低阶频率和相应的振型．一般来说，有限元方法的计算结果与实测结果之间存在差异．结构动

力模型修正技术利用实测模型数据对有限元方法所得的质量矩阵 Ｍ，阻尼矩阵 Ｃ 和刚度矩阵

Ｋ 进行修正，使修正的质量矩阵 Ｍ，阻尼矩阵 Ｃ 和刚度矩阵 Ｋ 满足理论上的谱约束条件即

（λ ２
ｊ Ｍ ＋ λ ｊＣ ＋ Ｋ）ｘ ｊ ＝ ０， ｊ ＝ １，２，…，ｐ，并且矩阵［Ｍ，Ｃ，Ｋ］ 最佳接近矩阵［Ｍ，Ｃ，Ｋ］ ．文献［２］

利用矩阵的奇异值分解研究了二次特征值反问题的中心对称解及其最佳逼近；文献［３］利用

矩阵的向量化和 Ｋｒｏｎｅｋｅｒ 乘积研究了二次特征值反问题的对称次反对称解及其最佳逼近；而
文献［４⁃７］应用不同方法对二次特征值反问题的对称解分别进行了研究．双对称矩阵是对称的
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中心对称矩阵，当系统结构对称时，系统的质量矩阵、阻尼矩阵和刚度矩阵为双对称矩阵，在科

学和工程技术中具有广泛的应用［８⁃１０］ ．本文对双对称矩阵的二次特征值反问题及其最佳逼近

进行了讨论，即用试验数据最优修正系统的阻尼矩阵和刚度矩阵．
本文中系统的质量矩阵Ｍ是已知的对称正定矩阵，对Ｍ进行 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ 分解：Ｍ ＝ ＬＬＴ，则

　 　 Ｑ（λ）ｘ ＝ ０ ⇔ Ｑ（λ）（ＬＴｘ） ＝ ０，
式中 Ｑ（λ） ＝ λ ２Ｍ ＋ λＣ ＋ Ｋ，Ｑ（λ） ＝ λ ２Ｉｎ ＋ λＬ －１ＣＬ －Ｔ ＋ Ｌ －１ＫＬ －Ｔ，因此本文假定此反问题中

Ｍ 为单位阵，相应问题称为首 １ 的二次特征值反问题（即二次束的首项系数矩阵为单位阵）．
Ｒｍ×ｎ 表示 ｍ × ｎ 阶实矩阵的集合；Ｃｍ×ｎ 表示 ｍ × ｎ 阶复矩阵的集合；Ｒｎ×ｎ

Ｏ 为 ｎ 阶正交矩阵

的全体；ＡＴ，ｒａｎｋ（Ａ） 分别表示矩阵Ａ的转置、秩；Ｒｎ×ｎ
Ｓ 为 ｎ阶对称矩阵的全体；Ｉｎ 表示 ｎ阶单位

矩阵；Ｓｎ 表示 ｎ阶反序单位阵；对 Ａ，Ｂ∈ Ｃｍ×ｎ，定义内积（Ａ，Ｂ） ＝ ｔｒ（ＡＨＢ），则由此内积导出的

范数 ‖Ａ‖ ＝ （Ａ，Ａ） 为 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 范数．
定义［１１］ 　 设 Ａ ＝ （ａｉｊ） ∈ Ｒｎ×ｎ，如果 ａｉｊ ＝ ａ ｊｉ ＝ ａｎ＋１－ｊ，ｎ＋１－ｉ，ｉ， ｊ ＝ １，２，…，ｎ，即 ＡＴ ＝ Ａ，ＳｎＡＳｎ

＝ Ａ，则称 Ａ 为 ｎ 阶双对称矩阵．所有 ｎ 阶双对称矩阵的全体记为 Ｒｎ×ｎ
ＢＳ ．

问题Ⅰ　 给定系统的频率和模态 λ ｊ，ｘ ｊ， ｊ ＝ １，２，…，ｐ，其中 λ ２ｊ －１ ＝ λ－ ２ｊ ＝ α ｊ ＋ ｉβ ｊ ∈ Ｃ，α ｊ ＝
Ｒｅ（λ ｊ），０ ＜ β ｊ ＝ Ｉｍ（λ ｊ）， ｊ ＝ １，２，…，ｌ；ｘ２ｊ －１ ＝ ｘ－ ２ｊ ＝ ｙ ｊ ＋ ｉｚｊ ∈ Ｃｎ，ｙ ｊ ＝ Ｒｅ（ｘ ｊ），ｚｊ ＝ Ｉｍ（ｘ ｊ）， ｊ ＝
１，２，…，ｌ；λ ｊ ∈ Ｒ，ｘ ｊ ∈ Ｒｎ， ｊ ＝ ２ｌ ＋ １，２ｌ ＋ ２，…，ｐ（模态向量为对称向量或反对称向量，即 ｘ ｊ ＝
Ｓｘ ｊ 或 ｘ ｊ ＝ － Ｓｘ ｊ） ．求双对称的阻尼矩阵和刚度矩阵 Ｃ，Ｋ ∈ Ｒｎ×ｎ

ＢＳ ， 使得

　 　 λ ２
ｊ ｘ ｊ ＋ λ ｊＣｘ ｊ ＋ Ｋｘ ｊ ＝ ０，　 　 ｊ ＝ １，２，…，ｐ ． （１）

令

　 　 Λ ＝ ｄｉａｇ
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α２ｌ －１ β ２ｌ －１
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û
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ú
， λ ２ｌ ＋１，λ ２ｌ ＋２，…，λ ｐ} ∈ Ｒｐ×ｐ， （２）

　 　 Ｘ ＝ ［ｙ１，ｚ１，ｙ３，ｚ３，…，ｙ２ｌ －１，ｚ２ｌ －１，ｘ２ｌ ＋１，ｘ２ｌ ＋２，…，ｘｐ］ ∈ Ｒｎ×ｐ， （３）
则式（１）等价于

　 　 ＸΛ２ ＋ ＣＸΛ ＋ ＫＸ ＝ ０． （４）
问题Ⅱ　 给定 Ｃ，Ｋ ∈ Ｒｎ×ｎ，求［Ｃ，Ｋ］ ∈ ＳＣＫ 使得

　 　 ‖Ｃ － Ｃ‖２
Ｗ ＋ ‖Ｋ － Ｋ‖２

Ｗ ＝ ｉｎｆ
∀［Ｃ，Ｋ］∈ＳＣＫ
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Ｗ）， （５）

其中 ＳＣＫ ＝ { ［Ｃ，Ｋ］ ＸΛ２ ＋ ＣＸΛ ＋ ＫＸ ＝ ０，Ｃ，Ｋ ∈ Ｒｎ×ｎ
ＢＳ } 是问题Ⅰ的解集合， ‖·‖Ｗ 是加权

Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 范数，即 ‖Ａ‖Ｗ ＝ ‖ＷＡＷ‖，Ｗ 为对称正定矩阵．

１　 问题 Ι 的解

引理 １［９］ 　 Ａ ∈ Ｒｎ×ｎ
ＢＳ 的充分必要条件是 Ａ 的一般表达式可表示为

　 　 Ａ ＝ Ｄ
Ａ１ ０
０ Ａ２
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ＤＴ，　 　 ∀Ａ１ ∈ Ｒ（ｎ－ｋ） ×（ｎ－ｋ）

Ｓ ， ∀Ａ２ ∈ Ｒｋ×ｋ
Ｓ ， （６）

其中， ｎ ＝ ２ｋ 时，
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ｎ ＝ ２ｋ ＋ １ 时，
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引理 ２　 已知 Ｇ ∈ Ｒｐ×ｐ
Ｓ ，Λ∈ Ｒｐ×ｐ，存在对称矩阵 Ａ ∈ Ｒｐ×ｐ

Ｓ ，使 ＧΛ２ ＋ ＡΛ对称当且仅当存

在对称矩阵 Ｈ，ＨΛ ＝ ΛＴＨ，使 Ａ ＝ － ΛＴＧ － ＧΛ ＋ Ｈ ．
证明　 充分性显然．
必要性：取 Ａ０ ＝ － ΛＴＧ － ＧΛ，显然 ＡＴ

０ ＝ Ａ０，可证 ＧΛ２ ＋ Ａ０Λ为对称矩阵．设对称矩阵 Ａ∈
Ｒｐ×ｐ

Ｓ ，使 ＧΛ２ ＋ ＡΛ 对称，取 Ｈ ＝ Ａ － Ａ０，则 Ｈ ＝ ＨＴ，ＨΛ ＝ ΛＴＨ ．
引理 ３　 已知 Ω ＝ ｄｉａｇ { μ １Ｉｎ１， μ ２Ｉｎ２，…，μ ｓＩｎｓ } ∈ Ｒｐ×ｐ，μ ｉ ≠０ 互不相同，ｉ ＝ １， ２， …， ｓ，

∑
ｓ

ｉ ＝ １
ｎｉ ＝ ｐ，Ｙ ∈ Ｒｐ×ｐ

Ｓ ，若 ＹΩ ＝ ΩＹ，则 Ｙ ＝ ｄｉａｇ {Ｙ１１，Ｙ２２，…，Ｙｓｓ } ，Ｙ ｉｉ ∈ Ｒｎｉ×ｎｉ
Ｓ ．

证明　 设 Ｙ ＝ （Ｙ ｉｊ） ∈ Ｒｐ×ｐ
Ｓ ， Ｙ ｉｊ ∈ Ｒｎｉ×ｎｊ， 由 ＹΩ ＝ ΩＹ， 得 Ｙ ｉｊ μ ｊ ＝ μ ｉＹＴ

ｊｉ ＝ μ ｉＹ ｉｊ，当 ｉ≠ ｊ时，
Ｙ ｉｊ ＝ ０．故结论成立．

引理 ４　 已知 Λ ∈ Ｒｐ×ｐ 如公式（２），则存在对称矩阵 Ｈ，使 ＨΛ ＝ ΛＴＨ，且 Ｈ 可表示为

　 　 Ｈ ＝ ｄｉａｇ
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， ξ ２ｌ ＋１，ξ ２ｌ ＋２，…，ξ ｐ{ } ， （７）

其中 ε ２ｊ －１，δ ２ｊ －１（ ｊ ＝ １，２，…，ｌ），ξ ｊ（ ｊ ＝ ２ｌ ＋ １，２ｌ ＋ ２，…，ｐ） 为任意实数．
证明　 将式（２）中矩阵 Λ ∈ Ｒｐ×ｐ 变形为

　 　 Λ ＝ ΩＶ ＝ ＶΩ， （８）
其中

　 　 Ω ＝ ｄｉａｇ { ｜ λ １ ｜ Ｉ２， ｜ λ ３ ｜ Ｉ２，…， ｜ λ ２ｌ －１ ｜ Ｉ２，λ ２ｌ ＋１，λ ２ｌ ＋２，…，λ ｐ } ∈ Ｒｐ×ｐ，

　 　 Ｖ ＝ ｄｉａｇ １
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Ｏ ．

由 ＨΛ ＝ ΛＴＨ，可得 ＨＶΩ ＝ ΩＶＴＨ ．由引理 ３，可得

　 　 ＨＶ ＝ ｄｉａｇ {Ｘ１，Ｘ３，…，Ｘ２ｌ －１，ξ ２ｌ ＋１，ξ ２ｌ ＋２，…，ξ ｐ } ，
其中 Ｘｉ ∈ Ｒ２×２

Ｓ ，ｉ ＝ １，３，…，２ｌ － １，ξ ｊ（ ｊ ＝ ２ｌ ＋ １，２ｌ ＋ ２，…，ｐ） 为任意实数．
上式等号两端右乘 ＶＴ， 得

　 　 Ｈ ＝ ｄｉａｇ {Ｘ１，Ｘ３，…，Ｘ２ｌ －１，ξ ２ｌ ＋１，ξ ２ｌ ＋２，…，ξ ｐ }ＶＴ ＝

　 　 　 　 ｄｉａｇ
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由 Ｈ ＝ ＨＴ，有 Ｈｉ ＝ ＨＴ
ｉ ，ｉ ＝ １，３，…，２ｌ － １，因为 β ｉ ＞ ０，可得 ｘｉ，ｉ ＝ － ｘｉ ＋１，ｉ ＋１， 令
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故 Ｈ 可表示为式（７）．
对模态矩阵 Ｘ 进行奇异值分解

　 　 Ｘ ＝ Ｕ
Σ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＱＴ ＝ Ｕ１ΣＱＴ

１， （９）

其中

　 　 Ｕ ＝ （Ｕ１，Ｕ２） ∈ Ｒｎ×ｎ
Ｏ ， Ｕ１ ∈ Ｒｎ×ｒ， Ｕ２ ∈ Ｒｎ×（ｎ－ｒ）， Σ ＝ ｄｉａｇ（σ １，σ ２，…，σ ｒ） ＞ ０，

　 　 ｒ ＝ ｒａｎｋ（Ｘ）， Ｑ ＝ （Ｑ１，Ｑ２） ∈ Ｒｐ×ｐ
Ｏ ，

　 　 Ｑ１ ＝ （ｑ１，ｑ２，…，ｑｒ） ∈ Ｒｐ×ｒ， Ｑ２ ＝ （ｑｒ＋１，ｑｒ＋２，…，ｑｐ） ∈ Ｒｐ×（ｐ－ｒ） ．
令 ｑ ｊ ＝ （ｑ１ｊ，ｑ２ｊ，…，ｑｐｊ） Ｔ ∈ Ｒｐ（下文中 ｑｉ， ｊ 简写为 ｑｉｊ）， Ｇ ＝ ＸＴＸ， ｇ ｊ ＝ ＧΛｑ ｊ， ｊ ＝ ｒ ＋ １， ｒ ＋ ２，
…，ｐ，

　 　 ｇ ＝

ｇｒ＋１

ｇｒ＋２

︙
ｇｐ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

∈ Ｒｐ（ｐ－ｒ）， （１０）

　 　 Ｎ ｊ ＝ ｄｉａｇ
ｑ１ｊ ｑ２ｊ

－ ｑ２ｊ ｑ１ｊ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

ｑ３ｊ ｑ４ｊ

－ ｑ４ｊ ｑ３ｊ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，…，

ｑ２ｌ －１， ｊ ｑ２ｌ， ｊ

－ ｑ２ｌ， ｊ ｑ２ｌ －１， ｊ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，ｑ２ｌ ＋１， ｊ，ｑ２ｌ ＋２， ｊ，…，ｑｐ， ｊ{ } ，

ｊ ＝ ｒ ＋ １，ｒ ＋ ２，…，ｐ，

　 　 Ｎ ＝

Ｎｒ＋１

Ｎｒ＋２

︙
Ｎｐ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

∈ Ｒｐ（ｐ－ｒ） ×ｐ， （１１）

　 　 ｈ ＝ （ε １，δ １，ε ３，δ ３，…，ε ２ｌ －１，δ ２ｌ －１，ξ ２ｌ ＋１，ξ ２ｌ ＋２，…，ξ ｐ） Ｔ ∈ Ｒｐ ．
定理 １　 给定频率矩阵 Λ ∈ Ｒｐ×ｐ，模态矩阵 Ｘ ∈ Ｒｎ×ｐ 如式（２）、（３），Ｘ 的奇异值分解为式

（９），ｇ，Ｎ如式（１０）、（１１），则存在对称的阻尼矩阵和刚度矩阵Ｃ，Ｋ∈Ｒｎ×ｎ
Ｓ ，使得ＸΛ２ ＋ ＣＸΛ ＋

ＫＸ ＝ ０ 成立的充分必要条件为

　 　 ＮＮ ＋ ｇ ＝ ｇ， （１２）
且 Ｃ，Ｋ 的形式为
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　 　 Ｃ ＝
－ （ＸΛＸ ＋） Ｔ － ＸΛＸ ＋ ＋ （Ｘ ＋） ＴＨＸ ＋ Ｕ１Ｃ１２ＵＴ

２

Ｕ２ＣＴ
１２ＵＴ

１ Ｕ２Ｃ２２ＵＴ
２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
， （１３）

　 　 Ｋ ＝
（ＸΛＸ ＋） ＴＸΛＸ ＋ － （Ｘ ＋） ＴＨΛＸ ＋ － （ＸΛＸ ＋） ＴＵ１Ｃ１２ＵＴ

２

－ Ｕ２ＣＴ
１２ＵＴ

１ＸΛＸ ＋ Ｕ２Ｋ２２ＵＴ
２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
， （１４）

其中 Ｃ１２ ∈Ｒｒ×（ｎ－ｒ） 为任意矩阵，Ｃ２２，Ｋ２２ ∈Ｒ（ｎ－ｒ） ×（ｎ－ｒ）
Ｓ 为任意对称矩阵，Ｈ如式（７），Ｈ中的元素

由 ｈ ＝ Ｎ ＋ ｇ ＋ （Ｉｐ － Ｎ ＋ Ｎ）ｙ，∀ｙ ∈ Ｒｐ 给出．
ＸΛ２ ＋ ＣＸΛ ＋ ＫＸ ＝ ０ 有唯一对称解 Ｃ，Ｋ ∈ Ｒｎ×ｎ

Ｓ 的充分必要条件为

　 　 ＮＮ ＋ ｇ ＝ ｇ， ｒａｎｋ（Ｎ） ＝ ｐ， （１５）
解的形式如式（１３）、（１４）， Ｈ 中的元素由 ｈ ＝ Ｎ ＋ ｇ 给出．

证明　 将模态矩阵 Ｘ 的奇异值分解式（９）代入式（４），得

　 　
Σ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＱＴΛ２ ＋ ＵＴＣＵ

Σ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＱＴΛ ＋ ＵＴＫＵ

Σ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＱＴ ＝ ０． （１６）

记

　 　 ＵＴＣＵ ＝
Ｃ１１ Ｃ１２

ＣＴ
１２ Ｃ２２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， ＵＴＫＵ ＝

Ｋ１１ Ｋ１２

ＫＴ
１２ Ｋ２２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （１７）

其中 Ｃ１１，Ｋ１１ ∈ Ｒｒ×ｒ
Ｓ ，Ｃ２２，Ｋ２２ ∈ Ｒ（ｎ－ｒ） ×（ｎ－ｒ）

Ｓ ， 将其代入式（１６），有
　 　 ΣＱＴ

１Λ２ ＋ Ｃ１１ΣＱＴ
１Λ ＋ Ｋ１１ΣＱＴ

１ ＝ ０， （１８）
　 　 ＣＴ

１２ΣＱＴ
１Λ ＋ ＫＴ

１２ΣＱＴ
１ ＝ ０． （１９）

记

　 　 Ｇ ＝ Ｑ１Σ ２ＱＴ
１， Ａ ＝ Ｑ１ΣＣ１１ΣＱＴ

１， Ｂ ＝ Ｑ１ΣＫ１１ΣＱＴ
１， （２０）

式（１８）等价于

　 　 ＧΛ２ ＋ ＡΛ ＋ Ｂ ＝ ０． （２１）
由于矩阵 Ｂ 为对称矩阵，式（２１） 等价于存在对称矩阵 Ａ， 使得

　 　 ＧΛ２ ＋ ＡΛ ＝ ΛＴＡ ＋ （ΛＴ） ２Ｇ ． （２２）
由引理 ２，可知式（２２）的解为

　 　 Ａ ＝ － ΛＴＧ － ＧΛ ＋ Ｈ， （２３）
其中 Ｈ 由式（７）给出，将上式代入式（２１），得

　 　 Ｂ ＝ ΛＴＧΛ － ＨΛ ． （２４）
利用式（２０），由式（２３）、（２４），可得

　 　 Ｑ１ΣＣ１１ΣＱＴ
１ ＝ － ΛＴＧ － ＧΛ ＋ Ｈ， （２５）

　 　 Ｑ１ΣＫ１１ΣＱＴ
１ ＝ ΛＴＧΛ － ＨΛ ． （２６）

式（２５）与（２６）有对称解 Ｃ１１，Ｋ１１ ∈ Ｒｒ×ｒ
Ｓ 当且仅当存在对称矩阵 Ｈ， 使得

　 　 ＨＱ２ ＝ ＧΛＱ２， （２７）
　 　 ＨΛＱ２ ＝ ΛＴＧΛＱ２ ． （２８）
若式（２７）成立，则式（２８）必然成立．故由式（２７）可得

　 　 Ｈｑ ｊ ＝ ＧΛｑ ｊ，　 　 ｊ ＝ ｒ ＋ １，ｒ ＋ ２，…，ｐ， （２９）
记

　 　 ｑ ｊ ＝ （ｑ１ｊ，ｑ２ｊ，…，ｑｐｊ） Ｔ ∈ Ｒｐ， ｊ ＝ ｒ ＋ １，ｒ ＋ ２，…，ｐ，

１０７用试验数据修正振动系统的双对称阻尼矩阵与刚度矩阵



式（２９）等价于

　 　

ｑ１ｊ ｑ２ｊ

－ ｑ２ｊ ｑ１ｊ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

　 　 　 　 　
ｑ３ｊ ｑ４ｊ

－ ｑ４ｊ ｑ３ｊ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

０

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ⋱

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
ｑ２ｌ －１， ｊ ｑ２ｌ， ｊ

－ ｑ２ｌ， ｊ ｑ２ｌ －１， ｊ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

　 　 　 　 　 ０　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｑ２ｌ ＋１， ｊ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｑ２ｌ ＋２， ｊ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ⋱
ｑｐ， ｊ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

ε １

δ １

ε ３

δ ３

︙
ε ２ｌ －１

δ ２ｌ －１

ξ ２ｌ ＋１

ξ ２ｌ ＋２

︙
ξ ｐ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＝ ＧΛｑ ｊ，

ｊ ＝ ｒ ＋ １，ｒ ＋ ２，…，ｐ ． （３０）
ｈ ＝ （ε １，δ １，ε ３，δ ３，…，ε ２ｌ －１，δ ２ｌ －１，ξ ２ｌ ＋１，ξ ２ｌ ＋２，…，ξ ｐ） Ｔ ∈ Ｒｐ，ｇ，Ｎ 如式（１０）、（１１） ．式（３０）

等价于 Ｎｈ ＝ ｇ， 由此可得问题有解的充分必要条件及解的表达形式．由式（２５）、（２６），可得

　 　 Ｃ１１ ＝ － Σ －１ＱＴ
１（ΛＴＧ ＋ ＧΛ）Ｑ１Σ

－１ ＋ Σ －１ＱＴ
１ＨＱ１Σ

－１， （３１）
　 　 Ｋ１１ ＝ Σ －１ＱＴ

１ΛＴＧΛＱ１Σ
－１ － Σ －１ＱＴ

１ＨΛＱ１Σ
－１ ． （３２）

由式（１９），可得

　 　 Ｋ１２ ＝ － Σ －１ＱＴ
１ΛＴＱ１ΣＣ１２ ． （３３）

将 Ｃ１１，Ｋ１１，Ｋ１２ 代入式（１７），再利用Ｘ ＝Ｕ１ΣＱＴ
１，Ｘ

＋ ＝Ｑ１Σ
－１ＵＴ

１，Ｇ ＝ ＸＴＸ，可得式（１３）、（１４）．定
理证毕．

当模态矩阵 Ｘ ∈ Ｒｎ×ｐ 列满秩时，即 ｒａｎｋ（Ｘ） ＝ ｐ，Ｘ 的奇异值分解为

　 　 Ｘ ＝ Ｕ
Σ
０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｑ

Ｔ， （３４）

其中

　 　 Ｕ ＝ （Ｕ１，Ｕ２） ∈ Ｒｎ×ｎ
Ｏ ， Ｕ１ ∈ Ｒｎ×ｐ， Ｕ２ ∈ Ｒｎ×（ｎ－ｐ），

　 　 Σ ＝ ｄｉａｇ（σ １，σ ２，…，σ ｐ） ＞ ０， Ｑ ∈ Ｒｐ×ｐ
Ｏ ．

此时由定理 １ 可得文献［４］的定理 ２．１．
推论 １　 给定频率矩阵 Λ∈ Ｒｐ×ｐ，模态矩阵Ｘ∈ Ｒｎ×ｐ 如式（２）、（３），ｒａｎｋ（Ｘ） ＝ ｐ，Ｘ的奇异

值分解为式（３４），则 ＸΛ２ ＋ ＣＸΛ ＋ ＫＸ ＝ ０ 有解（对称的阻尼矩阵和刚度矩阵）Ｃ，Ｋ∈ Ｒｎ×ｎ
Ｓ ，且

Ｃ，Ｋ 的形式为

　 　 Ｃ ＝ Ｕ
Ｃ１１ Ｃ１２

ＣＴ
１２ Ｃ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ＵＴ， Ｋ ＝ Ｕ

Ｋ１１ Ｋ１２

ＫＴ
１２ Ｋ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ＵＴ，

其中

　 　 Ｃ１１ ＝ － Σ －１ＱＴ（ΛＴＧ ＋ ＧΛ）ＱΣ －１ ＋ Σ －１ＱＴＨＱΣ －１ ∈ Ｒｐ×ｐ， Ｇ ＝ ＱΣ ２ＱＴ ∈ Ｒｐ×ｐ，
　 　 Ｋ１１ ＝ Σ －１ＱＴΛＴＧΛＱΣ －１ － Σ －１ＱＴＨΛＱΣ －１ ∈ Ｒｐ×ｐ，
　 　 ＫＴ

１２ ＝ － ＣＴ
１２ΣＱＴΛＱΣ －１ ∈ Ｒ（ｎ－ｐ） ×ｐ，

Ｃ１２ ∈ Ｒｐ×（ｎ－ｐ） 为任意矩阵，Ｃ２２，Ｋ２２ ∈ Ｒ（ｎ－ｐ） ×（ｎ－ｐ）
Ｓ 为任意对称矩阵，Ｈ 如式（７）．
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当模态矩阵 Ｘ ∈ Ｒｎ×ｐ 行满秩时，即 ｒａｎｋ（Ｘ） ＝ ｎ 时，Ｘ 的奇异值分解为

　 　 Ｘ ＝ Ｕ（Σ，０）ＱＴ， （３５）
其中

　 　 Ｕ ∈ Ｒｎ×ｎ
Ｏ ， Ｑ ＝ （Ｑ１，Ｑ２） ∈ Ｒｐ×ｐ

Ｏ ， Ｑ１ ＝ （ｑ１，ｑ２，…，ｑｎ） ∈ Ｒｐ×ｎ，
　 　 Ｑ２ ＝ （ｑｎ＋１，ｑｎ＋２，…，ｑｐ） ∈ Ｒｐ×（ｐ－ｎ）， Σ ＝ ｄｉａｇ（σ １，σ ２，…，σ ｎ） ＞ ０．
令 ｑ ｊ ＝ （ｑ１ｊ，ｑ２ｊ，…，ｑｐｊ） Ｔ ∈ Ｒｐ， Ｇ ＝ ＸＴＸ， ｇ ｊ ＝ ＧΛｑ ｊ， ｊ ＝ ｎ ＋ １，ｎ ＋ ２，…，ｐ，

　 　 ｇ ＝

ｇｎ＋１

ｇｎ＋２

︙
ｇｐ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

∈ Ｒｐ（ｐ－ｎ）， （３６）

　 　 Ｎ ｊ ＝ ｄｉａｇ
ｑ１ｊ ｑ２ｊ

－ ｑ２ｊ ｑ１ｊ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

ｑ３ｊ ｑ４ｊ

－ ｑ４ｊ ｑ３ｊ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，…，

ｑ２ｌ －１， ｊ ｑ２ｌ， ｊ

－ ｑ２ｌ， ｊ ｑ２ｌ －１， ｊ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，ｑ２ｌ ＋１， ｊ，ｑ２ｌ ＋２， ｊ，…，ｑｐ， ｊ{ } ，

ｊ ＝ ｎ ＋ １，ｎ ＋ ２，…，ｐ，

　 　 Ｎ ＝

Ｎｎ＋１

Ｎｎ＋２

︙
Ｎｐ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

∈ Ｒｐ（ｐ－ｎ） ×ｐ， （３７）

　 　 ｈ ＝ （ε １，δ １，ε ３，δ ３，…，ε ２ｌ －１，δ ２ｌ －１，ξ ２ｌ ＋１，ξ ２ｌ ＋２，…，ξ ｐ） Ｔ ∈ Ｒｐ ．
下面的推论 ２ 是对文献［５］中定理的推广，当 ｐ ＝ ｎ ＋ １ 时，即为文献［５］中定理 ２．１ 的结果．
推论 ２　 给定频率矩阵 Λ∈Ｒｐ×ｐ，模态矩阵Ｘ∈Ｒｎ×ｐ 如式（２）、（３），ｒａｎｋ（Ｘ） ＝ ｎ，Ｘ的奇异

值分解为式（３５），ｇ，Ｎ 如式（３６）、（３７），则存在对称的阻尼矩阵和刚度矩阵 Ｃ，Ｋ ∈ Ｒｎ×ｎ
Ｓ ，使得

ＸΛ２ ＋ ＣＸΛ ＋ ＫＸ ＝ ０ 成立的充分必要条件为

　 　 ＮＮ ＋ ｇ ＝ ｇ， （３８）
且 Ｃ，Ｋ 的形式为

　 　 Ｃ ＝ － （ＸΛＸ ＋） Ｔ － ＸΛＸ ＋ ＋ （Ｘ ＋） ＴＨＸ ＋， （３９）
　 　 Ｋ ＝ （ＸΛＸ ＋） ＴＸΛＸ ＋ － （Ｘ ＋） ＴＨΛＸ ＋， （４０）

其中 Ｈ 如式（７），Ｈ 中的元素由 ｈ ＝ Ｎ ＋ ｇ ＋ （Ｉｐ － Ｎ ＋ Ｎ）ｙ，∀ｙ ∈ Ｒｐ 给出．
ＸΛ２ ＋ ＣＸΛ ＋ ＫＸ ＝ ０ 有唯一对称解 Ｃ，Ｋ ∈ Ｒｎ×ｎ

Ｓ 的充分必要条件为

　 　 ＮＮ ＋ ｇ ＝ ｇ， ｒａｎｋ（Ｎ） ＝ ｐ， （４１）
解的形式如式（３９）、（４０）， Ｈ 中的元素由 ｈ ＝ Ｎ ＋ ｇ 给出．

令 ＤＴＸ ＝
Ｘ１

Ｘ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，Ｘ１ ∈ Ｒ（ｎ－ｋ） ×ｐ，Ｘ２ ∈ Ｒｋ×ｐ；对矩阵 Ｘｉ（ ｉ ＝ １，２） 进行奇异值分解，

　 　 Ｘｉ ＝ Ｕ（ ｉ） Σ ｉ ０
０ ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
Ｑ（ ｉ） Ｔ 　 　 （ ｉ ＝ １，２）， （４２）

其中

　 　 Ｕ（１） ∈ Ｒ（ｎ－ｋ） ×（ｎ－ｋ）
Ｏ ， Ｕ（２） ∈ Ｒｋ×ｋ

Ｏ ， ｒｉ ＝ ｒａｎｋ（Ｘｉ）， Σ １ ＝ ｄｉａｇ（μ １，μ ２，…，μ ｒ１） ＞ ０，
　 　 Σ ２ ＝ ｄｉａｇ（ν １，ν ２，…，ν ｒ２） ＞ ０， Ｑ（ ｉ） ＝ （Ｑ（ ｉ）

１ ，Ｑ（ ｉ）
２ ） ∈ Ｒｐ×ｐ

Ｏ ，
　 　 Ｑ（ ｉ）

１ ＝ （ｑ（ ｉ）
１ ，ｑ（ ｉ）

２ ，…，ｑ（ ｉ）
ｒｉ ） ∈ Ｒｐ×ｒｉ，
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　 　 Ｑ（ ｉ）
２ ＝ （ｑ（ ｉ）

ｒｉ＋１，ｑ
（ ｉ）
ｒｉ＋２，…，ｑ（ ｉ）

ｐ ） ∈ Ｒｐ×（ｐ－ｒｉ），　 　 ｉ ＝ １，２．
令 ｑ（ ｉ）

ｊ ＝ （ｑ（ ｉ）
１ｊ ，ｑ（ ｉ）

２ｊ ，…，ｑ（ ｉ）
ｐｊ ） Ｔ ∈ Ｒｐ， Ｇｉ ＝ ＸＴ

ｉ Ｘｉ， ｇ（ ｉ）
ｊ ＝ ＧｉΛｑ（ ｉ）

ｊ ， ｊ ＝ ｒｉ ＋ １，ｒｉ ＋ ２，…，ｐ，

　 　 ｇ（ ｉ） ＝

ｇ（ ｉ）
ｒｉ＋１

ｇ（ ｉ）
ｒｉ＋２

︙
ｇ（ ｉ）
ｐ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

∈ Ｒｐ（ｐ－ｒｉ），　 　 ｉ ＝ １，２， （４３）

　 　 Ｎ（ ｉ）
ｊ ＝ ｄｉａｇ

ｑ（ ｉ）
１ｊ ｑ（ ｉ）

２ｊ

－ ｑ（ ｉ）
２ｊ ｑ（ ｉ）

１ｊ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
，

ｑ（ ｉ）
３ｊ ｑ（ ｉ）

４ｊ

－ ｑ（ ｉ）
４ｊ ｑ（ ｉ）

３ｊ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
，…，{

　 　 　 　
ｑ（ ｉ）
２ｌ －１， ｊ ｑ（ ｉ）

２ｌ， ｊ

－ ｑ（ ｉ）
２ｌ， ｊ ｑ（ ｉ）

２ｌ －１， ｊ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
，ｑ（ ｉ）

２ｌ ＋１， ｊ，ｑ（ ｉ）
２ｌ ＋２， ｊ，…，ｑ（ ｉ）

ｐ， ｊ} ，

　 　 Ｎ（ ｉ） ＝

Ｎ（ ｉ）
ｒｉ＋１

Ｎ（ ｉ）
ｒｉ＋２

︙
Ｎ（ ｉ）

ｐ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

∈ Ｒｐ（ｐ－ｒｉ） ×ｐ，　 　 ｉ ＝ １，２， （４４）

　 　 ｈｉ ＝ （ε （ ｉ）
１ ，δ （ ｉ）

１ ，ε （ ｉ）
３ ，δ （ ｉ）

３ ，…，ε （ ｉ）
２ｌ －１，δ （ ｉ）

２ｌ －１， ξ （ ｉ）
２ｌ ＋１，ξ （ ｉ）

２ｌ ＋２，…，ξ （ ｉ）
ｐ ） Ｔ ∈ Ｒｐ，　 　 ｉ ＝ １，２．

定理 ２　 给定频率矩阵 Λ ∈ Ｒｐ×ｐ， 模态矩阵 Ｘ ∈ Ｒｎ×ｐ 如式（２）、 （３）， ＤＴＸ ＝
Ｘ１

Ｘ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，对 Ｘｉ

（ ｉ ＝ １，２） 进行奇异值分解如式（４２），则问题Ⅰ有解 Ｃ，Ｋ ∈ Ｒｎ×ｎ
ＢＳ 的充分必要条件为

　 　 Ｎ（ ｉ）Ｎ（ ｉ） ＋ ｇ（ ｉ） ＝ ｇ（ ｉ），　 　 ｉ ＝ １，２， （４５）
且其通解为

　 　 Ｃ ＝ Ｄ
Ｃ１ ０
０ Ｃ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ＤＴ， Ｋ ＝ Ｄ

Ｋ１ ０
０ Ｋ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ＤＴ， （４６）

其中

　 　 Ｃｉ ＝ Ｕ（ ｉ）
－ Σ －１

ｉ Ｑ（ ｉ）
１

Ｔ（ΛＴＧｉ ＋ ＧｉΛ）Ｑ（ ｉ）
１ Σ －１

ｉ ＋ Σ －１
ｉ Ｑ（ ｉ）

１
ＴＨｉＱ（ ｉ）

１ Σ －１
ｉ Ｃ（ ｉ）

１２

Ｃ（ ｉ）Ｔ
１２ Ｃ（ ｉ）

２２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
Ｕ（ ｉ） Ｔ，

（４７）

　 　 Ｋｉ ＝ Ｕ（ ｉ）
Σ －１

ｉ Ｑ（ ｉ）
１

ＴΛＴＧｉΛＱ（ ｉ）
１ Σ －１

ｉ － Σ －１
ｉ Ｑ（ ｉ）

１
ＴＨｉΛＱ（ ｉ）

１ Σ －１
ｉ － Σ －１

ｉ Ｑ（ ｉ）
１

ＴΛＴＱ（ ｉ）
１ Σ ｉＣ（ ｉ）

１２

－ Ｃ（ ｉ）Ｔ
１２ Σ ｉＱ（ ｉ）

１
ＴΛＱ（ ｉ）

１ Σ －１
ｉ Ｋ（ ｉ）

２２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
Ｕ（ ｉ） Ｔ，

（４８）
式中 ｉ ＝ １，２，Ｇｉ ＝ Ｑ（ ｉ）

１ Σ ２
ｉ Ｑ（ ｉ）

１
Ｔ，Ｃ（１）

１２ ∈ Ｒｒ１×（ｎ－ｋ－ｒ１），Ｃ（２）
１２ ∈ Ｒｒ２×（ｋ－ｒ２） 为任意矩阵，Ｃ（１）

２２ ，Ｋ（１）
２２ ∈

Ｒ（ｎ－ｋ－ｒ１） ×（ｎ－ｋ－ｒ１）
Ｓ ，Ｃ（２）

２２ ，Ｋ（２）
２２ ∈ Ｒ（ｋ－ｒ２） ×（ｋ－ｒ２）

Ｓ 为任意对称矩阵，
　 　 Ｕ（１） ∈ Ｒ（ｎ－ｋ） ×（ｎ－ｋ）

Ｏ ， Ｕ（２） ∈ Ｒｋ×ｋ
Ｏ ，

　 　 Σ １ ＝ ｄｉａｇ { μ １，μ ２，…，μ ｒ１
} ＞ ０， Σ ２ ＝ ｄｉａｇ { ν １，ν ２，…，ν ｒ２

} ＞ ０，

　 　 Ｈｉ ＝ ｄｉａｇ
ε （ ｉ）

１ δ （ ｉ）
１

δ （ ｉ）
１ － ε （ ｉ）

１

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
，

ε （ ｉ）
３ δ （ ｉ）

３

δ （ ｉ）
３ － ε （ ｉ）

３

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
，…，{

４０７ 周　 　 硕　 　 　 韩　 明　 花　 　 　 孟　 欢　 欢



　 　 　 　
ε （ ｉ）

２ｌ －１ δ （ ｉ）
２ｌ －１

δ （ ｉ）
２ｌ －１ － ε （ ｉ）

２ｌ －１

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
，ξ （ ｉ）

２ｌ ＋１，ξ （ ｉ）
２ｌ ＋２，…，ξ （ ｉ）

ｐ } ， （４９）

式中 ε （ ｉ）
２ｊ －１， δ （ ｉ）

２ｊ －１（ ｊ ＝ １，２，…，ｌ）， ξ （ ｉ）
ｊ （ ｊ ＝ ２ｌ ＋ １， ２ｌ ＋ ２， …， ｐ） 由

　 　 ｈｉ ＝ Ｎ（ ｉ） ＋ ｇ（ ｉ） ＋ （Ｉｐ － Ｎ（ ｉ） ＋ Ｎ（ ｉ））ｙｉ，　 　 ∀ｙｉ ∈ Ｒｐ

给出．
ＸΛ２ ＋ ＣＸΛ ＋ ＫＸ ＝ ０ 有唯一双对称解 Ｃ，Ｋ ∈ Ｒｎ×ｎ

ＢＳ 的充分必要条件为

　 　 Ｎ（ ｉ）Ｎ（ ｉ） ＋ ｇ（ ｉ） ＝ ｇ（ ｉ）， ｒａｎｋ（Ｎ（ ｉ）） ＝ ｐ，　 　 ｉ ＝ １，２，
解的形式如式（４６）， Ｈｉ 中的元素由 ｈｉ ＝ Ｎ（ ｉ） ＋ ｇ（ ｉ）， ｉ ＝ １，２ 给出．

证明　 由引理 １ 知， Ｃ，Ｋ 可表示为式（４６），其中 Ｃ１，Ｋ１ ∈ Ｒ（ｎ－ｋ） ×（ｎ－ｋ）
Ｓ ，Ｃ２，Ｋ２ ∈ Ｒｋ×ｋ

Ｓ ．因此

式（４）等价于

　 　 ＸΛ２ ＋ Ｄ
Ｃ１ ０
０ Ｃ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ＤＴＸΛ ＋ Ｄ

Ｋ１ ０
０ Ｋ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ＤＴＸ ＝ ０，

即

　 　 ＸｉΛ２ ＋ ＣｉＸｉΛ ＋ ＫｉＸｉ ＝ ０　 　 （ ｉ ＝ １，２） ． （５０）
所以问题Ⅰ有解的充分必要条件是式（５０）有对称解；问题Ⅰ有唯一解的充分必要条件是式

（５０）有唯一对称解．故由定理 １ 可得问题Ⅰ的解．

定理 ３ 　 给定频率矩阵 Λ ∈ Ｒｐ×ｐ，振型矩阵 Ｘ ∈ Ｒｎ×ｐ 如式（２）、 （３），ＤＴＸ ＝
Ｘ１

Ｘ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，设

ｒａｎｋ（Ｘｉ） ＝ ｐ，对 Ｘｉ（ ｉ ＝ １，２） 进行奇异值分解 Ｘｉ ＝ Ｕ（ ｉ） Σ ｉ

０
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｑ（ ｉ） Ｔ，其中 Ｕ（１） ∈ Ｒ（ｎ－ｋ） ×（ｎ－ｋ）

Ｏ ，Ｕ（２）

∈ Ｒｋ×ｋ
Ｏ ，Σ １ ＝ ｄｉａｇ（μ １，μ ２，…，μ ｐ） ＞ ０，Σ ２ ＝ ｄｉａｇ（ν １，ν ２，…，ν ｐ） ＞ ０，Ｑ（ ｉ） ∈ Ｒｐ×ｐ

Ｏ ， 则问题Ⅰ必

有解如式（４６），其中

　 　 Ｃｉ ＝ Ｕ（ ｉ）
－ Σ －１

ｉ Ｑ（ ｉ） Ｔ（ΛＴＧｉ ＋ ＧｉΛ）Ｑ（ ｉ）Σ －１
ｉ ＋ Σ －１

ｉ Ｑ（ ｉ） ＴＨｉＱ（ ｉ）Σ －１
ｉ Ｃ（ ｉ）

１２

Ｃ（ ｉ）Ｔ
１２ Ｃ（ ｉ）

２２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
Ｕ（ ｉ） Ｔ，

　 　 Ｋｉ ＝ Ｕ（ ｉ）
Σ －１

ｉ Ｑ（ ｉ） ＴΛＴＧｉΛＱ（ ｉ）Σ －１
ｉ － Σ －１

ｉ Ｑ（ ｉ） ＴＨｉΛＱ（ ｉ）Σ －１
ｉ － Σ －１

ｉ Ｑ（ ｉ） ＴΛＴＱ（ ｉ）Σ ｉＣ（ ｉ）
１２

－ Ｃ（ ｉ）Ｔ
１２ Σ ｉＱ（ ｉ） ＴΛＱ（ ｉ）Σ －１

ｉ Ｋ（ ｉ）
２２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
Ｕ（ ｉ） Ｔ，

式中 ｉ ＝ １，２，Ｇｉ ＝ Ｑ（ ｉ）Σ ２
ｉ Ｑ（ ｉ） Ｔ，Ｃ（１）

１２ ∈ Ｒｐ×（ｎ－ｋ－ｐ），Ｃ（２）
１２ ∈ Ｒｐ×（ｋ－ｐ） 为任意矩阵，Ｃ（１）

２２ ，Ｋ（１）
２２ ∈

Ｒ（ｎ－ｋ－ｐ） ×（ｎ－ｋ－ｐ）
Ｓ ，Ｃ（２）

２２ ，Ｋ（２）
２２ ∈ Ｒ（ｋ－ｐ） ×（ｋ－ｐ）

Ｓ 为任意对称矩阵，

　 　 Ｈｉ ＝ ｄｉａｇ
ε （ ｉ）

１ δ （ ｉ）
１

δ （ ｉ）
１ － ε （ ｉ）

１

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
，

ε （ ｉ）
３ δ （ ｉ）

３

δ （ ｉ）
３ － ε （ ｉ）

３

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
，…，{

　 　 　 　
ε （ ｉ）

２ｌ －１ δ （ ｉ）
２ｌ －１

δ （ ｉ）
２ｌ －１ － ε （ ｉ）

２ｌ －１

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
，ξ （ ｉ）

２ｌ ＋１，ξ （ ｉ）
２ｌ ＋２，…，ξ （ ｉ）

ｐ } ，

式中 ε （ ｉ）
２ｊ －１，δ （ ｉ）

２ｊ －１（ ｊ ＝ １，２，…，ｌ），ξ （ ｉ）
ｊ （ ｊ ＝ ２ｌ ＋ １，２ｌ ＋ ２，…，ｐ） 为任意实数．

２　 问题Ⅱ的解

应用多元函数的微分法可得如下的结论：
引理 ５　 给定 Ｇ ∈ Ｒｎ×ｎ， 则问题

５０７用试验数据修正振动系统的双对称阻尼矩阵与刚度矩阵



　 　 ‖Ｓ － Ｇ‖ ＝ ｍｉｎ，
在 Ｒｎ×ｎ

Ｓ 内存在唯一解 Ｓ ＝ （Ｇ ＋ ＧＴ） ／ ２．
引理 ６　 给定 Ｄ１，Ｄ２，Ｆ１，Ｆ２ ∈ Ｒｍ×ｎ，Λ ＝ ｄｉａｇ（λ １，λ ２，…，λｍ） ∈ Ｒｍ×ｍ， 则问题

　 　 ‖Ｇ － Ｄ１‖２ ＋ ‖Ｇ － Ｄ２‖２ ＋ ‖ΛＧ － Ｆ１‖２ ＋ ‖ΛＧ － Ｆ２‖２ ＝ ｍｉｎ，

有唯一解 Ｇ ＝ １
２

Φ（Ｄ１ ＋ Ｄ２ ＋ ΛＦ１ ＋ ΛＦ２） ∈ Ｒｍ×ｎ， 其中

　 　 Φ ＝ ｄｉａｇ
１

１ ＋ λ ２
１

， １
１ ＋ λ ２

２

，…， １
１ ＋ λ ２

ｍ
{ } ∈ Ｒｍ×ｍ ．

当 ｒａｎｋ（Ｘｉ） ＝ ｐ（ ｉ ＝ １，２），即矩阵Ｘｉ 为列满秩阵时，问题Ⅰ是恒有解的，易知 ＳＣＫ 是一个闭

凸集，因此给定 Ｃ，Ｋ ∈ Ｒｎ×ｎ，存在唯一解［Ｃ，Ｋ］ ∈ ＳＣＫ 使得等式（４）成立．
设 Ｃ，Ｋ ∈ Ｒｎ×ｎ，对任意的矩阵［Ｃ，Ｋ］ ∈ ＳＣＫ， 有

　 　 ‖Ｃ － Ｃ‖２
Ｗ ＋ ‖Ｋ － Ｋ‖２

Ｗ ＝

　 　 　 　 Ｃ － Ｄ
Ｃ１ ０
０ Ｃ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ＤＴ

２

Ｗ

＋ Ｋ － Ｄ
Ｋ１ ０
０ Ｋ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ＤＴ

２

Ｗ

＝

　 　 　 　 ＷＣＷ － ＷＤ
Ｃ１ ０
０ Ｃ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ＤＴＷ

２

＋ ＷＫＷ － ＷＤ
Ｋ１ ０
０ Ｋ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ＤＴＷ

２

． （５１）

令 Γ１ ＝ ｄｉａｇ { Σ １，Ｉｎ－ｋ－ｐ } ，Γ２ ＝ ｄｉａｇ { Σ ２，Ｉｋ－ｐ } ， 取

　 　 Ｗ ＝ Ｄ
Ｕ（１） ０
０ Ｕ（２）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Γ１ ０
０ Γ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｕ（１） Ｔ ０
０ Ｕ（２） Ｔ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ＤＴ，

此时，记

　 　
Ｕ（１） Ｔ ０
０ Ｕ（２） Ｔ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ＤＴＷＣＷＤ

Ｕ（１） ０
０ Ｕ（２）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

Ｃ１１ Ｃ１２

Ｃ２１ Ｃ２２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
，

　 　
Ｕ（１） Ｔ ０
０ Ｕ（２） Ｔ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ＤＴＷＫＷＤ

Ｕ（１） ０
０ Ｕ（２）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

Ｋ１１ Ｋ１２

Ｋ２１ Ｋ２２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
，

其中 Ｃ１１，Ｋ１１ ∈ Ｒ（ｎ－ｋ） ×（ｎ－ｋ），Ｃ２２，Ｋ２２ ∈ Ｒｋ×ｋ ．
式（５１）中 ‖Ｃ － Ｃ‖２

Ｗ ＋ ‖Ｋ － Ｋ‖２
Ｗ ＝ ｍｉｎ 等价于

　 　
Ｃ１１ Ｃ１２

Ｃ２１ Ｃ２２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
－

Γ１Ｕ（１） ＴＣ１Ｕ（１）Γ１ ０

０ Γ２Ｕ（２） ＴＣ２Ｕ（２）Γ２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

２

＋

　 　 　 　
Ｋ１１ Ｋ１２

Ｋ２１ Ｋ２２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
－

Γ１Ｕ（１） ＴＫ１Ｕ（１）Γ１ ０

０ Γ２Ｕ（２） ＴＫ２Ｕ（２）Γ２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

２

＝ ｍｉｎ， （５２）

上式中

　 　 ΓｉＵ（ ｉ） ＴＣｉＵ（ ｉ）Γｉ ＝
－ Ｑ（ ｉ） Ｔ（ΛＴＧｉ ＋ ＧｉΛ）Ｑ（ ｉ） ＋ Ｑ（ ｉ） ＴＨｉＱ（ ｉ） Σ ｉＣ（ ｉ）

１２

Ｃ（ ｉ）Ｔ
１２ Σ ｉ Ｃ（ ｉ）

２２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
， （５３）

　 　 ΓｉＵ（ ｉ） ＴＫｉＵ（ ｉ）Γｉ ＝
Ｑ（ ｉ） ＴΛＴＧｉΛＱ（ ｉ） － Ｑ（ ｉ） ＴＨｉΛＱ（ ｉ） － Ｑ（ ｉ） ＴΛＴＱ（ ｉ）Σ ｉＣ（ ｉ）

１２

－ Ｃ（ ｉ）Ｔ
１２ Σ ｉＱ（ ｉ） ＴΛＱ（ ｉ） Ｋ（ ｉ）

２２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
． （５４）

令

６０７ 周　 　 硕　 　 　 韩　 明　 花　 　 　 孟　 欢　 欢



　 　 Ｃｉｉ ＝
Ｃ（ ｉ）

１１ Ｃ（ ｉ）
１２

Ｃ（ ｉ）
２１ Ｃ（ ｉ）

２２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
， Ｋｉｉ ＝

Ｋ（ ｉ）
１１ Ｋ（ ｉ）

１２

Ｋ（ ｉ）
２１ Ｋ（ ｉ）

２２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
，　 　 ｉ ＝ １，２， （５５）

其中 Ｃ（ ｉ）
１１ ，Ｋ（ ｉ）

１１ ∈ Ｒｐ×ｐ， ｉ ＝ １，２， Ｃ（１）
２２ ，Ｋ（１）

２２ ∈ Ｒ（ｎ－ｋ－ｐ） ×（ｎ－ｋ－ｐ），Ｃ（２）
２２ ，Ｋ（２）

２２ ∈ Ｒ（ｋ－ｐ） ×（ｋ－ｐ） ．
将式（５３） ～ （５５）代入式（５２），利用式（８），可得

　 　 ‖Ｑ（ ｉ）Ｃ（ ｉ）
１１ Ｑ（ ｉ） Ｔ ＋ ΛＴＧｉ ＋ ＧｉΛ － Ｈｉ‖２ ＋

　 　 　 　 ‖Ｑ（ ｉ）Ｋ（ ｉ）
１１ Ｑ（ ｉ） ＴＶＴ － ＶＴΩＧｉΩ ＋ ＨｉΩ‖２ ＝ ｍｉｎ， （５６）

　 　
‖Ｃ（ ｉ）

２２ － Ｃ（ ｉ）
２２ ‖２ ＝ ｍｉｎ， ｓ．ｔ． Ｃ（ ｉ）

２２ ＝ Ｃ（ ｉ）
２２

Ｔ，

‖Ｋ（ ｉ）
２２ － Ｋ（ ｉ）

２２ ‖２ ＝ ｍｉｎ， ｓ．ｔ． Ｋ（ ｉ）
２２ ＝ Ｋ（ ｉ）

２２
Ｔ，{ （５７）

　 　 ‖Ｃ（ ｉ）
１２ － Σ ｉＣ（ ｉ）

１２ ‖２ ＋ ‖Ｃ（ ｉ）
２１

Ｔ － Σ ｉＣ（ ｉ）
１２ ‖２ ＋ ‖ＶＱ（ ｉ）Ｋ（ ｉ）

１２ ＋ ΩＱ（ ｉ）Σ ｉＣ（ ｉ）
１２ ‖２ ＋

　 　 　 　 ‖ＶＱ（ ｉ）Ｋ（ ｉ）
２１

Ｔ ＋ ΩＱ（ ｉ）Σ ｉＣ（ ｉ）
１２ ‖２ ＝ ｍｉｎ，　 　 ｉ ＝ １，２． （５８）

对于式（５６），令
　 　 Ｑ（ ｉ）Ｃ（ ｉ）

１１ Ｑ（ ｉ） Ｔ ＋ ΛＴＧｉ ＋ ＧｉΛ ＝ ［γ （ ｉ）
ｓｊ ］ ｐ×ｐ， ＶＴΩＧｉΩ － Ｑ（ ｉ）Ｋ（ ｉ）

１１ Ｑ（ ｉ） ＴＶＴ ＝ ［μ （ ｉ）
ｓｊ ］ ｐ×ｐ，

则上式等价于

　 　

ε （ ｉ）
２ｓ－１ δ （ ｉ）

２ｓ－１

δ （ ｉ）
２ｓ－１ － ε （ ｉ）

２ｓ－１

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
－

γ （ ｉ）
２ｓ－１，２ｓ－１ γ （ ｉ）

２ｓ－１，２ｓ

γ （ ｉ）
２ｓ，２ｓ－１ γ （ ｉ）

２ｓ，２ｓ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

２

＋

　 　 λ ２ｓ－１

ε （ ｉ）
２ｓ－１ δ （ ｉ）

２ｓ－１

δ （ ｉ）
２ｓ－１ － ε （ ｉ）

２ｓ－１

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
－

μ （ ｉ）
２ｓ－１，２ｓ－１ μ （ ｉ）

２ｓ－１，２ｓ

μ （ ｉ）
２ｓ，２ｓ－１ μ （ ｉ）

２ｓ，２ｓ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

２

＝ ｍｉｎ，

‖ξ （ ｉ）
ｊ － γ ｊｊ‖２ ＋ ‖λ ｊξ （ ｉ）

ｊ － μ ｊｊ‖２ ＝ ｍｉｎ
　 　 （ ｓ ＝ １，２，…，ｌ， ｊ ＝ ２ｌ ＋ １，２ｌ ＋ ２，…ｐ， ｉ ＝ １，２） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

由引理 ６，可解得

　 　

ε （ ｉ）
２ｓ－１ ＝ １

２（１ ＋ λ ２ｓ－１
２）

［γ （ ｉ）
２ｓ－１，２ｓ－１ － γ （ ｉ）

２ｓ，２ｓ ＋ λ ２ｓ－１ （μ （ ｉ）
２ｓ－１，２ｓ－１ － μ （ ｉ）

２ｓ，２ｓ）］，

δ （ ｉ）
２ｓ－１ ＝ １

２（１ ＋ λ ２ｓ－１
２）

［γ （ ｉ）
２ｓ－１，２ｓ ＋ γ （ ｉ）

２ｓ，２ｓ－１ ＋ λ ２ｓ－１ （μ （ ｉ）
２ｓ－１，２ｓ ＋ μ （ ｉ）

２ｓ，２ｓ－１）］，

ξ （ ｉ）
ｊ ＝ １

１ ＋ λ ２
ｊ

（γ （ ｉ）
ｊｊ ＋ λ ｊμ （ ｉ）

ｊｊ ）

（ ｓ ＝ １，２，…，ｌ， ｊ ＝ ２ｌ ＋ １，２ｌ ＋ ２，…，ｐ， ｉ ＝ １，２） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

（５９）

对式（５７），由引理 ５，得

　 　 Ｃ（ ｉ）
２２ ＝ １

２
（Ｃ（ ｉ）

２２ ＋ Ｃ（ ｉ）
２２

Ｔ）， Ｋ（ ｉ）
２２ ＝ １

２
（Ｋ（ ｉ）

２２ ＋ Ｋ（ ｉ）
２２

Ｔ），　 　 ｉ ＝ １，２． （６０）

式（５８）等价于

　 　 ‖Ｑ（ ｉ）Ｃ（ ｉ）
１２ － Ｑ（ ｉ）Σ ｉＣ（ ｉ）

１２ ‖２ ＋ ‖Ｑ（ ｉ）Ｃ（ ｉ）
２１

Ｔ － Ｑ（ ｉ）Σ ｉＣ（ ｉ）
１２ ‖２ ＋

　 　 　 　 ‖ＶＱ（ ｉ）Ｋ（ ｉ）
１２ ＋ ΩＱ（ ｉ）Σ ｉＣ（ ｉ）

１２ ‖２ ＋ ‖ＶＱ（ ｉ）Ｋ（ ｉ）
２１

Ｔ ＋ ΩＱ（ ｉ）Σ ｉＣ（ ｉ）
１２ ‖２ ＝ ｍｉｎ ． （６１）

由引理 ６，得

　 　 Ｑ（ ｉ）Σ ｉＣ（ ｉ）
１２ ＝ １

２
Φ（Ｑ（ ｉ）Ｃ（ ｉ）

１２ ＋ Ｑ（ ｉ）Ｃ（ ｉ）
２１

Ｔ － ΩＶＱ（ ｉ）Ｋ（ ｉ）
１２ － ΩＶＱ（ ｉ）Ｋ（ ｉ）

２１
Ｔ），

　 　 ｉ ＝ １，２， （６２）

７０７用试验数据修正振动系统的双对称阻尼矩阵与刚度矩阵



其中

　 　 Φ ＝ ｄｉａｇ
１

１ ＋｜ λ １ ｜ ２ Ｉ２，
１

１ ＋｜ λ ３ ｜ ２ Ｉ２，…， １
１ ＋｜ λ ２ｌ －１ ｜ ２ Ｉ２，{

　 　 　 　
１

１ ＋ λ ２
２ｌ ＋１

， １
１ ＋ λ ２

２ｌ ＋２

，…， １
１ ＋ λ ２

ｐ
} ∈ Ｒｐ×ｐ，

进而

　 　 Ｃ（ ｉ）
１２ ＝ １

２
Σ －１

ｉ Ｑ（ ｉ） ＴΦ（Ｑ（ ｉ）Ｃ（ ｉ）
１２ ＋ Ｑ（ ｉ）Ｃ（ ｉ）

２１
Ｔ － ΛＱ（ ｉ）Ｋ（ ｉ）

１２ － ΛＱ（ ｉ）Ｋ（ ｉ）
２１

Ｔ），

　 　 ｉ ＝ １，２． （６３）
结合上述推导结果，给出定理 ４．

定理 ４　 给定 Ｃ，Ｋ ∈ Ｒｎ×ｎ， 则问题Ⅱ存在唯一解，并且其解可以表示为

　 　 Ｃ ＝ Ｄ
Ｃ１ ０

０ Ｃ２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
ＤＴ， Ｋ ＝ Ｄ

Ｋ１ ０

０ Ｋ２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
ＤＴ， （６４）

其中

　 　 Ｃｉ ＝ Ｕ（ ｉ）
－ Σ －１

ｉ Ｑ（ ｉ） Ｔ（ΛＴＧｉ ＋ ＧｉΛ）Ｑ（ ｉ）Σ －１
ｉ ＋ Σ －１

ｉ Ｑ（ ｉ） ＴＨｉＱ（ ｉ）Σ －１
ｉ Ｃ（ ｉ）

１２

Ｃ（ ｉ）Ｔ
１２ Ｃ（ ｉ）

２２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
Ｕ（ ｉ） Ｔ，

　 　 ｉ ＝ １，２，

　 　 Ｋｉ ＝ Ｕ（ ｉ）
Σ －１

ｉ Ｑ（ ｉ） ＴΛＴＧｉΛＱ（ ｉ）Σ －１
ｉ － Σ －１

ｉ Ｑ（ ｉ） ＴＨｉΛＱ（ ｉ）Σ －１
ｉ － Σ －１

ｉ Ｑ（ ｉ） ＴΛＴＱ（ ｉ）Σ ｉＣ（ ｉ）
１２

－ Ｃ（ ｉ）Ｔ
１２ Σ ｉＱ（ ｉ） ＴΛＱ（ ｉ）Σ －１

ｉ Ｋ（ ｉ）
２２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
Ｕ（ ｉ） Ｔ，

　 　 ｉ ＝ １，２，
Ｈｉ 为式（４９） 的形式，标量 ε （ ｉ）

２ｓ－１，δ （ ｉ）
２ｓ－１，ｓ ＝ １，２，…，ｌ，ξ （ ｉ）

ｊ ， ｊ ＝ ２ｌ ＋ １，２ｌ ＋ ２，…，ｐ，ｉ ＝ １，２ 分别为

Ｈｉ 的元素，对应具体数值为式（５９） 的形式，Ｃ（ ｉ）
２２ ，Ｋ（ ｉ）

２２ ，Ｃ（ ｉ）
１２ （ ｉ ＝ １，２） 的具体数值由式（６０）、

（６３）给出．
算例　 对于自由度为 ｎ 的振动系统，计算系统阻尼矩阵和刚度矩阵的最佳逼近双对称解

的运算量约为 １８ｎ３ ＦＬＯＰＳ，主要集中在与自由度 ｎ 有关的分块矩阵相乘环节，实际计算中利用

矩阵的特殊结构算法的运算量可适当降低．
令 ｎ ＝ ６， ｐ ＝ ３， 给定 Λ ＝ ｄｉａｇ { － ０．１３７ ６ ＋ １．２１３ ９ｉ， － ０．１３７ ６ － １．２１３ ９ｉ， － ２．０４５ ８ } ，

ｉ２ ＝ －１，ｉ 为虚数单位．

　 　 Ｘ ＝

０．１３１ ７ ＋ ０．１４９ ３ｉ ０．１３１ ７ － ０．１４９ ３ｉ ０．２６６ ７
－ ０．０４１ ５ － ０．３６５ ６ｉ － ０．０４１ ５ ＋ ０．３６５ ６ｉ ０．０４８ ０

０．０４６ ９ － ０．１５２ ９ｉ ０．０４６ ９ ＋ ０．１５２ ９ｉ ０．１５１ ６
０．０４６ ９ － ０．１５２ ９ｉ ０．０４６ ９ ＋ ０．１５２ ９ｉ ０．１５１ ６

－ ０．０４１ ５ － ０．３６５ ６ｉ － ０．０４１ ５ ＋ ０．３６５ ６ｉ ０．０４８ ０
０．１３１ ７ ＋ ０．１４９ ３ｉ ０．１３１ ７ － ０．１４９ ３ｉ ０．２６６ ７

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

８０７ 周　 　 硕　 　 　 韩　 明　 花　 　 　 孟　 欢　 欢



　 　 Ｃ ＝

１．４６１ ０ ０．９５６ ２ １．０５２ ８ － ０．１０７ ９ － ０．３８９ ３ ０．１２５ ７
０．９５６ ２ ０．８６０ ９ ０．８１３ ９ － ０．４１５ ７ － ０．６３５ １ － ０．３８９ ４
１．０５３ １ ０．８１４ ３ ０．８８１ ７ － ０．１５３ ４ － ０．４１５ ７ － ０．１０８ ２

－ ０．１０８ ５ － ０．４１６ ５ － ０．１５３ ７ ０．８８１ ６ ０．８１４ ０ １．０５２ ６
－ ０．３８９ ０ － ０．６３５ １ － ０．４１６ ０ ０．８１４ ３ ０．８６０ ９ ０．９５６ ７

０．１２５ ６ － ０．３８８ ９ － ０．１０８ ２ １．０５２ ９ ０．９５６ ５ １．４６０ ６

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

　 　 Ｋ ＝

０．５３０ ９ ０．２５０ ８ ０．４２０ ２ － ０．３４４ ９ － ０．０７１ ８ － ０．２３９ ７
０．２５０ ５ ０．９５０ ２ ０．６５９ ３ ０．２２４ ４ ０．５４６ ６ － ０．０７１ ３
０．４２０ ２ ０．６５９ ８ ０．７０２ ３ － ０．１５７ ４ ０．２２５ ０ － ０．３４４ ９

－ ０．３４４ ７ ０．２２５ ２ － ０．１５７ ４ ０．７０２ ０ ０．６５９ ０ ０．４２０ ４
－ ０．０７１ ６ ０．５４６ ８ ０．２２４ ８ ０．６５９ ４ ０．９５０ ９ ０．２５１ ３
－ ０．２３９ ３ － ０．０７１ ８ － ０．３４４ ５ ０．４２０ ５ ０．２５１ １ ０．５３１ ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

应用定理 ４ 的方法，可得问题Ⅱ的最佳逼近解为

　 　 Ｃ ＝

０．７７７ ８ １．３８１ ６ １．５０８ ８ － ０．６２０ ９ － ０．７８４ ８ ０．８４２ ７
１．３８１ ６ １．３０２ ６ － １．９２８ ９ ２．２８１ ９ － １．０５６ ３ － ０．７８４ ８
１．５０８ ８ － １．９２８ ９ － ４．８５３ ７ ５．６６６ ７ ２．２８１ ９ － ０．６２０ ９

－ ０．６２０ ９ ２．２８１ ９ ５．６６６ ７ － ４．８５３ ７ － １．９２８ ９ １．５０８ ８
－ ０．７８４ ８ － １．０５６ ３ ２．２８１ ９ － １．９２８ ９ １．３０２ ６ １．３８１ ６

０．８４２ ７ － ０．７８４ ８ － ０．６２０ ９ １．５０８ ８ １．３８１ ６ ０．７７７ ８

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

　 　 Ｋ ＝

３．４６４ ４ １．７１７ １ － ２．０２９ １ ２．２２３ ３ － １．６０３ ４ － ３．２１３ ２
１．７１７ １ ２．００４ ３ － １．８８８ ４ ２．９５１ ５ － ０．６０７ ３ － １．６０３ ４

－ ２．０２９ １ － １．８８８ ４ － ７．１０３ １ ７．３２６ ５ ２．９５１ ５ ２．２２３ ３
２．２２３ ３ ２．９５１ ５ ７．３２６ ５ － ７．１０３ １ － １．８８８ ４ － ２．０２９ １

－ １．６０３ ４ － ０．６０７ ３ ２．９５１ ５ － １．８８８ ４ ２．００４ ３ １．７１７ １
－ ３．２１３ ２ － １．６０３ ４ ２．２２３ ３ － ２．０２９ １ １．７１７ １ ３．４６４ ４

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

经验证，得

　 　 ＸΛ２ ＋ ＣＸΛ ＋ ＫＸ ＝ １０ －１４ ×

０．２２０ ７ － ０．１１６ ６ ０．０１１ １
０．２６３ ７ － ０．０２２ ２ － ０．１４４ ３

－ ０．３９６ ９ ０．１３３ ２ ０．２３３ １
－ ０．３３０ ３ ０．０７２ ２ ０．２６６ ５

０．２５２ ６ － ０．０３３ ３ － ０．１３８ ８
０．１８６ ０ ０．１１１ ０ － ０．０５５ ５

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

．

３　 结　 　 论

本文为了使用试验数据最优修正对称系统的双对称阻尼矩阵和刚度矩阵，将文献［４⁃５］中
对称矩阵在列满秩和行满秩情况下的结论进行了一般推广（定理 １），而已有文献中的结论是

定理 １ 的特殊情况（推论 １ 与推论 ２）；定理 ２ 给出二次特征值反问题的双对称矩阵解有解的

９０７用试验数据修正振动系统的双对称阻尼矩阵与刚度矩阵



条件及解的一般表示式；定理 ３ 考虑了矩阵 Ｘ１，Ｘ２ 为列满秩时问题Ⅰ的求解问题．
在问题Ⅰ定理的推导和问题Ⅱ最佳逼近解的求解过程中，将分块对角矩阵（频率矩阵） Λ

分解为对角矩阵 Ω 与正交矩阵 Ｖ 的乘积（见式（８）），通过引理 ２～引理 ４ 的提出和证明，简化

了定理 １ 的证明过程，与已有文献的定理证明方法不同；通过引理 ６ 的提出和证明，证明了定

理 ４ 的结论，证明过程中避免了求解方程组、矩阵的 Ｈａｄａｍａｒｄ 乘积和过多使用奇异值分解．
定理 ４ 考虑了矩阵 Ｘ１， Ｘ２ 为列满秩时问题Ⅱ的求解问题， 对于其它情况 （ｒａｎｋ（Ｘｉ） ＝ ｒｉ，

ｉ ＝ １，２）， 可利用定理 ２ 给出问题Ⅱ的最佳逼近双对称矩阵解．
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