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摘要：　 研究了材料的塑性本构理论，从理论上建立了严密的塑性本构方程，为建立工程材料塑性

本构关系提供了理论基础，此后将理论应用于 ３ 种工程材料．依据材料的性质以及工程的要求，通
过简化得出满足工程计算精度要求的岩土类摩擦材料、金属类晶体材料的塑性本构关系；对强度

控制的工程问题如有充分塑性变形条件则可将材料视作理想塑性材料，应用屈服条件和极限分析

条件，采用传统的或数值的极限分析方法，求得工程安全系数或极限承载力．
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引　 　 言

材料力学主要目的在于求出外力作用下固体材料内部的应力与变形，以及材料的破坏及

其破坏后的力学状态．随着外力的增大，材料从弹性经塑性、损伤，直至破坏．材料从弹性到塑

性可通过屈服准则来判断，而从塑性到破坏需要通过破坏准则．目前力学上并没有明确的破坏

准则，但可借助极限分析中的整体面破坏准则．材料刚屈服时不会破坏，随着塑性的增大，材料

损伤、局部裂纹，直至破坏面整体达到极限平衡状态，发生整体破坏．根据材料的不同受力状

态，将材料力学细分为弹性力学、塑性力学与破坏力学，只是后者至今尚未形成系统的学问．
从塑性力学理论来看，它与弹性力学不同的只是材料的塑性本构方程，而其它平衡方程、

几何方程、连续方程等都与弹性力学一样［１⁃３］ ．因此塑性力学的关键应归结为材料的塑性本构

方程，而塑性本构方程应依据塑性理论与材料力学性质试验来建立．
实际工程材料塑性本构方程应对塑性本构方程做一定的简化，以减少建模的工作量．首先

应根据工程材料的特性抓住主要矛盾对本构模型进行简化，同时还要根据工程的要求进一步

简化本构方程．如对变形控制的工程问题，要求能准确而简便地求出位移，需要建立较为准确
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的本构模型；对强度控制的工程问题，通常除求内力外，还要求材料的破坏状态与安全系数；而
对位移计算精度要求不高，如有充分塑性变形条件，这时还可进一步简化本构模型，把材料视

作理想塑性材料．

１　 塑性本构理论分析

从力学理论角度讲，必须严格、全面地建立塑性本构方程理论体系，以便指导各类工程材

料本构方程的建立．塑性本构模型的实质就是要列出塑性状态下材料的应力、应变关系，也就

是说在已知 ６ 个应力分量的情况下，如何求出 ６ 个塑性应变分量．在弹性力学中，应力应变关

系是线弹性的，弹性参数由材料力学试验确定；同样，在塑性力学中，应力应变关系及其参数也

应当由塑性本构理论与材料力学性质试验共同来确定．为推导方便，先在不考虑主轴旋转的传

统主应力空间中研究，在 ６ 个应力分量中，３ 个主应力增量由应力主轴上应力大小变化引起，
如 ｄσ１，ｄσ２，ｄσ３；另外 ３个旋转应力增量 ｄσｒ１，ｄσｒ２，ｄσｒ３ 由应力主轴方向变化所引起［２，４］，即应

力主轴旋转所引起，它们分别绕 ３ 个主轴旋转．
在不考虑主轴旋转的传统主应力空间中，应用矩阵理论将应力增量进行分解［２⁃３］，可得到

应力增量的张量表达式如下：

　 　 ｄσ ＝ ｄσｃ ＋ ｄσｒ ＝ ｄσｃ ＋ ｄσｒ１ ＋ ｄσｒ２ ＋ ｄσｒ３ ＝
ｄσ１ ｄσｒ１ ｄσｒ３

ｄσｒ１ ｄσ２ ｄσｒ２

ｄσｒ３ ｄσｒ２ ｄσ３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

． （１）

将主轴方向的应力增量称为共轴应力增量，它们是法向应力增量；应力主轴旋转的应力增

量称为旋转应力增量，它们是切向应力增量，在力学单元中表现为成对的剪应力增量．可见，当
考虑应力主轴旋转时，在传统的主应力空间中也存在剪应力分量，而通常不考虑应力主轴旋转

情况下，剪应力分量为 ０．应力增量可分解为两部分，而这两部分应力增量都会引起塑性变形，
因而塑性应变增量 ｄεｐ 与总应变增量 ｄε 可写成

　 　
ｄεｐ ＝ ｄεｐ

ｃ ＋ ｄεｐ
ｒ ＝ ｄεｐ

ｃ ＋ ｄεｐ
ｒ１ ＋ ｄεｐ

ｒ２ ＋ ｄεｐ
ｒ３，

ｄε ＝ ｄεｅ ＋ ｄεｐ ＝ ｄεｅ ＋ ｄεｐ
ｃ ＋ ｄεｐ

ｒ１ ＋ ｄεｐ
ｒ２ ＋ ｄεｐ

ｒ３，
{ （２）

式中， ｄεｅ 为弹性应变增量；ｄεｐ
ｃ 为共轴应力增量 ｄσｃ 引起的塑性应变增量；ｄεｐ

ｒ 为旋转应力增

量 ｄσｒ 引起的塑性应变增量；ｄεｐ
ｒ１，ｄεｐ

ｒ２，ｄεｐ
ｒ３ 为旋转应力增量 ｄσｒ１，ｄσｒ２，ｄσｒ３ 分别引起的塑性应

变增量．
共轴应力增量不引起主轴旋转方向的塑性应变，因而不考虑应力主轴旋转的广义塑性位

势公式，可作为共轴塑性应变增量的求解公式，通常称为不考虑应力主轴旋转的广义塑性位势

理论［２］：

　 　 ｄεｐ
ｉｊｃ ＝ ∑

３

ｋ ＝ １
ｄλｋ

∂Ｑｋ

∂σｉｊ
　 　 （ ｉ， ｊ ＝ １，２，３）， （３）

式中， Ｑｋ 是主轴方向 ３ 个分量塑性势，由于主轴方向是已知的，因而分量塑性势也是已知的，
未知量在塑性系数 ｄλｋ 中．

由土工试验可知，在主应力和主应变空间内，３ 个旋转应力增量 ｄσｒ 引起 ３ 个主轴方向和

３ 个绕主轴旋转方向的塑性应变，因而需引用 ６ 个塑性势函数．与不考虑应力主轴旋转的塑性

势函数一样，势函数的选择可以任意，但必须保持势函数的线性无关．一般可把 ６ 个塑性应变

分量写成 ６ 个势函数， 即 ６ 个塑性应变分量的方向， 其中前 ３ 个是共轴情况下塑性势面的法
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线方向， 后 ３ 个是共轴情况下塑性势面的切线方向．因而考虑旋转应力增量的广义流动法则

可写成［２，４］

　 　 ｄεｐ
ｉｊｋｒ ＝ ∑

６

ｋ ＝ １
ｄλｋｒ

∂Ｑｋｒ

∂σｉｊ
　 　 （ ｒ ＝ ４，５，６）， （４）

式中， ｄεｐ
ｉｊｋｒ 为 ３ 个旋转应力增量引起的塑性应变增量的分量；ｄλｋｒ 为 ６ 个塑性系数；Ｑｋｒ 为 ３ 个

共轴情况下塑性势面的法线方向和３个共轴情况下塑性势面的切线方向，即Ｑ１ｒ ＝ σ１，Ｑ２ｒ ＝ σ２，
Ｑ３ｒ ＝ σ３，Ｑ４ｒ ＝ σ２３，Ｑ５ｒ ＝ σ１３，Ｑ６ｒ ＝ σ１２ ．

旋转应力增量 ｄσｒ 可写成分别绕 ３ 个主轴旋转的 ３ 个旋转应力增量分量，即 ｄσｒ１，ｄσｒ２，
ｄσｒ３，在力学单元中它们就是由主轴旋转引起的 ３个成对的剪应力增量，这里将 ｄσｒ１，ｄσｒ２，ｄσｒ３

写成 ｄτ２３，ｄτ１３，ｄτ１２， 见图 １．按应力分解得到［２⁃３］

　 　
ｄτ２３ ＝ ｄσｒ１ ＝ ｄθ１（σ２ － σ３），
ｄτ１３ ＝ ｄσｒ２ ＝ ｄθ２（σ１ － σ３），
ｄτ１２ ＝ ｄσｒ３ ＝ ｄθ３（σ１ － σ２），

ì

î

í

ï
ï

ïï

（５）

式中， ｄθ１，ｄθ２，ｄθ３ 分别为 ３ 个主应力轴旋转角增量．

图 １　 力学单元中的旋转应力增量示意图

Ｆｉｇ．１　 Ｉｎｃｒｅｍｅｎｔ ｏｆ ｒｏｔａｔｉｏｎ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎ ａ ｍｉｃｒｏ ｕｎｉｔ

它们将各自引起 ４ 个方向上的塑性应变增量，因而考虑旋转应力增量的广义流动法则，还
可写成如下形式：

　 　

ｄεｐ
ｉｊ１４ ＝ ｄλ１１１４

∂Ｑ１４

∂σｉｊ

＋ ｄλ２２１４

∂Ｑ２４

∂σｉｊ

＋ ｄλ３３１４

∂Ｑ３４

∂σｉｊ

＋ ｄλ１２１４

∂Ｑ４４

∂σｉｊ
，

ｄεｐ
ｉｊ２５ ＝ ｄλ１１２５

∂Ｑ１５

∂σｉｊ

＋ ｄλ２２２５

∂Ｑ２５

∂σｉｊ

＋ ｄλ３３２５

∂Ｑ３５

∂σｉｊ

＋ ｄλ２３２５

∂Ｑ５５

∂σｉｊ
，

ｄεｐ
ｉｊ３６ ＝ ｄλ１１３６

∂Ｑ１６

∂σｉｊ

＋ ｄλ２２３６

∂Ｑ２６

∂σｉｊ

＋ ｄλ３３３６

∂Ｑ３６

∂σｉｊ

＋ ｄλ１３３６

∂Ｑ６６

∂σｉｊ
．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（６）

式（５）与（６）称为应力旋转部分的广义塑性位势理论或流动法则．如与式（３）组合，即得含

主应力轴旋转在内的广义塑性位势理论［２，４］：

　 　 ｄεｐ
ｉｊ ＝ ∑

３

ｋ ＝ １
ｄλｋ

∂Ｑｋ

∂σｉｊ

＋ ∑
６

ｋ ＝ １
ｄλｋｒ

∂Ｑｋｒ

∂σｉｊ
　 　 （ ｒ ＝ ４，５，６） ． （７）

式（７）就是材料的塑性本构方程一般式，如果不考虑应力主轴旋转，则成为不考虑应力主

５１７塑性本构理论与工程材料塑性本构关系



轴旋转的本构方程（式（３））．
在求解中采用柔度矩阵更为方便，在传统的主应力空间中，可将考虑应力主轴旋转的塑性

柔度矩阵写成

　 　 Ｃ′ｐ ＝ Ｃ′ｃｐ ＋ Ｃ′ｒｐ， （８）
式中， Ｃ′ｃｐ为共轴塑性柔度矩阵；Ｃ′ｒｐ 为旋转塑性柔度矩阵：

　 　 Ｃ′ｃｐ ＝

Ｃ′１１ Ｃ′１２ Ｃ′１３ ０ ０ ０
Ｃ′２１ Ｃ′２２ Ｃ′２３ ０ ０ ０
Ｃ′３１ Ｃ′３２ Ｃ′３３ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

； Ｃ′ｒｐ ＝

０ ０ ０ Ｃ′１４ Ｃ′１５ Ｃ′１６
０ ０ ０ Ｃ′２４ Ｃ′２５ Ｃ′２６
０ ０ ０ Ｃ′３４ Ｃ′３５ Ｃ′３６
０ ０ ０ Ｃ′４４ ０ ０
０ ０ ０ ０ Ｃ′５５ ０
０ ０ ０ ０ ０ Ｃ′６６

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

． （９）

最后，将主应力空间转换到弹塑性力学中一般应力空间，则含主应力轴旋转的塑性柔度矩

阵为［２］

　 　 Ｃｐ ＝ ＴＡＣ′ｐＴＴ
Ａ， （１０）

式中， ＴＡ 为应力空间转换矩阵．

２　 工程材料塑性本构方程

在塑性本构理论的指导下，建立材料本构方程需要进行大量的试验．材料本构方程及其参

数需要通过试验给出，如建立岩土本构模型，按上述理论需要进行常规三轴试验、真三轴试验

和空心圆柱扭转试验，这对实际工程来说过于繁琐，需要对特定的材料进行简化，力求使计算

既满足工程精度的要求，又简单方便，减少工作量．因而需要针对特定材料建立相应的塑性本

构方程．目前应用最广的土木工程材料：一是岩土类摩擦材料，具有黏聚力和摩擦力；二是金属

类晶体材料，只具有黏聚力．对于强度控制的工程问题，可采用最简单的本构关系，将工程材料

视作理想弹塑性材料．下面对上述两种工程材料给出简化了的塑性本构关系，并满足工程精度

要求；对有充分塑性变形条件的强度控制问题，按理想弹塑性，应用极限分析方法求解工程的

安全系数或极限承载力．
２．１　 岩土类摩擦材料塑性本构方程的简化

２．１．１　 应力主轴旋转的简化

主应力轴旋转是指主应力方向在加载过程中发生偏转的现象，公路、隧道、地基等岩土工

程中普遍存在这一现象．但式（７）比较复杂，试验工作量很大，因而可以效仿传统塑性力学，对
工程问题做一些简化．导致岩土发生主应力轴旋转的因素归纳起来主要有以下 ３ 种［５］：１） 不

同频率、不同历时荷载的动态变化（波浪、交通、地震荷载等），其主要作用效果是使主应力轴

循环或反复旋转［６］， 纯主应力轴旋转所引起的破坏应变可达 ３０％ ～ ４０％［７］，甚至会导致砂土

液化破坏［８⁃９］，因而对于循环动载一般需要考虑应力主轴旋转．２） 边界条件的改变（如堤坝修

筑、边坡切坡、隧道开挖等）使得岩土工程中岩土应力状态发生变化，继而导致主应力轴发生

旋转［１０］ ．３） 主应力大小和方向局部静态或准静态变化（如集中加压、桩基荷载等） ［１１］ ．但第 ２
种情况只是在边界面附近有较大影响，远处基本无影响；同样，第 ３ 种情况只在集中应力部位

附近有影响，远处也无影响［２，４］ ．这与材料力学中 Ｓａｉｎｔ⁃Ｖｅｎａｎｔ（圣维南）原理一致．可见，对这两

种情况只需在特殊情况下考虑应力主轴旋转，一般静力问题可不考虑应力主轴旋转．
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２．１．２　 Ｌｏｄé（洛德）角或中间主应力变化对塑性应变的影响及其简化

由塑性力学可知，不仅在 ｑ 方向产生塑性剪应变，而且还会在 θσ 方向产生塑性剪应变，从
下面的公式可见，θσ 方向的影响实际上也就是中间主应力的影响：

　 　 σ ２ ＝ １
２
（σ １ ＋ σ ３） ＋ μσ

１
２
（σ １ － σ ３） ． （１１）

上述可见，在 σ １，σ ３ 一定的情况下，中间主应力 σ ２ 是取决于 Ｌｏｄé 参数 μσ 或 Ｌｏｄé 角 θσ ．
试验研究表明，中间主应力的影响是不大的，在传统的塑性力学中，对于金属材料，在考虑 θσ

影响的Ｍｉｓｅｓ（米赛斯） 准则与不考虑 θσ 影响的 Ｔｒｅｓｃａ（屈瑞斯卡） 准则之间，极限应力最小差

值为 ０，最大差值在 θσ ＝ ０ 的纯剪情况下，其差值为 １５．７％．图 ２ 中列出 Ｍｉｓｅｓ 屈服面与不考虑

中间主应力的 Ｔｒｅｓｃａ 屈服面之间的关系．考虑中间主应力影响的高红⁃郑颖人的三剪能量屈服

准则［２］与不考虑中间主应力影响的 Ｍｏｈｒ⁃Ｃｏｕｌｏｍｂ（莫尔⁃库仑）准则之间，最小差值为 ０；由于

最大差值与荷载、抗剪强度有关，对岩土类材料大致在 １．０３ ～ １．２３ 之间．图 ３ 中列出高红⁃郑颖

人屈服面与不考虑中间主应力的 Ｍｏｈｒ⁃Ｃｏｕｌｏｍｂ 屈服面之间的关系．考虑到岩土还有很大的体

积应变，则其差值还会缩小，因而当工程精度要求不高时，可以不考虑 θσ 影响．若要考虑则可

引用高红⁃郑颖人的三剪能量屈服准则，或者采用真三轴试验得到的一些经验准则，其差值都

不大，不必再做真三轴试验，从而使本构模型的构建进一步简化．

图 ２　 Ｍｉｓｅｓ 圆内接（或外接）Ｔｒｅｓｃａ 面 图 ３　 三剪能量屈服面内接 Ｍｏｈｒ⁃Ｃｏｕｌｏｍｂ 面

Ｆｉｇ．２　 Ｉｎｓｃｒｉｂｅｄ （ｏｒ ｃｉｒｃｕｍｓｃｒｉｂｅｄ） Ｔｒｅｓｃａ ｙｉｅｌｄ Ｆｉｇ．３　 Ｉｎｓｃｒｉｂｅｄ Ｍｏｈｒ⁃Ｃｏｕｌｏｍｂ ｙｉｅｌｄ ｓｕｒｆａｃｅ
ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｔｈｅ Ｍｉｓｅｓ ｃｉｒｃｌｅ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒｉｐｌｅ ｓｈｅａｒ ｅｎｅｒｇｙ ｓｕｒｆａｃｅ

２．１．３　 制定岩土本构方程及其参数的试验规程

工程材料中岩土材料本构方程最为复杂，为了提高岩土材料塑性本构方程的准确性与合

理性，建议制订相应试验规程，对各类土性和不同地域的岩土提出相应试验方法．目前岩土建

模中通常选用现有的 １ ～ ２ 种本构模型，并通过试验求其参数，这种预先确定模型的做法不能

很好适应复杂多变的岩土，因而建议制定岩土本构模型的试验规程，依据试验建立本构模型并

确定相应参数，这种做法能提高计算精度，但增加的试验工作量不多．按照岩土塑性理论建模，
并做一些符合实际的简化，加上科学的试验方法，一定可以建立起既具较高精度，又简便实用

的岩土本构模型．
２．２　 金属类晶体材料的经典塑性本构方程

经典塑性力学适用于金属类晶体材料．在经典塑性力学中不仅不考虑应力主轴旋转，依据

材料性质也不考虑塑性体变，此时式（７）成为
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　 　 ｄε ｐ
ｉｊｃ ＝ ∑

２

ｋ ＝ １
ｄλ ｋ

∂Ｑｋ

∂σ ｉｊ
， （１２）

式中，如果以 ｐ，ｑ，θσ 为坐标主轴，则 Ｑｋ 是 ｑ 与 θσ 主轴方向的塑性势．
由于经典塑性力学中塑性势采用了弹性势，此时塑性应变分量互成比例，因而可合成一个

塑性势 Ｑ， 它表示塑性应变增量总量的方向．此时塑性应变增量方向只与应力有关，而与应力

增量无关，它与应力具有唯一性．在上述情况下，金属类晶体材料满足塑性势假设，由此就得出

了经典的塑性势公式并满足 Ｄｒｕｃｋｅｒ（德鲁克）公设与关联流动法则：

　 　 ｄε ｐ
ｉｊ ＝ ｄλ ∂Ｑ

∂σ ｉｊ
， （１３）

式中， Ｑ 为传统塑性势．
在经典塑性力学中只考虑 ｑ 与 θσ 方向两个塑性剪应变分量，可以导出［３］：

　 　 ｄγ－ ｐ ＝ ｄλ ∂Ｑ
∂ｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ １
ｑ

∂Ｑ
∂θσ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
êê

ù

û
úú

１ ／ ２

． （１４）

当不考虑 Ｌｏｄé 角 θσ 影响时，则上式变为

　 　 ｄγ－ ｐ ＝ ｄλ ∂Ｑ
∂ｑ

． （１５）

经典塑性力学中做了不考虑应力主轴旋转、不考虑塑性体应变和采用弹性势假设，使金属

类晶体材料本构关系得到简化．由此可见，经典塑性理论仅适用于非摩擦材料与静力情况．但
这些假设与岩土变形特性不符，岩土材料与弹性势假设不符，不满足 Ｄｒｕｃｋｅｒ 塑性公设和关联

流动法则，需要采用非关联流动法则．实验表明，金属类晶体材料后继屈服面存在着膨胀或缩

小、移动、畸变和旋转等现象，这些都会影响本构方程，而且有些现象难以用经典塑性力学解

释，目前正在研究与发展之中．

３　 对有充分塑性变形条件强度控制工程问题按理想

弹塑性求解工程安全系数或极限承载力

固体材料受力后一般都是先进入弹性状态，随着荷载的增大材料中某些点达到屈服，进入

塑性，随着受力增大，屈服点增多，塑性发展，材料损伤直至破坏．判断材料整体破坏需要建立

材料的破坏准则，传统极限分析方法可以提供材料整体面破坏的条件，并由此求出工程的安全

系数或极限承载力．
英国著名土力学家 Ｒｏｓｃｏｅ（罗斯科）指出，无论是土体排水试验或不排水试验，无论何种

试验路径，只要土体达到临界应力状态（即破坏状态），岩土都会发生破坏，表明破坏只与应力

状态有关，而与路径无关．由此得出结论，如果只是求工程的极限荷载或安全系数，则完全可以

应用理想塑性模型，而不必建立准确的本构模型，这也与力学中极限分析方法的理念一致．
传统的极限分析法需要事先知道破坏面的位置才能求解，适用范围十分有限．１９７５ 年，英

国著名力学家 Ｚｉｅｎｋｉｅｗｉｃｚ（辛克维兹）提出用数值方法求解极限问题，出现了有限元超载法与

有限元强度折减法［１２］ ．这种方法的求解思路与传统极限分析法不同，如强度折减法，在数值计

算中通过不断地降低材料强度，最终使材料达到破坏状态．破坏状态可依据计算中发出的破坏

信息确定，材料达到破坏时的强度折减系数即为安全系数．因而它不需要事先假定破坏面，可
直接采用数值计算求解稳定安全系数或极限荷载．这种方法本质上是采用数值方法进行极限
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分析，作者将其统称为数值极限分析法，或有限元极限分析法（可以是有限元法、有限差分法、
离散元法等），并扩大其功能，还可用来确定破坏面的位置与形状．
３．１　 工程材料的屈服准则［１３⁃１５］

求解强度控制问题需要知道屈服条件与破坏条件．对于理想塑性的屈服条件已有成熟的

研究，高红⁃郑颖人三剪能量屈服条件从理论上给出了考虑中间主应力的岩土材料屈服条件．
当不考虑岩土内摩擦角时，则退化为 Ｍｉｓｅｓ 屈服条件；当 θσ ＝ ± ３０° 时，或不考虑中间主应力

时，则退化为 Ｍｏｈｒ⁃Ｃｏｕｌｏｍｂ 准则．文献［２］中给出了屈服准则体系，见表 １．表中左半部是不考

虑中间主应力的屈服条件，右半部是考虑中间主应力的屈服条件．
表 １　 应力表述的屈服准则体系

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｙｉｅｌｄ ｃｒｉｔｅｒｉａ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ｂｙ ｓｔｒｅｓｓ

ｓｈｅａｒ ｓｔａｔｅ
ｓｉｎｇｌｅ ｓｈｅａｒ

ｙｉｅｌｄ ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ

ｔｒｉｐｌｅ ｓｈｅａｒ

ｙｉｅｌｄ ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ

ｍｅｔａｌ ｍａｔｅｒｉａｌ Ｔｒｅｓｃａ σ１ － σ３ ＝ ｋ Ｍｉｓｅｓ Ｊ２ ＝ Ｃ

ｒｏｃｋ ａｎｄ
ｓｏｉｌ ｍａｔｅｒｉａｌ

Ｍｏｈｒ⁃Ｃｏｕｌｏｍｂ
ｐ ｓｉｎ φ ＋ ｑ

３
（ ３ ｃｏｓ θσ －

　 ｓｉｎ θσ ｓｉｎ φ） ＝ ｃ ｃｏｓ φ

Ｇａｏ Ｈｏｎｇ⁃
Ｚｈｅｎｇ Ｙｉｎｇｒｅｎ
ｔｒｉｐｌｅ ｓｈｅａｒ

ｅｎｅｒｇｙ

ｐ ｓｉｎ φ ＋ ｑ
３

（ ３ ｃｏｓ θσ －

　 ｓｉｎ θσ ｓｉｎ φ） ＝ ２ｃ ｃｏｓ φ ×

１ － ３ ｔａｎ θσ ｓｉｎ φ

３ ＋ ３ ｔａｎ２θσ － ４ ３ ｔａｎ θσ ｓｉｎ φ

Ｄｒｕｃｋｅｒ⁃Ｐｒａｇｅｒ　 　 αＩ１ ＋ Ｊ２ － ｋ ＝ ０
ｔｒｉｐｌｅ ｓｈｅａｒ　 　

Ｄｒｕｃｋｅｒ⁃Ｐｒａｇｅｒ　 　
α ａ Ｉ１ ＋ Ｊ２ － ｋａ ＝ ０

θσ ＝ ３０° （ｃｏｎｓｔａｎｔ）

（ ｔｒｉａｘｉａｌ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ）

α ＝ ２ ｓｉｎ φ
３ （３ － ｓｉｎ φ）

ｋ ＝ ６ｃ ｃｏｓ φ
３ （３ － ｓｉｎ φ）

θσ ＝ ３０° （ｃｏｎｓｔａｎｔ）

（ ｔｒｉａｘｉａｌ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ）

α ａ ＝ ２ ｓｉｎ φ
３ （３ － ｓｉｎ φ）

ｋａ ＝ ６ｃ ｃｏｓ φ
３ （３ － ｓｉｎ φ）

θσ ＝ － ３０° （ｃｏｎｓｔａｎｔ）

（ ｔｒｉａｘｉａｌ ｔｅｎｓｉｏｎ）

α ＝ ２ ｓｉｎ φ
３ （３ ＋ ｓｉｎ φ）

ｋ ＝ ６ｃ ｃｏｓ φ
３ （３ ＋ ｓｉｎ φ）

θσ ＝ － ３０° （ｃｏｎｓｔａｎｔ）

（ ｔｒｉａｘｉａｌ ｔｅｎｓｉｏｎ）

α ａ ＝ ２ ｓｉｎ φ
３ （３ ＋ ｓｉｎ φ）

ｋａ ＝ ６ｃ ｃｏｓ φ
３ （３ ＋ ｓｉｎ φ）

θσ ＝ ０° （ｃｏｎｓｔａｎｔ）

（ｐｌａｎｅ ｓｔｒａｉｎ）
（ｎｏｎ⁃ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ

ｆｌｏｗ ｒｕｌｅ）

α ＝ ｓｉｎ φ
ｋ ＝ ｃ ｃｏｓ φ

θσ ＝ ０° （ｃｏｎｓｔａｎｔ）

（ｐｌａｎｅ ｓｔｒａｉｎ）
（ｎｏｎ⁃ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ

ｆｌｏｗ ｒｕｌｅ）

α ａ ＝ ｓｉｎ φ

ｋａ ＝ ２
３
ｃ ｃｏｓ φ

　 注　 表中， σ１，σ３ 为第一、第三主应力； α，ｋ，α ａ，ｋａ 均为系数； θσ 为 Ｌｏｄé 角； Ｉ１，Ｊ２ 为应力张量第一不变量

和应力偏张量第二不变量．
　 Ｎｏｔｅ　 Ｉｎ ｔｈｅ ｔａｂｌｅ， σ１ ａｎｄ σ３ ａｒｅ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｔｈｉｒｄ ｍａｊｏｒ ｓｔｒｅｓｓｅｓ； α，ｋ，αａ ａｎｄ ｋａ ａｒｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ； θσ ｉｓ ｔｈｅ
Ｌｏｄé ａｎｇｌｅ； Ｉ１ ｉｓ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｉｎｖａｒｉａｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓ ｔｅｎｓｏｒ； Ｊ２ ｉｓ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｉｎｖａｒｉａｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｖｉａｔｏｒｉｃ ｓｔｒｅｓｓ ｔｅｎｓｏｒ．

３．２　 工程材料整体面破坏条件

３．２．１　 达到整体面破坏的条件

依据极限分析理论，材料达到极限状态是有条件的，一般需满足以下 ３ 个条件： １） 要求

材料满足屈服条件进入塑性并有充分塑性变形； ２） 材料存在贯通的屈服面，屈服面不贯通不
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可能产生整体破坏，屈服面中最先达到破坏的面称为破坏面； ３） 当破坏面上由外力产生的滑

动力与材料（包括荷载）产生的抗滑内力相等时即发生破坏，所以破坏面上滑动力与抗滑力平

衡是整体面破坏的关键条件．这一破坏条件也可用破坏面上的外力功与内能耗散功相等来描

述，即破坏面上外力所做的功和内能耗散功满足虚功方程时材料发生破坏．
３．２．２ 工程材料的整体破坏准则［１２⁃１３］

依据上述原理，在达到极限状态和理想塑性情况下，材料的整体面破坏条件为破坏面上的

力满足下式：
　 　 Ｆ ＝ Ｑ， （１６）

式中， Ｆ 为外荷载产生的破坏面上的滑动力，Ｑ 为材料强度产生的和外荷载产生的破坏面上的

抗滑力．
或表达为

　 　 Ｗ ＝ Ｄ， （１７）
式中， Ｗ 为外力在材料体内所做的功率，Ｄ 为沿间断面上的内能量耗散功率．

式（１６）和（１７）可作为材料的整体剪切破坏条件．
３．３　 数值极限分析方法的破坏判据［１２⁃１４］

求解数值极限分析方法关键的问题是如何准确判断材料进入破坏状态．目前，静力状态下

一般采用如下 ３ 个判据［２，１３⁃１５］：
１） 以塑性应变在材料中是否贯通作为判据，即以塑性区从内部贯通至地面或临空面作为

破坏判据．但塑性区贯通只意味着材料达到屈服状态，而不一定是整体破坏状态．可见，塑性区

贯通只是破坏的必要条件而非充分条件；
２） 应变和位移的突变标志着材料破坏，此时强度折减系数与位移的关系曲线也会发生突

变，因此可用来作为破坏判据；
３） 在数值计算过程中，工程破坏常与数值计算不收敛同时发生，目前国际通用软件中，一

般都以数值计算过程中位移或力不收敛作为工程破坏的判据．
除上述判据外，有些判据可以依据工程材料破坏特点来确定，如桩基发生桩底刺穿破坏，

由此可以建立特殊的破坏判据［１６］ ．
上述判据的力学依据及其适用性与可行性，尚需进一步研究．计算中有时还会出现不易判

断的情况．数值极限分析方法目前还处于初始阶段，有待于不断提高与成熟．

４　 结　 　 论

基于严密的力学理论，建立了完整的塑性本构方程，为工程材料塑性本构方程的建立提供

了理论基础．
针对两种工程材料及其强度控制工程问题，提出了相应的两种简化本构关系，并将强度控

制工程问题视作理想塑性材料．其中岩土类摩擦材料的本构关系最为复杂，除考虑剪应变外还

需要考虑塑性体变，但一般静力问题可不考虑应力主轴旋转．对静力问题通常情况下只需做常

规三轴试验，并建议制定相应试验规程．金属类晶体材料本构方程不考虑塑性体变和应力主轴

旋转，并满足弹性势作为塑性势的假设，此时简化为经典塑性位势理论，并符合 Ｄｒｕｃｋｅｒ 公设

和关联流动法则．对有充分塑性变形条件强度控制的工程问题可简化为理想塑性材料，应用屈

服条件和极限分析中的整体面破坏条件，通过数值或传统的极限分析方法得到工程的安全系

数或极限承载力．

０２７ 郑　 颖　 人　 　 　 孔　 　 亮　 　 　 刘　 元　 雪
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Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｄｅｅｐ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｌａｓｔｉｃ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ ｔｈｅｏｒｙ ｆｏｒ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ｍａｔｅｒｉａｌｓ， ａ
ｍｏｒｅ ｒｉｇｏｒｏｕｓ ａｎｄ ｇｅｎｅｒａｌ ｐｌａｓｔｉｃ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗａｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ， ｗｈｉｃｈ ｃｏｕｌｄ ｗｏｒｋ ａｓ ｔｈｅ
ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｂａｓｉｓ ｆｏｒ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｏｆ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ｍａｔｅｒｉａｌｓ． Ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ ｒｅｌａ⁃
ｔｉｏｎ ｗａｓ ａｐｐｌｉｅｄ ｔｏ ３ ｋｉｎｄｓ ｏｆ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ｍａｔｅｒｉａｌｓ， ｉ．ｅ． ｇｅｏｔｅｃｈｎｉｃａｌ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｍａｔｅｒｉａｌｓ， ｍｅｔａｌ
ｃｒｙｓｔａｌ ｍａｔｅｒｉａｌｓ ａｎｄ ｓｔｒｅｎｇｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌ ｐｒｏｂｌｅｍｓ． Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｍａｔｅｒｉａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ａｎｄ ｒｅ⁃
ｑｕｉｒｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｃｏｕｌｄ ｂｅ ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ
ｇｅｏｔｅｃｈｎｉｃａｌ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｍａｔｅｒｉａｌｓ ａｎｄ ｍｅｔａｌ ｍａｔｅｒｉａｌｓ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ． Ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｔｒｅｎｇｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌ ｅｎｇｉ⁃
ｎｅｅｒｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍｓ， ｔｈｅ ｒｅｌａｔｅｄ ｍａｔｅｒｉａｌ ｃｏｕｌｄ ｂｅ ｄｅｅｍｅｄ ａｓ ｐｅｒｆｅｃｔｌｙ ｐｌａｓｔｉｃ ｏｎ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｏｆ ｓｕｆ⁃
ｆｉｃｉｅｎｔ ｐｌａｓｔｉｃ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ， ａｎｄ ｔｈｅ ｙｉｅｌｄ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｌｉｍｉｔ ａｎａｌｙｓｉｓ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｗａｓ ｕｓｅｄ ｔｏ
ｄｅｔｅｒｍｉｎｅ ｔｈｅ ｓａｆｅｔｙ ｆａｃｔｏｒ ｏｒ ｕｌｔｉｍａｔｅ ｂｅａｒｉｎｇ ｃａｐａｃｉｔｙ ｔｈｒｏｕｇｈ ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ ｏｒ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｌｉｍｉｔ ａ⁃
ｎａｌｙｓｉｓ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｐｌａｓｔｉｃ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ ｔｈｅｏｒｙ； ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ｍａｔｅｒｉａｌ； ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ； ｐｒｉｎｃｉｐａｌ
ｓｔｒｅｓｓ ａｘｉｓ ｒｏｔａｔｉｏｎ； ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｍａｔｅｒｉａｌ； ｐｅｒｆｅｃｔ ｐｌａｓｔｉｃｉｔｙ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｂａｓｉｃ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｐｒｏｇｒａｍ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （ ９７３ Ｐｒｏｇｒａｍ ）
（２０１０ＣＢ７３２１００； ２０１１ＣＢ７１０６０６）
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