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摘要：　 构造了求解一维抛物型方程的一族高精度隐式差分格式．首先，推导了抛物型方程解的一

阶偏导数在特殊节点处的一个差分近似式，利用该差分近似式和二阶中心差商近似式用待定系数

法构造了一族隐式差分格式，通过选取适当的参数使格式具有高阶截断误差；然后，利用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 分
析法证明了当 ｒ 大于 １ ／ ６ 时，差分格式是稳定的．最后，通过数值试验将差分格式的解与具有同样

精度的其它差分格式的解和精确解进行了比较，并比较了差分格式与经典差分格式的计算效率．结
果说明了差分格式的有效性．
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引　 　 言

在渗流、扩散、热传导等领域中经常会遇到求解抛物型方程的问题．在一维的情形，其模型

为初边值问题：

　 　

∂ｕ
∂ｔ

＝ ａ ∂２ｕ
∂ｘ２， ０ ＜ ｘ ＜ Ｌ， ｔ ＞ ０， ａ ＞ ０，

ｕ（ｘ，０） ＝ φ（ｘ）， ０ ≤ ｘ ≤ Ｌ，
ｕ（０，ｔ） ＝ μ１（ ｔ）， ｕ（Ｌ，ｔ） ＝ μ２（ ｔ）， ｔ ≥ ０ ．
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对问题（１）的求解，有限差分法是解决此类问题的常用方法．常见的差分格式［１⁃２］，诸如古典隐

格式，Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 格式和 Ｄｕｆｏｒｔ⁃Ｆｒａｎｋｅｌ 格式等，虽都是绝对稳定的，但它们的精度不高．前
两者分别是 Ｏ（τ ＋ ｈ２）， Ｏ（τ２ ＋ ｈ２）； 后者为 Ｏ（τ２ ＋ ｈ２ ＋ （τ ／ ｈ） ２）， 当 τ ＝ ｈ 时还失去了相容

性．因此，寻找稳定性好且精度高的差分格式就成了当前许多学者所研究的问题．对上述问题，
国内外很多学者都进行了研究，有许多好的成果［３⁃１１］ ．在这些研究成果中， 有一些高精度的差

分格式， 如文献［１１］构造了一个截断误差达到 Ｏ（τ３ ＋ ｈ４） 的高精度隐格式， 稳定性条件为 ０
＜ ｒ ＜ １ ／ ２，其中 ｒ ＝ ａτ ／ ｈ２ 为网格步长比，格式精度虽然很高，但稳定性范围较小．本文则利用

待定参数法构造了一族稳定性范围大且高精度的隐式格式，稳定性条件为 ｒ ＞ １ ／ ６，截断误差

达到了Ｏ（τ３ ＋ ｈ４），并且在数值实验与计算效率中通过与其它差分格式的比较，说明本文格式
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是一种好的差分格式．

１　 差 分 近 似

设时间步长为 τ，空间步长为 ｈ，对区域［０，Ｌ］ × ［０，Ｔ］ 作矩形剖分，Ｌ ＝ Ｊｈ，Ｔ ＝ Ｎτ，Ｊ，Ｎ均

为正整数，ｘ ｊ ＝ ｊｈ，ｔｎ ＝ ｎτ，并令 ｕｎ
ｊ ＝ ｕ（ｘ ｊ，ｔｎ） （ ｊ ＝ ０，１，…，Ｊ； ｎ ＝ ０，１，…，Ｎ） ．

假定问题（１）的解 ｕ（ｘ，ｔ） 是充分光滑的，先建立 ｕ（ｘ，ｔ） 在（ｘ ｊ，ｔｎ＋１） 处对 ｔ 的一阶偏导数

的一个差分近似式，将 ｕ（ ｊｈ，ｎτ） 在节点（ ｊｈ，（ｎ ＋ １）τ） 处作 Ｔａｙｌｏｒ 展开，有
　 　 ｕ（ ｊｈ，ｎτ） ＝

　 　 　 　 ｕ（ ｊｈ，（ｎ ＋ １）τ） － τ
１！

∂ｕ（ ｊｈ，（ｎ ＋ １）τ）
∂ｔ

＋

　 　 　 　 τ２

２！
∂２ｕ（ ｊｈ，（ｎ ＋ １）τ）

∂ｔ２
－ τ３

３！
∂３ｕ（ ｊｈ，（ｎ ＋ １）τ）

∂ｔ３
＋ …，

简记为
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ｊ － τ
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将 ｕ（ ｊｈ，（ｎ － １）τ） 在节点（ ｊｈ，（ｎ ＋ １）τ） 处作 Ｔａｙｌｏｒ 展开，有
　 　 ｕ（ ｊｈ，（ｎ － １）τ） ＝

　 　 　 ｕ（ ｊｈ，（ｎ ＋ １）τ） － ２τ
１！

∂ｕ（ ｊｈ，（ｎ ＋ １）τ）
∂ｔ
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　 　 　 　 （２τ） ２

２！
∂２ｕ（ ｊｈ，（ｎ ＋ １）τ）

∂ｔ２
－ （２τ） ３

３！
∂３ｕ（ ｊｈ，（ｎ ＋ １）τ）

∂ｔ３
＋ …，

简记为
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ｊ － （２τ）
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将式（２）×２－式（３）×１ ／ ２ 并化简可得

　 　 ∂ｕ
∂ｔ
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÷

ｎ＋１

ｊ
＝

３
２

ｕｎ＋１
ｊ － ２ｕｎ

ｊ ＋ １
２

ｕｎ－１
ｊ

τ
＋ １

３
τ２ ∂３ｕ

∂ｔ３
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÷
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３
２

ｕｎ＋１
ｊ － ２ｕｎ

ｊ ＋ １
２

ｕｎ－１
ｊ

τ
＋ Ｏ（τ２） ．

为方便起见，记差商

　 　 ηｔｕｎ＋１
ｊ ＝

３
２

ｕｎ＋１
ｊ － ２ｕｎ

ｊ ＋ １
２

ｕｎ－１
ｊ

τ
，

它是 （∂ｕ ／ ∂ｔ） ｎ＋１
ｊ 的一个差分近似．

２　 差分格式的建立

利用差分近似式

１９７詹　 　 涌　 　 强　 　 　 张　 　 传　 　 林



　 　 δ２
ｘｕｎ

ｊ ＝
ｕｎ
ｊ＋１ － ２ｕｎ

ｊ ＋ ｕｎ
ｊ－１

ｈ２ ， ηｔｕｎ＋１
ｊ ＝

３
２

ｕｎ＋１
ｊ － ２ｕｎ

ｊ ＋ １
２

ｕｎ－１
ｊ

τ
，

构造如下含参数的 ３ 层 ９ 点差分方程：
　 　 ｃ１ηｔｕｎ＋１

ｊ ＋１ ＋ ｃ２ηｔｕｎ＋１
ｊ ＋ ｃ３ηｔｕｎ＋１

ｊ －１ ＝

　 　 　 　 ｃ４ａδ２
ｘｕｎ

ｊ ＋ ｃ５ａδ２
ｘｕｎ－１

ｊ ＋ （１ － ｃ４ － ｃ５）ａδ２
ｘｕｎ＋１

ｊ ． （４）
为了使上式在节点 （ ｊｈ，ｎτ） 处逼近微分方程（１），考虑到方程（１） 的形式，式（４） 的待定

参数 ｃｉ 应满足 ｃ１ ＋ ｃ２ ＋ ｃ３ ＝ １与 ｃ４ ＋ ｃ５ ＋ （１ － ｃ４ － ｃ５） ＝ １，将式（４） 在节点（ ｊｈ，ｎτ） 处作 Ｔａｙｌｏｒ
展开，整理可得

　 　 （ｃ１ ＋ ｃ２ ＋ ｃ３）ａ
∂２ｕ
∂ｘ２

＋ （ｃ１ － ｃ３）ａｈ
∂３ｕ
∂ｘ３

＋

　 　 　 　 （ｃ１ ＋ ｃ２ ＋ ｃ３）ａ２τ ∂４ｕ
∂ｘ４

＋ １
２
（ｃ１ ＋ ｃ３）ａｈ２ ∂４ｕ

∂ｘ４
＋

　 　 　 　 （ｃ１ － ｃ３）ａ２ｈτ ∂５ｕ
∂ｘ５

＋ １
６
（ｃ１ ＋ ｃ２ ＋ ｃ３）ａ３τ２ ∂６ｕ

∂ｘ６
＋ １

６
（ｃ１ － ｃ３）ａｈ３ ∂５ｕ

∂ｘ５
＋

　 　 　 　 １
２
（ｃ１ ＋ ｃ３）ａ２ｈ２τ ∂６ｕ

∂ｘ６
＋ １

６
（ｃ１ － ｃ３）ａ３ｈτ２ ∂７ｕ

∂ｘ７
＝

　 　 　 　 ａ ∂２ｕ
∂ｘ２

＋ １
１２

ａｈ２ ∂４ｕ
∂ｘ４

＋ （１ － ｃ４ － ２ｃ５）ａ２τ ∂４ｕ
∂ｘ４

＋ １
２
（１ － ｃ４）ａ３τ２ ∂６ｕ

∂ｘ６
＋

　 　 　 　 １
１２

（１ － ｃ４ － ２ｃ５）ａ２ｈ２τ ∂６ｕ
∂ｘ６

＋ Ｏ（τ３ ＋ ｈ４） ．

为了使格式（４）的截断误差达到 Ｏ（τ３ ＋ ｈ４）， 须满足下面方程组：

　 　

ｃ１ ＋ ｃ２ ＋ ｃ３ ＝ １，
ｃ１ － ｃ３ ＝ ０，

ａ２τ ＋ １
２
（ｃ１ ＋ ｃ３）ａｈ２ ＝ １

１２
ａｈ２ ＋ （１ － ｃ４ － ２ｃ５）ａ２τ，

１
６

ａ３τ２ ＋ １
２
（ｃ１ ＋ ｃ３）ａ２ｈ２τ ＝ １

２
（１ － ｃ４）ａ３τ２ ＋ １

１２
（１ － ｃ４ － ２ｃ５）ａ２ｈ２τ ．
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（５）

在方程组（５）中，令 ｃ５ ＝ θ，ｒ ＝ ａτ ／ ｈ２， 可解得

　 　 ｃ１ ＝ ｃ３ ＝ ４８ｒ２ ＋ ６ｒ － １ ＋ １４４ｒ２θ
１２（６ｒ － １）

，

　 　 ｃ２ ＝ － ４８ｒ２ ＋ ３０ｒ － ５ － １４４ｒ２θ
６（６ｒ － １）

，

　 　 ｃ４ ＝ － ４ｒ － ２４ｒθ ＋ ２θ
６ｒ － １

．

将所得各值代入式（４），可得截断误差为 Ｏ（τ３ ＋ ｈ４） 的一族隐式格式：

　 　 － ４８ｒ２ ＋ ２１ｒ － ３
２

＋ １２ｒθæ

è
ç

ö

ø
÷ （ｕｎ＋１

ｊ ＋１ ＋ ｕｎ＋１
ｊ －１ ） ＋ （９６ｒ２ ＋ ６６ｒ － １５ － ２４ｒθ）ｕｎ＋１

ｊ ＝

　 　 　 　 （４８ｒ２ ＋ １２ｒ － ２ ＋ ２４ｒθ）（ｕｎ
ｊ＋１ ＋ ｕｎ

ｊ－１） ＋ （ － ９６ｒ２ ＋ １２０ｒ － ２０ － ４８ｒθ）ｕｎ
ｊ ＋
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　 　 　 　 － ２４ｒ２ － ３ｒ ＋ １
２

－ １２ｒθæ

è
ç

ö

ø
÷ （ｕｎ－１

ｊ ＋１ ＋ ｕｎ－１
ｊ －１ ） ＋ （４８ｒ２ － ３０ｒ ＋ ５ ＋ ２４ｒθ）ｕｎ－１

ｊ ． （６）

３　 稳定性和收敛性

利用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 分析法，可算出格式（６）的传播矩阵为

　 　 Ｇ（ ｓ） ＝
ｇ１１ ｇ１２

ｇ２１ ｇ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

其中

　 　 ｇ１１ ＝ ７２ｒ － １２ － （９６ｒ２ ＋ ２４ｒ － ４ ＋ ４８ｒθ） ｓ
５４ｒ － ９ ＋ （９６ｒ２ － ４２ｒ ＋ ３ － ２４ｒθ） ｓ

，

　 　 ｇ１２ ＝ － １８ｒ ＋ ３ ＋ （４８ｒ２ ＋ ６ｒ － １ ＋ ２４ｒθ） ｓ
５４ｒ － ９ ＋ （９６ｒ２ － ４２ｒ ＋ ３ － ２４ｒθ） ｓ

，

　 　 ｇ２１ ＝ １， ｇ２２ ＝ ０， ｓ ＝ ｓｉｎ２ ｋｈ
２

∈ ［０，１］ ．

传播矩阵 Ｇ（ ｓ） 的特征方程为

　 　 λ ２ － ｇ１１λ － ｇ１２ ＝ ０． （７）
引理 １［１２］ 　 特征方程（７）的根满足 λ １，２ ≤ １ 的充要条件是

　 　 ｇ１１ ≤ １ － ｇ１２ ≤ ２． （８）
引理 ２［１２］ 　 差分格式（６）稳定，即矩阵族 Ｇｎ（ ｓ）（ ｓ∈［０，１］，ｎ ＝ １，２，３，…） 一致有界的充

要条件是

１） λ １，２ ≤ １（λ １，２ 是方程（７）的两个根）；
２） Ｎ１

０（（１ － ｇ１１ ＋ ｇ２２
２ ／ ４） ２） ∩ Ｎ１

０（ （ｇ１１ － ｇ２２） ２ ＋ ４ｇ１２ｇ２１ ） ⊆
　 　 　 　 Ｎ１

０（（ｇ１１ － ｇ２２） ２） ∩ Ｎ１
０（ｇ２

１２） ∩ Ｎ１
０（ｇ２

２１）；
其中 Ｎ１

０（ ｆ（ ｓ）） 表示多项式 ｆ（ ｓ） 在［０，１］区间内所有实根的集合（重根要重复计）．
首先考虑条件 ２），由于 ｇ２１ ＝ １，所以 Ｎ１

０（ｇ２
２１） 是空集，故条件 ２） 成立的充要条件是使 １ －

ｇ２
１１ ／ ４ ＝ ｇ２

１１ ＋ ４ｇ１２ ＝ ０ 成立的 ｓ 或者不存在，或者不属于区间［０，１］ ．由于 １ － ｇ２
１１ ／ ４ ＝ ０ 解得 ｇ２

１１

＝ ４，将其代入 ｇ２
１１ ＋ ４ｇ１２ ＝ ０ 得 ｇ１２ ＝ － １，故 ｇ１２ ≠－ １ 时，使该等式成立的 ｓ 不存在，条件 ２）成

立．再由条件 １）和式（８）知，格式（５）稳定的条件为

　 　 － １ ＋ ｇ１２ ≤ ｇ１１ ≤ １ － ｇ１２ ＜ ２．
由 ｇ１１ ≤ １ － ｇ１２ 得

　 　 ５４ｒ － ９ － （４８ｒ２ ＋ １８ｒ － ３ ＋ ２４ｒθ） ｓ
５４ｒ － ９ ＋ （９６ｒ２ － ４２ｒ ＋ ３ － ２４ｒθ） ｓ

≤ １． （９）

为确定起见，不妨假定

　 　 ５４ｒ － ９ ＋ （９６ｒ２ － ４２ｒ ＋ ３ － ２４ｒθ） ｓ ＞ ０．
该式成立的一个充分条件是

　 　
５４ｒ － ９ ＞ ０，
９６ｒ２ － ４２ｒ ＋ ３ － ２４ｒθ ＞ ０ ．{

由此解得
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ｒ ＞ １

６
， （１０）

θ ＜ ３２ｒ２ － １４ｒ ＋ １
８ｒ

． （１１）
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当式（１０）、（１１）成立时，可验证式（９）也成立．而当式（１０）、（１１）成立时，由 １ － ｇ１２ ＜ ２ 可得

　 　 ３６ｒ － ６ ＋ （１４４ｒ２ － ３６ｒ ＋ ２） ｓ ＞ ０．
该式成立的一个充分条件是

　 　
３６ｒ － ６ ＞ ０， （１２）
１４４ｒ２ － ３６ｒ ＋ ２ ＞ ０ ． （１３）{

当式（１０）成立时，可验证式（１２）、（１３）均成立．
再由 － １ ＋ ｇ１２ ≤ ｇ１１ 和式（１０）、（１１）得
　 　 １４４ｒ － ２４ ＋ （ － ４８ｒ２ － ７２ｒ ＋ ８ － ９６ｒθ） ｓ ≥ ０．

上式成立的一个充分条件是

　 　
１４４ｒ － ２４ ≥ ０，
－ ４８ｒ２ － ７２ｒ ＋ ８ － ９６ｒθ ≥ ０ ．{

由此解得

　 　
ｒ ≥ １

６
， （１４）

θ ≤
－ ６ｒ２ － ９ｒ ＋ １

１２ｒ
． （１５）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

注意到当 ｒ ＞ １ ／ ６ 时，条件（１５）强于条件（１１），综上所述，并根据 Ｌａｘ 的稳定性与收敛性等价

定理可得：
定理　 当条件（１０）、（１５）满足时，差分格式（６）稳定且收敛．
特别地，当 θ ＝ （ － ６ｒ２ － ９ｒ ＋ １） ／ （１２ｒ） 时，差分格式（６）成为

　 　 － ５４ｒ２ ＋ １２ｒ － １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ （ｕｎ＋１

ｊ ＋１ ＋ ｕｎ＋１
ｊ －１ ） ＋ （１０８ｒ２ ＋ ８４ｒ － １７）ｕｎ＋１

ｊ ＝

　 　 　 　 （３６ｒ２ － ６ｒ）（ｕｎ
ｊ＋１ ＋ ｕｎ

ｊ－１） ＋ （ － ７２ｒ２ ＋ １５６ｒ － ２４）ｕｎ
ｊ ＋

　 　 　 　 － １８ｒ２ ＋ ６ｒ － １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ （ｕｎ－１

ｊ ＋１ ＋ ｕｎ－１
ｊ －１ ） ＋ （３６ｒ２ － ４８ｒ ＋ ７）ｕｎ－１

ｊ ． （１６）

４　 数 值 例 子

考虑扩散方程

　 　

∂ｕ
∂ｔ

＝ ∂２ｕ
∂ｘ２， ０ ＜ ｘ ＜ １， ｔ ＞ ０，

ｕ（ｘ，０） ＝ ｓｉｎ ｘ， ０ ≤ ｘ ≤ １，
ｕ（０，ｔ） ＝ ０， ｕ（１，ｔ） ＝ ｅ －ｔｓｉｎ １， ｔ ≥ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１７）

利用格式（１６）求数值解，并与精确解进行比较．
取 ｈ ＝ １ ／ ２０，τ ＝ ｒｈ２ ＝ ｒ ／ ４００，ｒ ＝ １ ／ ５，１ ／ ２，１，２，４分别计算．为方便起见，用式（１７） 的精确解

ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｅ －ｔｓｉｎ ｘ计算第一层的值 ｕ１
ｊ ．将本文格式（１６） 与文献［１１］ 格式和精确解进行比较，计

４９７ 解抛物型方程的一族高精度隐式差分格式



算到 ｎ ＝ ３００ 时的结果如表 １．
表 １　 格式（１６）和文献［１１］格式数值解与精确解的比较

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅ （１６）， ｔｈｅ ｓｃｈｅｍｅ ｏｆ

ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ［１１］ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ｒ ｒｅｓｕｌｔ ｘ ＝ ０．１ ｘ ＝ ０．３ ｘ ＝ ０．５ ｘ ＝ ０．７ ｘ ＝ ０．９

０．２

ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ０．０８５ ９２７ ４１８ ０．２５４ ３５６ ５９９ ０．４１２ ６４５ ３８５ ０．５５４ ４８３ ３０１ ０．６７４ ２１５ ７１９

ｓｃｈｅｍｅ （１６） ０．０８５ ９２７ ４１６ ０．２５４ ３５６ ５９６ ０．４１２ ６４５ ３８１ ０．５５４ ４８３ ２９８ ０．６７４ ２１５ ７１７

ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ［１１］ ０．０８５ ９２７ ４１５ ０．２５４ ３５６ ５９４ ０．４１２ ６４５ ３８０ ０．５５４ ４８３ ２９６ ０．６７４ ２１５ ７１６

０．５

ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ０．０６８ ６１４ ４３６ ０．２０３ １０７ ８６９ ０．３２９ ５０４ ０３２ ０．４４２ ７６３ ９０９ ０．５３８ ３７２ １８６

ｓｃｈｅｍｅ （１６） ０．０６８ ６１４ ４３２ ０．２０３ １０７ ８５８ ０．３２９ ５０４ ０１６ ０．４４２ ７６３ ８９４ ０．５３８ ３７２ １７９

ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ［１１］ ０．０６８ ６１５ ９２４ ０．２０３ １１２ ００４ ０．３２９ ５０９ ７９９ ０．４４２ ７６９ ５２３ ０．５３８ ３７４ ９５３

１

ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ０．０４７ １５７ ９６６ ０．１３９ ５９３ ８６１ ０．２２６ ４６４ ５８８ ０．３０４ ３０６ ８８８ ０．３７０ ０１７ ４３１

ｓｃｈｅｍｅ （１６） ０．０４７ １５７ ９５８ ０．１３９ ５９３ ８３８ ０．２２６ ４６４ ５５７ ０．３０４ ３０６ ８５８ ０．３７０ ０１７ ４１８

ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ［１１］ ｏｖｅｒｆｌｏｗ

２

ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ０．０２２ ２７５ ８４６ ０．０６５ ９３９ ４７１ ０．１０６ ９７４ ２９７ ０．１４３ ７４４ ３９５ ０．１７４ ７８３ ８５８

ｓｃｈｅｍｅ （１６） ０．０２２ ２７５ ８３３ ０．０６５ ９３９ ４３７ ０．１０６ ９７４ ２５１ ０．１４３ ７４４ ３５３ ０．１７４ ７８３ ８３９

ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ［１１］ ｏｖｅｒｆｌｏｗ

４

ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ０．００４ ９７０ ４１３ ０．０１４ ７１３ ０８４ ０．０２３ ８６９ １９２ ０．０３２ ０７３ ７１０ ０．０３８ ９９９ ５５０

ｓｃｈｅｍｅ （１６） ０．００４ ９７０ ４０３ ０．０１４ ７１３ ０５９ ０．０２３ ８６９ １５８ ０．０３２ ０７３ ６７８ ０．０３８ ９９９ ５３５

ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ［１１］ ｏｖｅｒｆｌｏｗ

　 　 由表 １ 看出，对所取的 ｒ，差分解与精确解均有很好的吻合，这与理论分析完全一致．本文

格式与文献［１１］ 格式相比，在 ｒ ＝ ０．２ 时精确度基本相同，但文献［１１］ 格式稳定性条件为 ｒ ＜
１ ／ ２，在 ｒ ＝ １ ／ ２ 时文献［１１］ 格式与精确解相比只能精确到小数点后 ５ 位，在 ｒ ＝ １，２，４ 时文献

［１１］ 格式已经完全不收敛，计算结果溢出．而本文格式随着网格比 ｒ 的增大，差分解与精确解

的误差并没有逐渐增大，依然吻合得非常好．

５　 计 算 效 率

经典的差分格式，如古典隐格式和 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 格式等，精度都不高，古典隐格式截断

误差为 Ｏ（τ ＋ ｈ２）， Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 格式的截断误差为 Ｏ（τ ２ ＋ ｈ２），而本文格式的截断误差为

Ｏ（τ ３ ＋ ｈ４）， 比古典隐格式和 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 格式的精度提高了很多，能精确到小数点后第 ８
位．利用这 ３ 种格式求解上面的数值例子，３ 种格式的计算效率对比如表 ２，其中 Ｊ 为空间坐标

等份数，Ｎ 为时间坐标等份数，测试结果单位为 ｓ ．
表 ２　 ３ 种差分格式计算效率的比较（单位： ｓ）

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ３ ｋｉｎｄｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅｓ（ｕｎｉｔ： ｓ）

ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅ Ｊ ＝ １００， Ｎ ＝ ５００ Ｊ ＝ ５００， Ｎ ＝ ５００ Ｊ ＝ ５００， Ｎ ＝ １ ０００ Ｊ ＝ ５００， Ｎ ＝ ２ ０００

ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｉｍｐｌｉｃｉｔ ｓｃｈｅｍｅ ０．３０６ ３５６ １１．６８９ ０７６ ２３．４６８ ８０６ ４６．５４１ ３０９

Ｃ⁃Ｎ ｓｃｈｅｍｅ ０．３２０ ８６１ １２．０５７ ８６９ ２３．９７５ ０８５ ４７．５８４ ９１４

ｓｃｈｅｍｅ （１６） ０．３３６ ３１１ １２．５８１ ９６５ ２４．１９６ ５５１ ４８．９１１ １６２

　 　 由表 ２ 看出，计算所用时间越长则表明计算效率越低，本文格式（１６）的计算效率虽然比

古典隐格式和 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 格式稍低，但是依然有非常高的计算效率．综合考虑本文格式的

精度和计算效率看出，本文格式是一种好的差分格式．

５９７詹　 　 涌　 　 强　 　 　 张　 　 传　 　 林
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