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摘要：　 对适当的参数， 二次映射有一条吸引的周期轨道， 并且其吸引集在单位闭区间上是稠密

的．根据此性质， 文中定义了 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 映射的一个上半连续分解．在此分解上存在一个可分商空

间， 通过投影将二维的 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 映射降为一维的二次映射， 运用二次映射反演极限空间上的移

位映射来研究 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 映射的动力学性质．首先对二次映射进行几乎 Ｍａｒｋｏｖ 分割， 然后将每个分

割区间扩张成相应的小矩形区域， 再对 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 映射进行几乎 Ｍａｒｋｏｖ 分割后， 从而证明了当参

数小于 ４ 时， Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 映射与二次映射反演极限空间上的移位映射是拓扑半共轭的．
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引　 　 言

１９７１ 年， Ｒｕｅｌｌｅ 和 Ｔａｋｅｎｓ［１］在动力系统的研究中， 提出奇怪吸引子的概念， 它对系统的

复杂性描述起了重要的作用．在很多实际工程问题中， 如碰撞振动、干摩擦［２⁃３］ 等一些非光滑

的系统都有复杂的动力学行为．对于奇怪吸引子的研究， 有助于了解混沌系统中存在形态的

规律问题．研究奇怪吸引子的结构及它的动力学性质成了研究混沌的基本课题， 将有助于研

究系统的全局动力学性质．
反演极限的概念是在连续统理论的研究中发展起来的．１９５９ 年， Ａｎｄｅｒｓｏｎ 和 Ｃｈｏｑｕｅｔ 通过

例子说明了反演极限在描述连续统复杂性中的作用．在动力系统的研究中， 反演极限也是有

力的工具．文献［４］对反演极限空间上移位映射的动力学性质进行了研究．吸引子和反演极限

也有着密切的联系， Ｂａｒｇｅ 和 Ｍａｒｔｉｎ［５］运用反演极限理论对平面中吸引子的性质进行了分析．
Ｗｉｌｌｉａｍｓ［６］首先将两维或更高维映射奇怪吸引子归结为一维反演极限空间的移位映射来

研究， 文献［７⁃１０］将反演极限空间理论运用到对扩张双曲吸引子， 即螺线管吸引子和 Ｌｏｒｅｎｚ
吸引子的研究之中．

Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ［１１］构造了一个平面映射， 证明该映射在一定的参数区域内存在一个奇怪吸引

子， 给出了该吸引子的解析表达式．文献［１２］证明了 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 映射与符号动力学的双边移位

映射是拓扑半共轭的．文献［１３］证明了当参数 ａ ＝ ４ 时，Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 映射与二次映射的反演极限

空间上的移位映射是拓扑半共轭的．
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文献［１４］证明对合适的参数 ａ， 二次映射族 ｆａ 有一条吸引的周期轨道， 并且吸引周期轨

道的吸引集在闭区间上是稠密的．本文利用此性质， 通过投影将二维的 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 映射降到一

维二次映射， 对二次映射进行几乎 Ｍａｒｋｏｖ 分割， 然后将每个分割区间扩张成相应的小矩形区

域， 再对 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 映射进行几乎 Ｍａｒｋｏｖ 分割后， 从而证明了当参数 ａ＜４ 时， Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 映射

与二次映射反演极限空间上的移位映射是拓扑半共轭的．

１　 预 备 知 识

考虑参数为 ａ，ｂ 的二维 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 映射 Ｌａ，ｂ（ｘ，ｙ） ＝ （ｂｘ（１ － ２ｙ） ＋ ｙ，ａｙ（１ － ｙ）） 和参数为

ａ 的一维二次映射 ｆａ（ｙ） ＝ ａｙ（１ － ｙ） ．对度量空间 Ｇ 上的连续映射： ｆ：Ｇ → Ｇ，在 Ｇ 上定义反演

极限空间

　 　 （Ｇ， ｆ） ＝ { （ｘ０，ｘ１，ｘ２，…） ｘ ｊ ∈ Ｇ： ｆ（ｘ ｊ ＋１） ＝ ｘ ｊ， ｊ ≥ ０ } ． （１）

定义 （Ｇ， ｆ） 上的度量 ｄ（（ｘ０，ｘ１，ｘ２，…），（ｙ０，ｙ１，ｙ２，…）） ＝∑∞

ｎ ＝ ０
ρ（ｘｎ，ｙｎ） ／ ２ｎ，其中 ρ 为 Ｇ 上

的度量， 定义映射 ｆ
　
：（Ｇ， ｆ） → （Ｇ， ｆ） 如

　 　 ｆ
　
（ｘ０，ｘ１，ｘ２，…） ＝ （ ｆ（ｘ０）， ｆ（ｘ１）， ｆ（ｘ２），…） ＝ （ ｆ（ｘ０），ｘ０，ｘ１，ｘ２，…）， （２）

由文献［１３］知， ｆ
　

是一个同胚， 称 ｆ
　

为反演极限空间（Ｇ， ｆ） 上的移位映射．
设 Ｘ是拓扑空间， Ｇ 是 Ｘ的一个由不相交闭子集组成的覆盖．若满足条件： 对任意集合 ｇα

∈ Ｇ 和每一个包含 ｇα 的开子集 Ｕ， Ｘ 中存在一个子集 Ｖ， 使得 ｇα ⊆ Ｖ ⊆ Ｕ， 其中 Ｖ 是 Ｇ 中若

干集合的并， 则称 Ｇ 为 Ｘ的一个上半连续分解．记 Ｇ是相应的可分商空间 Ｘ ／ Ｇ， 定义投影映射

Ｐ：Ｘ→ Ｇ，Ｐ（ｘ） ＝ ｇ当且仅当 ｘ∈ ｇ，Ｐ是连续的闭映射．设 Ｆ：Ｘ→ Ｘ是连续映射， Ｇ 满足： 对每

一个 ｇα ∈ Ｇ，存在 ｇβ ∈ Ｇ，使得 Ｆ（ｇα） ⊂ ｇβ ．在空间 Ｇ 上定义 ｆ：Ｇ → Ｇ， ｆ（ｇα） ＝ ｇβ 当且仅当

Ｆ（ｇα） ⊂ ｇβ ．记 Λ（Ｆ） ＝∩
ｋ≥０

Ｆｋ（Ｘ） ．

定理 １．１［１５］ 　 若 Ｘ，Ｇ，Ｇ，Ｆ 和 ｆ 如以上的定义， 那么 Ｆ Λ（Ｆ）与 ｆ
　
：（Ｇ， ｆ） → （Ｇ， ｆ） 是拓扑

半共轭的； 若对 ｇα ∈ Ｇ，一致有 ｄｉａｍ（Ｆｋ（ｇα）） → ０（ｋ → ∞）， 那么它们是拓扑共轭的．

２　 关于 Ｍａｒｋｏｖ 分割的几个结果

定义 ２．１　 闭区间 Ｉ ＝ ［ｐ，ｑ］，若 Ａ１，Ａ２，…，Ａｍ 为 Ｉ 的互不相交的闭子区间（如图 １ 所示），
满足条件：

图 １　 几乎 Ｍａｒｋｏｖ 分割

Ｆｉｇ．１　 Ｎｅａｒｌｙ Ｍａｒｋｏｖ ｐａｒｔｉｔｉｏｎ

１） ｐ ∈ Ａ１，ｑ ∈ Ａｍ；

２） ｆ (∪
ｍ

ｉ ＝ １
Ａｉ ) ⊂ ｉｎｔ (∪

ｍ

ｉ ＝ １
Ａｉ )；

３） 当 ｋ → ∞ 时， 对每一个 ｉ ＝ １，２，…，ｍ 有

ｄｉａｍ（ ｆ ｋ（Ａｉ）） → ０；
４） ｆ 在 Ｉ －∪ｍ

ｉ ＝ １Ａｉ 的每一个区间上是一对一的；
则称映射 ｆ： Ｉ→ Ｉ关于 Ａ１， Ａ２， …， Ａｍ 是几乎 Ｍａｒｋｏｖ 分

割的．
若 ｆ 关于 Ａ１，Ａ２，…，Ａｍ 是几乎 Ｍａｒｋｏｖ 分割的， 令

Ｉ１，Ｉ２，…，Ｉｍ－１ 表示 Ｉ －∪ｍ
ｉ ＝ １Ａｉ 的子开区间．定义 ｆ 的转移

矩阵 Ｔ ｆ ＝ （ ｔｉｊ），若 Ｉ ｊ ⊂ ｆ（ Ｉｉ），则 ｔｉｊ ＝ １，否则 ｔｉｊ ＝ ０．若 ｆ关
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于 Ａ１，Ａ２，…，Ａｍ 是几乎 Ｍａｒｋｏｖ 分割的， 那么在 ∪ｍ
ｉ ＝ １Ａｉ 中至少有一条吸引的周期轨道．

定理 ２．１［１６］ 　 假设区间映射 ｆ：Ｉ→ Ｉ和 ｇ：Ｊ→ Ｊ 是单峰的， 都具有几乎 Ｍａｒｋｏｖ 分割的， 并

且有相同的转移矩阵；它们有双边吸引的周期轨道， 相应的吸引周期轨道的吸引集分别在 Ｉ和

Ｊ 中是稠密的， 那么 ｆ
　
：（ Ｉ， ｆ） → （ Ｉ， ｆ） 与 ｇ：（ Ｉ，ｇ） → （ Ｉ，ｇ） 是拓扑共轭的．

３　 关于 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 映射的基本性质

依据 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 映射的以下性质， 可在吸引域中定义一个上半连续分解 Ｇ ．令∑（Ｌａ，ｂ） 表

示周期轨道的吸引集的补集， 即

　 　 ∑（Ｌａ，ｂ） ＝ Ｄ －∪
ｋ≥０

Ｌ －ｋ
ａ，ｂ (∪

ｍ

ｉ ＝ １
Ｄｉ )，

其中 Ｄ ＝ ［０，１］ × ［０，１］， Ｄｉ 为方形域 Ｄ 中的小长方形区域， Ｄｉ ⊂ Ｄ（ ｉ ＝ １，２，…，ｍ） ．在 Ｄ 中

定义垂直扇形域和水平扇形域：

　 　 ＤＶμ
＝

ξ
η

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ： η ≥ μ ξ{ } ， ＤＨμ ＝

ξ
η

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ： η ≤ μ ξ{ } ， （３）

定义垂直弧和水平弧

　 　 Ｖμ ＝ { { γ（ ｔ），ｔ０ ≤ ｔ ≤ ｔ１ } ： γ′（ ｔ） ∈ ＤＶμ
} ， （４）

　 　 Ｈμ ＝ { { γ（ ｔ），ｔ０ ≤ ｔ ≤ ｔ１ } ： γ′（ ｔ） ∈ ＤＨμ } ． （５）
令 Ｄｉ（１ ／ ２） 表示 Ｄ 中包含临界点 １ ／ ２ 的对称区域，假设它的宽度为 δ ．
引理 ３．１　 对 ｂ ≤ ａ － μ ／ （２δ），即 μ ≤ ２（ａ － ｂ）δ，当（ｘ，ｙ） ∉ Ｄｉ（１ ／ ２） 时， 有

　 　 ＤＬａ，ｂ（ｘ，ｙ）：ＤＶμ → ＤＶμ
．

证明　 假设
ξ
η

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ∈ ＤＶμ

， 那么

　 　 ＤＬａ，ｂ（ｘ，ｙ）
ξ
η

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝

ｂ（１ － ２ｙ） １ － ２ｂｘ
０ ａ（１ － ２ｙ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ξ
η

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝

　 　 　 　
ｂ（１ － ２ｙ）ξ ＋ （１ － ２ｂｘ）η

ａ（１ － ２ｙ）η
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （６）

因为 ｙ － １
２

＞ δ 和
ξ
η

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ∈ ＤＶμ

，有 ξ
η

≤ １
μ
，又 ０ ＜ ｂ ＜ １ ／ ２， 因此

　 　 ｂ（１ － ２ｙ）ξ ＋ （１ － ２ｂｘ）η
ａ（１ － ２ｙ）η

≤ ｂ
ａ

ξ
η

＋ １
ａ

１ － ２ｂｘ
１ － ２ｙ

≤ ｂ
ａ

１
μ

＋ １
２ａδ

． （７）

只要 ｂ ／ （ａμ） ＋ １ ／ （２ａδ） ≤ １ ／ μ，即 ｂ ≤ ａ － μ ／ （２δ） 时， 则有

　 　
ｂ（１ － ２ｙ）ξ ＋ （１ － ２ｂｘ）η

ａ（１ － ２ｙ）η
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ∈ ＤＶμ

，

即　 　 　 ＤＬａ，ｂ（ｘ，ｙ）：ＤＶμ → ＤＶμ
．

引理 ３．２　 存在充分小的 ｂ０，当 ｂ≤ ｂ０ 时， 存在常数Ｃ ＞ ０和λ ＞ １，当（ｘ，ｙ） ∈∑（Ｌａ，ｂ）
和 ｖ ∈ ＤＶμ

， 对任意 ｋ ≥ １，有 ‖ＤＬｋａ，ｂ（ｘ，ｙ）ｖ‖ ≥ Ｃλ ｋ‖ｖ‖ ．
证明　 由文献［１７］， 若映射 ｆａ 有一条吸引的周期轨道， 那么这条吸引周期轨道的吸引集

的补集是一个双曲集， 即存在常数 Ｃ０ ＞ ０，λ ０ ＞ １，对于任何属于此补集的 ｘ 和 ｋ ≥ １， 有

　 　 ｄ
ｄｘ

ｆ ｋａ（ｘ） ≥ Ｃ０λ ｋ
０ ．
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因为

　 　 ＤＬｋａ，０（ｘ，ｙ） ＝
０ ｄ

ｄｙ
ｆ ｋ－１（ｙ）

０ ｄ
ｄｙ

ｆ ｋ（ｙ）

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

， （８）

所以存在 Ｃ１ ＞ ０ 和 λ １ ＞ １，使得（ｘ，ｙ） ∈ ∑（Ｌａ，０）， 对于 ｖ ∈ ＤＶμ
，有 ‖ＤＬｋａ，０（ｘ，ｙ）ｖ‖ ≥

Ｃ１λ ｋ
１‖ｖ‖， 根据 ＤＬｋａ，ｂ 对参数 ｂ 的连续依赖性， 对充分小的 ｂ ＞ ０，存在常数 Ｃ ＞ ０ 和 λ ＞ １，

对任意 ｋ ≥ １ 和（ｘ，ｙ） ∈ ∑（Ｌａ，ｂ），使 ‖ＤＬｋａ，ｂ（ｘ，ｙ）ｖ‖ ≥ Ｃλ ｋ‖ｖ‖ ．

４　 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 映射与反演极限空间上的移位映射是拓扑半共轭的

定理 ４．１　 假设二次映射 ｆａ 有吸引的周期轨道，当
　 　 ｂ ≤ ｍｉｎ { ｂ０，ａ － μ ／ （２δ） } ＜ １ ／ ２

时， Ｌａ，ｂ 在吸引子 Λ（Ｌａ，ｂ） 上与反演极限空间上的移位映射 ｆ
　

ａ：（ Ｉ， ｆａ） → （ Ｉ， ｆａ） 是拓扑半共

轭的．
证明　 闭区间 Ｉ ＝ ［０，１］，有 ｆａ（ Ｉ） ⊂ Ｉ，假设存在参数 ａ使得映射 ｆａ 有周期为 ｎ的双边吸引

周期轨道 { ｙ１，ｙ２，…ｙｎ } ，Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｎ 为互不相交的区间， 有 ｙｉ ∈ Ｂ ｉ，且当 ｋ → ∞ 时，对每一

个 ｉ，ｄｉａｍ（ ｆ ｋａ（Ｂ ｉ）） →０和 ｆａ (∪ｎ
ｉ ＝ １Ｂ ｉ ) ⊂∪ｎ

ｉ ＝ １Ｂ ｉ ．因为 ｆａ 存在临界点 １ ／ ２，又有负的 Ｓｃｈｗａｒｚ 导

数［１８］， 则存在 ｋ≥０，使得 ｆ ｋ
ａ（１ ／ ２） ∈∪ｎ

ｉ ＝ １Ｂ ｉ ．令∪ｍ
ｉ ＝ １Ａｉ ＝∪ｋ

ｊ ＝ ０ ｆ
－ｊ
ａ (∪ｎ

ｉ ＝ １Ｂ ｉ )， δ 表示包含临界

点 １ ／ ２的对称区间 Ａｉ（１ ／ ２） 的长度， 其中 Ａｉ（１ ／ ２） ⊂∪ｍ
ｉ ＝ １Ａｉ ．那么 ｆａ 关于 Ａ１，Ａ２，…，Ａｍ 是几乎 Ｍａｒｋ⁃

ｏｖ 分割的．令 Ｄｉ ＝ Ｉ × Ａｉ， 则

　 　 Ｌａ，ｂ (∪
ｍ

ｉ ＝ １
Ｄｉ ) ⊂ ｉｎｔ (∪

ｍ

ｉ ＝ １
Ｄｉ ) ． （９）

当 ｂ ＜ １ ／ ２ 时， (Ｌ －１
ａ，ｂ (∪ｍ

ｉ ＝ １Ｄｉ ) －∪ｍ
ｉ ＝ １Ｄｉ ) ∩ Ｄ由若干水平条组成， 令 Ｇ０ 是其中的几个水平

条构成的集合．对 ｋ≥１，定义Ｇｋ ＝ { Ｌ －１（ｇα） ∩Ｄ：ｇα ∈Ｇｋ－１ } ， Ｇｋ 中的每个集合由Ｄ －∪ｍ
ｉ ＝ １Ｄｉ

中的水平条构成．∪ｋ≥０ ∪ｇ∈Ｇｋ
ｇ 包含在 ∪ｍ

ｉ ＝ １Ｄｉ 中吸引周期轨道的吸引集之中， 令 Ｇ∞ 为 Ｄ
－∪ｋ≥０ ∪ｇ∈Ｇｋ

ｇ 的连通子集的集合， 从而定义区域 Ｄ 的一个上半连续分解 Ｇ：
　 　 Ｇ ＝ {Ｄ１，Ｄ２，…Ｄｍ } ∪ { ｇ：ｇ ∈ Ｇｋ，ｋ ≥ １ } ∪ { ｇ：ｇ ∈ Ｇ∞ } ． （１０）

令 Ｊ为相应的可分商空间 Ｄ ／ Ｇ ．由于 Ｌａ，ｂ 沿着水平方向不是一致压缩的， 根据定理 １．１， Ｌａ，ｂ 在

吸引子 Λ（Ｌａ，ｂ） 上与 ｆ
　

ａ，ｂ：（Ｊ， ｆａ，ｂ） → （Ｊ， ｆａ，ｂ） 是拓扑半共轭的， 其中 ｆａ，ｂ 是在 Ｊ上由 Ｌａ，ｂ 诱导

的映射， 即 ｆａ，ｂ（ｇα） ＝ ｇβ 当且仅当 Ｌａ，ｂ（ｇα） ⊂ ｇβ（图 ２） ．
下面证明 ｆａ，ｂ 和 ｆａ 满足定理 ２．１ 的条件． ｆａ 关于 Ａ１，Ａ２，…，Ａｍ 是几乎 Ｍａｒｋｏｖ 分割的，令

∪ｓ
ｉ ＝ １Ｍｉ ＝ ｆ －１

ａ （∪ｍ
ｉ ＝ １Ａｉ），其中存在一个包含 ｆａ 的临界点的区间 Ｍｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｓ）， ∪ｓ－１

ｉ ＝ １Ｉｉ ＝ Ｉ
－∪ｓ

ｉ ＝ １Ｍｉ，则 ｆａ 关于Ｍ１，Ｍ２，…，Ｍｓ 是几乎 Ｍａｒｋｏｖ 分割的．假设 Ｂ ＝ { ｇ１，ｇ２，…，ｇｍ } 为 Ｊ中与区

域Ｄ１，Ｄ２，…，Ｄｍ 相对应的集合， 令∪ｓ
ｉ ＝ １Ｎｉ ＝ ｆ

－１
ａ，ｂ（Ｂ），∪ｓ－１

ｉ ＝ １Ｊｉ ＝ Ｊ －∪ｓ－１
ｉ ＝ １Ｎｉ，根据诱导映射 ｆａ，ｂ 的

性质， 有 Ｂ ⊂∪ｓ
ｉ ＝ １Ｎｉ ．

１） 证明 ｆａ，ｂ 关于 Ｎ１，Ｎ２，…，Ｎｓ 是几乎 Ｍａｒｋｏｖ 分割的．
１ａ） 因为 ｆａ，ｂ（Ｂ） ⊂ Ｂ， ｆａ，ｂ（∪ｓ

ｉ ＝ １Ｎｉ） ＝ Ｂ， 所以 ｆａ，ｂ（∪ｓ
ｉ ＝ １Ｎｉ） ⊂∪ｓ

ｉ ＝ １Ｎｉ， 且一致有

１０８郭　 　 峰　 　 　 李　 　 登　 　 辉



ｄｉａｍ（ ｆ ｋａ，ｂ（Ｎｉ）） → ０ （ｋ → ∞） ．
１ｂ） 证明 ｆａ，ｂ 在 Ｊｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｓ － １） 上是一对一的．

图 ２　 ｆａ 和 Ｌａ，ｂ 的关系

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｆａ ａｎｄ Ｌａ，ｂ

若 ｇα，ｇβ ⊂ Ｊｉ， 使 ｆａ，ｂ（ｇα） ＝ ｆａ，ｂ（ｇβ）， 因为 ｇα，ｇβ ⊂ Ｊ －∪ｓ
ｉ ＝ １Ｎｉ， 所以 ｇα，ｇβ 是 Ｄ －

（（∪ｍ
ｉ ＝ １Ｄｉ） ∪ （ ∪ｍ

ｉ ＝ １Ｌａ，ｂ（Ｄｉ））） 中 的 水 平 条， 又 因 为 Ｌａ，ｂ 在 Ｄ － （（ ∪ｍ
ｉ ＝ １Ｄｉ） ∪

（∪ｍ
ｉ ＝ １Ｌａ，ｂ（Ｄｉ））） 上是同胚的， 若 ｆａ，ｂ（ｇα） ＝ ｆａ，ｂ（ｇβ），则 ｇα ＝ ｇβ 或 Ｌａ，ｂ（ｇα） 与 Ｌａ，ｂ（ｇβ） 属于 Ｇ

的同一个集合．假设是后一种情况， 由 ｇα，ｇβ ⊂ Ｄ － （（∪ｍ
ｉ ＝ １Ｄｉ） ∪ （∪ｍ

ｉ ＝ １Ｌａ，ｂ（Ｄｉ）））， 则

　 　 Ｌａ，ｂ（ｇα），Ｌａ，ｂ（ｇβ） ⊂ Ｄ －∪
ｍ

ｉ ＝ １
Ｄｉ ．

设 Ｌａ，ｂ（ｇα） 与 Ｌａ，ｂ（ｇβ） 在 Ｄ －∪ｍ
ｉ ＝ １Ｄｉ 的一条水平条 ｇτ 中，存在与 ｇα 和 ｇβ 都相交的垂直弧 γ，

由引理 ３．１， 若 γ ⊂ Ｄ － Ｄｉ（１ ／ ２），则 Ｌａ，ｂ（γ） 也是垂直弧，Ｌａ，ｂ（γ） 与 Ｌａ，ｂ（ｇα） 和 Ｌａ，ｂ（ｇβ） 分别相

交，那么 Ｌａ，ｂ（γ） 与水平线段 ｇτ 有两个交点，得出矛盾，所以 ｇα ＝ ｇβ，即 ｆａ，ｂ 在 Ｊｉ 上是一对一的．
１ａ）和 １ｂ）证明了 ｆａ，ｂ 关于 Ｎ１，Ｎ２，…，Ｎｓ 是几乎 Ｍａｒｋｏｖ 分割的．
２） 由于 ｆａ，ｂ（ｇｉ） ＝ ｇ ｊ 当且仅当 Ｌａ，ｂ（Ｄｉ） ⊂ Ｄ ｊ 时成立，而 Ｌａ，ｂ（Ｄｉ） ⊂ Ｄ ｊ 成立的充要条件是

ｆａ（Ａｉ） ⊂ Ａ ｊ，从而 ｆａ，ｂ 与 ｆａ 有相同的转移矩阵．
３） 证明 ｆａ，ｂ 的吸引周期轨道的吸引集在 Ｊ 中是稠密的．
首先证明 Ｌａ，ｂ 的吸引周期轨道的吸引集在 Ｄ 中是稠密的， 假设 Ｌａ，ｂ 的吸引周期轨道的吸

引集在 Ｄ 中不是稠密的， 则存在一条垂直弧 β ∈ Ｖμ ⊂∑（Ｌａ，ｂ） 和常数 ｋ ≥ ０，使 Ｌｋ
ａ，ｂ（β） ⊂

∑（Ｌａ，ｂ），由引理 ３．１， Ｌｋ
ａ，ｂ（β） ∈ Ｖμ ． 由引理 ３．２， 存在常数 Ｌ ＞ ０ 和 λ ＞ １， 使得

‖ＤＬｋ
ａ，ｂ（γ（ ｔ））γ′（ ｔ）‖≥ Ｃλ ｋ‖γ′（ ｔ）‖， 且 Ｌｋ

ａ，ｂ（γ） 的长度大于 １， 与 Ｌｋ
ａ，ｂ（γ） ∩Ｄｉ（１ ／ ２） ＝∅矛

盾， 所以 Ｌａ，ｂ 的吸引周期轨道的吸引集在Ｄ中是稠密的， 从而 ｆａ，ｂ 的吸引周期轨道的吸引集在

Ｊ 中是稠密的．

以上的证明满足定理 ２．１ 的条件， 故 ｆ
　

ａ，ｂ：（Ｊ， ｆａ，ｂ） →（Ｊ， ｆａ，ｂ） 与 ｆ
　

ａ：（ Ｉ， ｆａ） →（ Ｉ， ｆａ） 是

拓扑共轭的， 从而 Ｌａ，ｂ 在吸引子 Λ（Ｌａ，ｂ） 上与 ｆ
　

ａ：（ Ｉ， ｆａ） → （ Ｉ， ｆａ） 是拓扑半共轭的．

５　 结　 　 论

对适当的参数 ａ， ｆａ 有一条吸引的周期轨道， 并且吸引周期轨道的吸引集在闭区间上是

稠密的， 根据此性质， 定义了 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 映射的一个上半连续分解 Ｇ，在此分解上存在一个可

分商空间 Ｇ， 通过投影将二维的 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 映射降为一维二次映射， 运用二次映射反演极限空

间上的移位映射研究了当参数 ａ ＜ ４ 时， Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 映射的动力学性质．

２０８ 反演极限与 Ｌａｕｗｅｒｉｅｒ 吸引子
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