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摘要：　 引入了（分片） Ｋ⁃解析函数和 Ｃａｕｃｈｙ 型 Ｋ⁃积分的概念．利用 Ｋ⁃对称变换的方法研究了

Ｃａｕｃｈｙ 型 Ｋ⁃积分的某些性质，然后借助函数在曲线上的指标与这些 Ｃａｕｃｈｙ 型 Ｋ⁃积分的性质，得到

了 Ｋ⁃解析函数类中的 Ｒｉｅｍａｎｎ 边值问题的可解条件和解的表达式以及它们与指标之间的关系．而
解析函数和共轭解析函数都是 Ｋ⁃解析函数的特例，文中所得结果，推广了解析函数和共轭解析函

数中的相应结论．

关　 键　 词：　 Ｃａｕｃｈｙ 型 Ｋ⁃积分；　 （分片）Ｋ⁃解析函数；　 Ｋ⁃对称变换；　 边界值公式；　 Ｒｉｅｍａｎｎ
边值问题；　 指标
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在文献［１⁃４］中，给出 Ｋ⁃解析函数（变换）与 Ｋ⁃积分的概念以及 Ｋ⁃解析函数（在域内的值）
可由其边界上的值来表示这一特性．那么一个定义在对全平面互补的两个区域上的分片（区）
Ｋ⁃解析函数是否也具有类似的特性？ 对于此问题本文将不作广泛的讨论， 只就一类基本的情

况： 当函数的（左右）边界值满足线性联结条件时的问题———Ｒｉｅｍａｎｎ 边值问题进行了讨论与

研究．

１　 基 本 概 念

定义 １．１［１⁃２］ 　 设函数 ｆ（ ｚ） 在区域 Ｄ内有定义，ｚ（ｋ） ≡ ｘ ＋ ｉｋｙ（０ ≠ ｋ ÎＲ） 为 ｚ ＝ ｘ ＋ ｉｙ 的

Ｋ⁃复数，若 ｆ（ ｚ） 在区域 Ｄ 内 Ｋ⁃可导， 即极限

　 　 ｆ ′（ｋ）（ ｚ） ＝
ｄｅｆ

ｌｉｍ
Δｚ→０

ｆ（ ｚ ＋ Δｚ） － ｆ（ ｚ）
Δｚ（ｋ）

　 　 （∀ｚ ÎＤ）

存在，称 ｆ（ ｚ） 在 Ｄ 内 Ｋ⁃解析．把在区域 Ｄ 内所有的 Ｋ⁃解析函数构成的集合记为 Ｆ（Ｄ（ｋ）） ．
定义 １．２［３⁃１０］ 　 设 Ｌ是位于平面有限部分的有向光滑曲线， ｆ（ ｔ） 是 Ｌ 上给定的有界可积函

数，称积分

　 　 Ｆ（ ｚ） ＝ ｓｇｎ（ｋ）
２πｉ ∫Ｌ

ｆ（ ｔ）
（ ｔ － ｚ）（ｋ）

ｄｔ（ｋ） （１）

是 Ｃａｕｃｈｙ 型 Ｋ⁃积分， ｆ（ ｔ） 叫做它的密度．
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由解析函数和 Ｋ⁃解析函数的关系可知［１］，当 ｚÏＬ时，Ｆ（ ｚ） 是 Ｋ⁃解析的，且 Ｆ（∞ ）＝ ０．如果

曲线 Ｌ ＝ Ｌ０ ＋ Ｌ１ ＋ … ＋ Ｌｐ，其中 Ｌ ｊ（ ｊ ＝ ０，１，…，ｐ） 是互不相交的光滑闭曲线，且 Ｌ０ 把其它 Ｌ１，
Ｌ２，…，Ｌｐ 包含在内部．把由它们所围出的连通区域记为 Ｓ ＋， 使得 Ｓ ＋ 永远保持在其左侧的方向

规定为 Ｌ的正方向（它包含沿 Ｌ０ 的逆时针方向以及沿 Ｌ１， Ｌ２，…， Ｌｐ 的顺时针方向）， 反之为 Ｌ
的负向，并分别记它们为 Ｌ ＋ 与 Ｌ － ．把 Ｓ ＋ ＋ Ｌ 补充成完全平面的所有部份用 Ｓ － 代表，并总假设

原点 Ｏ 在 Ｓ ＋ 内．于是由式（１）所确定的积分是两个 Ｋ⁃解析函数 Ｆ ＋（ ｚ）（ ｚ ÎＳ ＋） 和 Ｆ －（ ｚ）（ ｚ Î

Ｓ －）， 它们分别定义在两个对全平面互补的区域上，且能分别从正负区域左右连续到边界上，
但其一般边界值（若存在）

　 　 ｌｉｍ
ｚ（∈Ｓ ＋）→ｔ

Ｆ（ ｚ） ＝ Ｆ ＋ （ ｔ）， ｌｉｍ
ｚ（∈Ｓ －）→ｔ

Ｆ（ ｚ） ＝ Ｆ － （ ｔ）

是不相等的，有跳跃： Ｆ ＋（ ｔ） － Ｆ －（ ｔ） ＝ ｇ（ ｔ）（ ｔ ÎＬ） ．这样 Ｆ（ｚ） 就是一个分片（区）Ｋ⁃解析函数．
定理 １．１［７⁃１０］（边界值公式）　 若 Ｌ 是平面上的一条简单光滑闭曲线，ｔ０ ÎＬ， ｆ（ ｔ） 在 Ｌ 上满

足 Ｈöｌｄｅｒ 条件 Ｈα（Ｌ）， （其中 Ｈöｌｄｅｒ 指数 α 满足 ０ ＜ α ≤ １）， 则

　 　 Ｆ ± （ ｔ０） ＝ ± １
２

ｆ（ ｔ０） ＋ ｓｇｎ（ｋ）
２πｉ ∫Ｌ

ｆ（ ｔ）
（ ｔ － ｔ０）（ｋ）

ｄｔ（ｋ）， （２）

　 　
Ｆ ＋ （ ｔ０） － Ｆ － （ ｔ０） ＝ ｆ（ ｔ０），

Ｆ ＋ （ ｔ０） ＋ Ｆ － （ ｔ０） ＝ ｓｇｎ（ｋ）
πｉ ∫

Ｌ

ｆ（ ｔ）
（ ｔ － ｔ０）（ｋ）

ｄｔ（ｋ），

ì

î

í

ïï

ïï

（３）

其中

　 　 Ｆ（ ｔ０） ＝ ｓｇｎ（ｋ）
２πｉ ∫Ｌ

ｆ（ ｔ）
（ ｔ － ｔ０）（ｋ）

ｄｔ（ｋ）　 　 （ ｔ０ ÎＬ）

为积分（１）的 Ｃａｕｃｈｙ 主值．
定理 １．２［７⁃１０］ （边界值性质） 　 在定理 １． １ 的条件下，则当 α ＜ １ 时，Ｆ ±（ ｔ） 满足条件

Ｈα（Ｌ）；当 α ＝ １ 时， Ｆ ±（ ｔ） 满足条件 Ｈ１－ε（Ｌ）， 其中 ε 是任意小的正数．
引理 １．１　 若 Ｌ是平面上的一条简单光滑闭曲线，变换 τ ＝ ｔ（ｋ） 把 Ｌ变为 ｌ，则 ｆ（ ｔ） ÎＨα（Ｌ）

Ûｆ（τ（ｋ －１）） ÎＨα（ ｌ） ．
证明　 因 Ｋ⁃对称变换 τ ＝ ｔ（ｋ） 即 ｔ ＝ τ（ｋ －１） 是一一对应的，设
　 　 ｇ（τ） ≡ ｆ（τ（ｋ －１）） ＝ ｆ（ ｔ）， τ ｊ ＝ ｔ ｊ（ｋ），

其中　 　 ｊ ＝ １，２， ｔ ｊ ÎＬ ， τ ｊ Îｌ，
　 　 ｄ ＝｜ ｔ１ － ｔ２ ｜ ， ｄ（ｋ） ＝｜ ｔ１（ｋ） － ｔ２（ｋ） ｜ ，

则

　 　 ｄｍｉｎ { １， ｜ ｋ ｜ } ≤ ｄ（ｋ） ≤ ｄｍａｘ { １， ｜ ｋ ｜ } ［１］ ．
因

　 　 ｆ（ ｔ） ÎＨα（Ｌ）， ｜ ｆ（ ｔ１） － ｆ（ ｔ２） ｜ ≤ Ａ ｜ ｔ１ － ｔ２ ｜ α，
即

　 　 ｜ ｇ（τ １） － ｇ（τ ２） ｜ ＝｜ ｆ（τ １（ｋ
－１）） － ｆ（τ ２（ｋ

－１）） ｜ ≤
　 　 　 　 Ａ ｜ τ １（ｋ

－１） － τ ２（ｋ
－１） ｜ α ≤ Ａ ｜ τ １ － τ ２ ｜ α 　 　 （当 ｜ ｋ －１ ｜ ≤ １ 时）

或

　 　 ｜ ｇ（τ １） － ｇ（τ ２） ｜ ≤ Ａ ｜ ｋ －１ ｜ α ｜ τ １ － τ ２ ｜ α 　 　 （当 ｜ ｋ －１ ｜ ＞ １ 时） ．
故 ｇ（τ） ÎＨα（ ｌ），即 ｆ（τ（ｋ －１）） ÎＨα（ ｌ） ．反之也成立．
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定理 １．１、１．２的证明　 设 Ｋ⁃对称变换［１１］ ζ ＝ ｚ（ｋ） 一对一把 Ｓ变为 Ｄ，边界 Ｌ变为 ｌ，此时 Ｌ
与 ｌ分别关于区域 Ｓ与 Ｄ是 ｋ保方（转） 向［２，６，１１⁃１２］，当 ｋ ＞ ０时，Ｌ与 ｌ是保转向的；当 ｋ ＜ ０时，
Ｌ 与 ｌ 是反保转向的，Ｌ ＋ 对应 ｌ －，反之亦然．设 ｇ（τ） ≡ ｆ（τ（ｋ －１）） ＝ ｆ（ ｔ）， Ｃａｕｃｈｙ 型 Ｋ⁃积分（１）
变为 Ｃａｕｃｈｙ 型积分

　 　 Ｆ（ζ（ｋ －１）） ＝ １
２πｉ∫ｌ

ｆ（τ（ｋ －１））
τ － ζ

ｄτ，

即

　 　 Ｇ（ζ） ＝ １
２πｉ∫ｌ

ｇ（τ）
τ － ζ

ｄτ 　 　 （ζ ∉ ｌ） ．

由 ｆ（ ｔ） ÎＨα（Ｌ） Ûｇ（τ） ≡ ｆ（τ（ｋ －１）） ÎＨα（ ｌ），Ｇ（ζ） 解析．又 Ｇ（ζ） ＝ Ｆ（ζ（ｋ －１）） 为解析

ÛＦ（ ｚ）＝ Ｇ（ ｚ（ｋ）） 为 Ｋ⁃解析［１］， 由解析函数的 Ｐｌｅｍｅｌｊ（普莱梅）公式及 Ｐｒｉｖａｌｏｖ（普利瓦洛夫）
定理［７⁃１０］得定理 １．１、１．２ 成立，且

　 　 Ｇ ± （τ ０） ＝ ± １
２

ｇ（τ ０） ＋ １
２πｉ∫ｌ

ｇ（τ）
τ － τ ０

ｄτ ∈ Ｈ（ ｌ），

即

　 　 Ｆ ± （ ｔ０） ＝ ± １
２

ｆ（ ｔ０） ＋ ｓｇｎ（ｋ）
２πｉ ∫Ｌ

ｆ（ ｔ）
（ ｔ － ｔ０）（ｋ）

ｄｔ（ｋ） ∈ Ｈ（Ｌ） ．

此时 τ ０ ＝ ｔ０（ｋ） ∈ ｌ， ｔ０ ＝ τ ０（ｋ
－１） ．式（２）成立，进一步可证式（２）与式（３）等价．

注 １．１　 关于定理 １．２ 有如下更一般的结论．命题： 在定理 １．１ 的条件下，当 α ＜ １ 时， Ｆ ±（ ｚ） 满足条件

Ｈα（Ｓ ±）；当 α ＝ １ 时， Ｆ ±（ ｚ） 满足条件 Ｈ１－ε（Ｓ ±）， 其中 ０ ＜ ε ＜ １，Ｓ ± ＝ Ｓ ± ＋ Ｌ ．

注 １．２　 对于定理 １．１、１．２ 这类 Ｋ⁃解析函数中的问题，利用 Ｋ⁃对称变换，可把其转化到解析函数中去，然
后用解析函数理论使问题得以解决，反之也行．称此方法为 Ｋ⁃对称变换法．

２　 Ｒｉｅｍａｎｎ 边值问题的提出

求一个包括无穷远点在内的分片 Ｋ⁃解析函数 Ｆ（ ｚ），使它在闭曲线 Ｌ 上满足边界值的线性

联结条件［７⁃１０，１３］：
　 　 Ｆ ＋（ ｔ） ＝ Ｇ（ ｔ）Ｆ －（ ｔ）， （４）
　 　 Ｆ ＋（ ｔ） ＝ Ｇ（ ｔ）Ｆ －（ ｔ） ＋ ｇ（ ｔ）， （５）

其中 Ｇ（ ｔ） ≠０， ｇ（ ｔ） 在 Ｌ 上给定，且皆满足 Ｈ 条件的问题，分别称为齐次与非齐次的 Ｒｉｅｍａｎｎ
边值问题，简称 Ｒｉｅｍａｎｎ 边值问题， 记为（齐次与非齐次）Ｒ 问题．若要求 Ｆ（ ｚ） 在 ∞ 处至多为

ｍ 阶的， 则此问题记为 Ｒｍ，本文主要讨论常见的问题 Ｒ０ 与 Ｒ －１， 即在 Ｆ（∞ ） ＝ ａ（≠０） 有限或

Ｆ（∞ ） ＝ ０ 的附加条件下求解 Ｒ 问题．把 κ ＝Δ ｓｇｎ（ｋ）ｉｎｄＬＧ（ ｔ） ＝ （２πｉ） －１ｓｇｎ（ｋ）［ｌｎ Ｇ（ ｔ）］ Ｌ ＝
（２π） －１ｓｇｎ（ｋ）［ａｒｇ Ｇ（ ｔ）］ Ｌ 称为 Ｒ 问题的指标．

性质 ２．１　 若 κ ± ＝Δ ｓｇｎ（ｋ）ｉｎｄＬ ±Ｇ（ ｔ） ＝ （２π） －１ｓｇｎ（ｋ）［ａｒｇ Ｇ（ ｔ）］ Ｌ ±，则 κ － ＝ － κ ＋ ．
在式（５）中当 Ｇ（ ｔ） ≡ １ 时， 得（以 ｇ（ ｔ） 为跳跃函数的） 跳跃问题：
　 　 Ｆ ＋（ ｔ） － Ｆ －（ ｔ） ＝ ｇ（ ｔ）　 　 （ ｔ ÎＬ） ． （６）

由定理 １．１， 问题（６）在无穷远点为 ０ 或为有限数 ａ 的解分别为

　 　 Ｆ（ ｚ） ＝ ｓｇｎ（ｋ）
２πｉ ∫Ｌ

ｇ（ ｔ）
（ ｔ － ｚ）（ｋ）

ｄｔ（ｋ）， Ｆ（ ｚ） ＝ ｓｇｎ（ｋ）
２πｉ ∫Ｌ

ｇ（ ｔ）
（ ｔ － ｚ）（ｋ）

ｄｔ（ｋ） ＋ ａ， （７）
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且易证解是唯一的．
２．１　 单连通区域的 Ｒｉｅｍａｎｎ边值问题

２．１．１　 齐次 Ｒ 问题

设 Ｆ（ ｚ） 为齐次 Ｒ 问题（４） 的解（由如下的讨论，易知这是可行的）， Ｎ ＋，Ｎ － 分别为 Ｆ（ ｚ）
在 Ｓ ＋ 和 Ｓ － 内的零点个数．由对数 Ｋ⁃留数定理［４］得：

　 　 κ ＋ ＝ ｓｇｎ（ｋ）ｉｎｄＬＦ
＋（ ｔ） ＝ （２πｉ） －１ｓｇｎ（ｋ）［ｌｎ Ｆ ＋（ ｔ）］ Ｌ ＝

　 　 　 　 （２πｉ） －１ｓｇｎ（ｋ）∫
Ｌ
［Ｆ ＋′（ｋ）（ ｔ） ／ Ｆ

＋ （ ｔ）］ｄｔ（ｋ） ＝

　 　 　 　 （２π） －１ｓｇｎ（ｋ）［ａｒｇ Ｆ（ ｔ）］ Ｌ ＝ Ｎ ＋，
同理 κ － ＝ ｓｇｎ（ｋ）ｉｎｄＬ －Ｆ

－（ ｔ） ＝ Ｎ － ．式（４） 两边取关于 Ｌ 的指标：
　 　 κ ＝ ｓｇｎ（ｋ）ｉｎｄＬＦ

＋（ ｔ） － ｓｇｎ（ｋ）ｉｎｄＬＦ
－（ ｔ） ＝ κ ＋ ＋ κ － ＝ Ｎ ＋ ＋ Ｎ － ≥ ０． （８）

从而 κ ≥ ０ 是分片（区）Ｋ⁃ 解析函数 Ｆ（ ｚ） 在全平面的零点个数．
当 κ ＝ ｓｇｎ（ｋ）ｉｎｄＬＧ（ ｔ） ＝ ０ 时，由式（８），
　 　 κ ± ＝ ｓｇｎ（ｋ）ｉｎｄＬ ±Ｆ ± （ ｔ） ＝ Ｎ ± ＝ ０．

Ｆ ±（ ｚ） ≠ ０， ｌｎ Ｆ ±（ ｚ） 分区 Ｋ⁃ 解析， 连续延拓 Ｆ ±（ ｔ） ≠ ０， 且 ｌｎ Ｇ（ ｔ） 与 ｌｎ Ｆ ±（ ｔ） 皆为单值函

数．式（４） 两边取对数得 ｌｎ Ｆ ＋（ ｔ） － ｌｎ Ｆ －（ ｔ） ＝ ｌｎ Ｇ（ ｔ） ．由式（７） 得齐次 Ｒ 问题（在 Ｆ（∞ ） ＝ １
的附加条件下）的解

　 　 ｌｎ Ｆ（ ｚ） ＝ ｓｇｎ（ｋ）
２πｉ ∫Ｌ

ｌｎ Ｇ（ ｔ）
（ ｔ － ｚ）（ｋ）

ｄｔ（ｋ）， Ｆ（ ｚ） ＝ ｅｘｐ ｓｇｎ（ｋ）
２πｉ ∫Ｌ

ｌｎ Ｇ（ ｔ）
（ ｔ － ｚ）（ｋ）

ｄｔ（ｋ）{ } ．

当 κ ＝ ｓｇｎ（ｋ）ｉｎｄＬＧ（ ｔ） ≠ ０ 时，ｌｎ Ｇ（ ｔ） 为非单值函数．改写式（４）：
　 　 Ｆ ＋（ ｔ） ＝ Ｇ０（ ｔ） ｔκ（ｋ）Ｆ

－（ ｔ），
其中 Ｇ０（ ｔ） ＝ ｔ －κ（ｋ）Ｇ（ ｔ） ．因

　 　 ｉｎｄＬＧ０（ ｔ） ＝ ｉｎｄＬ ｔ
－κ（ｋ） ＋ ｉｎｄＬＧ（ ｔ） ＝ － ｓｇｎ（ｋ）κ ＋ ｓｇｎ（ｋ）κ ＝ ０，

由以上讨论的结论得解

　 　
Ｆ（ ｚ） ＝

ｅΓ（ ｚ）， ｚ ∈ Ｓ ＋，
ｚ －κ（ｋ）ｅΓ（ ｚ）， ｚ ∈ Ｓ －，{

Γ（ ｚ） ＝ ｓｇｎ（ｋ）
２πｉ ∫Ｌ

ｌｎ［ ｔ －κ（ｋ）Ｇ（ ｔ）］
（ ｔ － ｚ）（ｋ）

ｄｔ（ｋ） ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（９）

由定理 １．２ 可知此解满足 Ｈ 条件，且具有在有限平面内（包括在边界 Ｌ 上） 处处非零，在
无穷远点有 － κ 阶的特性，把具有这种特性的解称为齐次 Ｒ 问题的标准解，记为

　 　 Ｘ（ ｚ） ＝
ｅΓ（ ｚ）， ｚ ∈ Ｓ ＋，
ｚ －κ（ｋ）ｅΓ（ ｚ）， ｚ ∈ Ｓ － ．{ （１０）

利用标准解就可得齐次 Ｒ 问题的一般解有如下结论：
定理 ２．１　 若齐次 Ｒ 问题的指标为 κ， 则

１） 在 Ｆ（∞ ） ＝ ａ（ａ ≠ ０） 有限的附加条件下，当 κ ≥ ０ 时，齐次 Ｒ 问题有解 Ｆ（ ｚ） ＝
Ｐκ（ ｚ）Ｘ（ ｚ）（其中当 κ ＝ ０ 时， Ｐκ（ ｚ） ≡ Ｃ，Ｃ 是任意常数）；当 κ ＜ ０ 时，齐次 Ｒ 问题无解．

２） 在 Ｆ（∞ ） ＝ ０ 的条件下，当 κ ≤ ０ 时，齐次 Ｒ 问题无解；当 κ ＞ ０ 时，齐次 Ｒ 问题有解

Ｆ（ ｚ） ＝ Ｐκ －１（ ｚ）Ｘ（ ｚ） ．其中 Ｘ（ ｚ） 由式（１０） 给出， Ｐκ（ ｚ） 为 ｚ（ｋ） 的 κ 次任意复系数多项式，
Ｐ０（ ｚ） ≡ Ｃ（Ｃ 是任意常数）．
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证明 　 设齐次 Ｒ 问题的一般解为 Ｆ（ ｚ）， 从而有 Ｆ ＋（ ｔ） ＝ Ｇ（ ｔ）Ｆ －（ ｔ）， 又 Ｘ ＋（ ｔ） ＝
Ｇ（ ｔ）Ｘ －（ ｔ）， 由标准解 Ｘ（ ｚ） 非零的特性得 Ｆ ＋（ ｔ） ／ Ｘ ＋（ ｔ） ＝ Ｆ －（ ｔ） ／ Ｘ －（ ｔ）（ ｔ ÎＬ） ．作Ｋ⁃解析的延

拓， 再注意到附加条件 Ｆ（∞ ） 有限或为 ０， Ｆ（ ｚ） ／ Ｘ（ ｚ） 在全平面除∞外 Ｋ⁃解析， 在∞具有有

限阶．
１） 在 Ｆ（∞ ） ＝ ａ（ａ ≠ ０） 有限的附加条件下，当 κ ≥ ０ 时，因 ∞ 至多为 Ｆ（ ｚ） 的 ０ 阶极，

Ｆ（ ｚ） ／ Ｘ（ ｚ） 在 ∞ 至多有 κ 阶极，由广义 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ（刘维尔）定理 Ｆ（ ｚ） ／ Ｘ（ ｚ） ＝ Ｐκ（ ｚ）， Ｆ（ ｚ） ＝
Ｐκ（ ｚ）Ｘ（ ｚ）（其中 Ｐκ（ ｚ） 为 ｚ（ｋ） 的 κ 次任意复系数多项式， 当 κ ＝ ０ 时， Ｐκ（ ｚ） ≡ Ｃ，Ｃ 是任意

常数）； 当 κ ＜ ０ 时，Ｆ（∞ ） ／ Ｘ（∞ ） ＝ ０， 由 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定理得 Ｆ（ ｚ） ≡ ０， 此时称问题无解．
２） 在 Ｆ（∞ ） ＝ ０的附加条件下，当 κ ≤０即 κ － １≤－ １时， 因 Ｆ（∞ ） ＝ ０， ∞ 至多为 Ｆ（ ｚ）

的 － １ 阶极， ∞ 为 Ｆ（ ｚ） ／ Ｘ（ ｚ） 的零点：Ｆ（∞ ） ／ Ｘ（∞ ） ＝ ０， 故齐次 Ｒ 问题只有解 Ｆ（ ｚ） ≡ ０，此
时问题无解；当κ ＞ ０时， Ｆ（ ｚ） ／ Ｘ（ ｚ） 在∞ 至多有κ － １阶极，由广义Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ定理Ｆ（ ｚ） ／ Ｘ（ ｚ）
＝ Ｐκ －１（ ｚ），齐次 Ｒ 问题有解 Ｆ（ ｚ） ＝ Ｐκ －１（ ｚ）Ｘ（ ｚ） ．
２．１．２　 非齐次 Ｒ 问题

下面笔者仍然利用齐次 Ｒ 问题标准解来讨论非齐次 Ｒ 问题，关于非齐次 Ｒ 问题的一般解

有如下结论．
定理 ２．２　 若 Ｒ 问题的指标为 κ，则在 Ｆ（∞ ） ＝ ａ（≠ ０） 有限的附加条件下，当 κ ≥ ０ 时，

非齐次 Ｒ 问题对任意的自由项 ｇ（ ｔ） 可解，它的一般解为

　 　 Ｆ（ ｚ） ＝ Ｘ（ ｚ）
ｓｇｎ（ｋ）
２πｉ ∫Ｌ

ｇ（ ｔ）
Ｘ ＋ （ ｔ）（ ｔ － ｚ）（ｋ）

ｄｔ（ｋ） ＋ Ｐκ（ ｚ）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

其中 Ｐκ（ ｚ） 为 ｚ（ｋ） 的 Ｖ 次任意复系数多项式，当 κ ＝ ０ 时， Ｐκ（ ｚ） ≡ Ｃ，Ｃ 是任意常数．
当 κ ＝ － １ 时，非齐次 Ｒ 问题有唯一解

　 　 Ｆ（ ｚ） ＝ ｓｇｎ（ｋ）Ｘ（ ｚ）
２πｉ ∫

Ｌ

ｇ（ ｔ）
Ｘ ＋ （ ｔ）（ ｔ － ｚ）（ｋ）

ｄｔ（ｋ） ． （１１）

当 κ ＜ － １ 时， 非齐次 Ｒ 问题一般来说无解．当且仅当 ｇ（ ｔ） 满足 － κ － １ 个条件：

　 　 ∫
Ｌ

ｇ（ ｔ） ｔｎ－１（ｋ）
Ｘ ＋ （ ｔ）

ｄｔ（ｋ） ＝ ０，　 　 ｎ ＝ １，２，…， － κ － １ （１２）

时，有唯一解， 解由式（１１）给出．
证明　 设 Ｘ（ ｚ） 为式（５） 中对应的齐次 Ｒ问题的标准解，即 Ｇ（ ｔ） ＝ Ｘ ＋（ ｔ） ／ Ｘ －（ ｔ） ．将 Ｇ（ ｔ）

代入式（５）得

　 　 Ｆ ＋ （ ｔ）
Ｘ ＋ （ ｔ）

－ Ｆ － （ ｔ）
Ｘ － （ ｔ）

＝ ｇ（ ｔ）
Ｘ ＋ （ ｔ）

，　 　 ｔ ∈ Ｌ， ｇ（ ｔ）
Ｘ ＋ （ ｔ）

∈ Ｈ， （１３）

　 　 ｇ（ ｔ）
Ｘ ＋ （ ｔ）

＝ ψ ＋ （ ｔ） － ψ － （ ｔ）， ψ（ ｚ） ＝ ｓｇｎ（ｋ）
２πｉ ∫Ｌ

ｇ（ ｔ）
Ｘ ＋ （ ｔ）（ ｔ － ｚ）（ｋ）

ｄｔ（ｋ） ． （１４）

由式（１３）、（１４）得

　 　 Ｆ ＋ （ ｔ）
Ｘ ＋ （ ｔ）

－ ψ ＋ （ ｔ） ＝ Ｆ － （ ｔ）
Ｘ － （ ｔ）

－ ψ － （ ｔ） ．

当 κ ≥ ０ 时， 因 ∞ 至多为 Ｆ（ ｚ） 的 ０ 阶极， ψ（∞ ） ＝ ０， 故 Ｆ（ ｚ） ／ Ｘ（ ｚ） 在 ∞ 至多有 κ 阶

极．由广义 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ定理得［Ｆ（ ｚ） ／ Ｘ（ ｚ）］ － ψ（ ｚ） ＝ Ｐκ（ ｚ）， Ｆ（ ｚ） ＝ Ｘ（ ｚ）［ψ（ ｚ） ＋ Ｐκ（ ｚ）］， 其中

Ｐκ（ ｚ） 为 ｚ（ｋ） 的 κ 次任意复系数多项式，当 κ ＝ ０ 时， Ｐκ（ ｚ） ≡ Ｃ，Ｃ 是任意常数．
当 κ ＜ ０时， Ｆ（ ｚ） ／ Ｘ（ ｚ） 以无穷远为 － κ 阶零点， 从而得［Ｆ（ ｚ） ／ Ｘ（ ｚ）］ － ψ（ ｚ） ＝ ０，Ｆ（ ｚ）

９０８Ｋ⁃解析函数的 Ｒｉｅｍａｎｎ 边值问题



＝ Ｘ（ ｚ）ψ（ ｚ），此时 Ｆ（ ｚ） 以无穷远点为极，阶数不高于 － κ － １．当 κ ＝ － １ 时， Ｆ（ ｚ） 以无穷远点

为 ０阶极点， 非齐次Ｒ问题有唯一解， 其解由式（１１） 给出；当 κ ＜ － １ 时， 问题一般不可解．设
展开式［１４⁃１５］：

　 　 ψ（ ｚ） ＝ ∑
¥

ｎ ＝ １
ｃｎｚ

－ｎ（ｋ）， ｃｎ ＝ － ｓｇｎ（ｋ）
２πｉ ∫

Ｌ

ｇ（ ｔ） ｔｎ－１（ｋ）
Ｘ ＋ （ ｔ）

ｄｔ（ｋ），　 　 ｎ ＝ １，２，３，… ．

为了保证 Ｆ（ ｚ） 在 ∞ 处有 ０ 阶极， 须且只须展开式中前面的 － κ － １ 个系数 ｃｎ ≡ ０， 即

　 　 ∫
Ｌ

ｇ（ ｔ） ｔｎ－１（ｋ）
Ｘ ＋ （ ｔ）

ｄｔ（ｋ） ≡ ０，　 　 ｎ ＝ １，２，…， － （κ ＋ １） ．

这就是说当且仅当 － κ － １ 个可解条件（１２） 满足时， 非齐次 Ｒ 问题有唯一解， 解由式

（１１） 给出．通过同样的讨论可得非齐次 Ｒ 问题在 Ｆ（∞ ） ＝ ０ 的附加条件下也有类似的结论．
定理 ２．３　 若 Ｒ 问题的指标为 κ，则在 Ｆ（∞ ） ＝ ０ 的附加条件下，当 κ ≥０ 时，非齐次 Ｒ 问

题对任意的自由项 ｇ（ ｔ） 可解， 它的一般解为

　 　 Ｆ（ ｚ） ＝ Ｘ（ ｚ）
ｓｇｎ（ｋ）
２πｉ ∫Ｌ

ｇ（ ｔ）
Ｘ ＋ （ ｔ）（ ｔ － ｚ）（ｋ）

ｄｔ（ｋ） ＋ Ｐκ －１（ ｚ）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （１５）

其中 Ｘ（ ｚ） 可由式（１０） 给出，Ｐκ －１（ ｚ） 为 ｚ（ｋ） 的 κ － １ 次任意复系数多项式（当 κ ＝ ０ 时，
Ｐκ －１（ ｚ） ≡ ０） ．

当 κ ＜ ０ 时， 非齐次 Ｒ 问题一般来说无解，它有解的充要条件是自由项 ｇ（ ｔ） 满足 － κ 个

条件：

　 　 ∫
Ｌ

ｇ（ ｔ） ｔｎ－１（ｋ）
Ｘ ＋ （ ｔ）

ｄｔ（ｋ） ≡ ０，　 　 ｎ ＝ １，２，…， － κ ． （１６）

当可解条件（１６）成立时， 其解唯一且由式（１５）中令 Ｐκ －１（ ｚ） ≡ ０ 给出．
２．２　 多连通区域的 Ｒｉｅｍａｎｎ边值问题

在多连通域中，因 Ｌ１，Ｌ２，…，Ｌｐ 存在，记 Ｌ ｊ 上的指标

　 　 κ ｊ ＝
Δ ｓｇｎ（ｋ）ｉｎｄＬｊＧ（ ｔ） ＝ （２π） －１ｓｇｎ（ｋ）［ａｒｇ Ｇ（ ｔ）］ Ｌｊ 　 　 （ ｊ ＝ ０，１，…，ｐ），

这里点 ｔ 是沿每个 Ｌ ｊ 的正方向．边值问题的指标

　 　 κ ＝ ∑ ｐ

ｊ ＝ ０
κ ｊ ．

引入函数 Π（ ｚ） ＝ ∏ ｐ

ｊ ＝ １
［（ ｚ － ａ ｊ）（ｋ）］ κ ｊ，其中 ａ ｊ 为 Ｌ ｊ（ ｊ ＝ １，２，…，ｐ） 内任意一点．这样就有

　 　 ａｒｇ［ ｔ －κ（ｋ）Π（ ｔ）Ｇ（ ｔ）］ Ｌｊ
＝ ０　 　 （ ｊ ＝ ０，１，…，ｐ） ．

改写条件（４）：
　 　 Π（ ｔ）Ｆ ＋（ ｔ） ＝ ｔκ（ｋ）［ ｔ －κ（ｋ）Π（ ｔ）Ｇ（ ｔ）］Ｆ －（ ｔ） ．

与单连通区域类似，可得多连通区域齐次 Ｒ 问题的标准解为

　 　
Ｘ（ ｚ） ＝

Π －１（ ｚ）ｅΓ（ ｚ）， ｚ ∈ Ｓ ＋，
ｚ －κ（ｋ）ｅΓ（ ｚ）， ｚ ∈ Ｓ －，{

Γ（ ｚ） ＝ ｓｇｎ（ｋ）
２πｉ ∫Ｌ

ｌｎ［ ｔ －κ（ｋ）Π（ ｔ）Ｇ（ ｔ）］
（ ｔ － ｚ）（ｋ）

ｄｔ（ｋ） ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１７）

设齐次 Ｒ 问题的一般解为 Ｆ（ ｚ）， 由 Ｘ（ ｚ） 非零的特性及式 （４） 得：Ｆ ＋（ ｔ） ／ Ｘ ＋（ ｔ） ＝
Ｆ －（ ｔ） ／ Ｘ －（ ｔ）（ ｔ ÎＬ）， 类似于单连通区域的讨论， 可得多连通区域的齐次和非齐次 Ｒ 问题的

一般解．
定理 ２．４　 若 Ｒ 问题的指标为 κ， 则
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１） 在 Ｆ（∞ ） ＝ ａ（ａ≠０） 有限的附加条件下， 当 κ ＜ ０时， 齐次 Ｒ问题无解；当 κ ≥０时，
齐次 Ｒ 问题有解 Ｆ（ ｚ） ＝ Ｐκ（ ｚ）Ｘ（ ｚ） ．

２） 在 Ｆ（∞ ） ＝ ０的附加条件下，当 κ ≤０时，齐次 Ｒ问题无解；当 κ ＞ ０时，齐次 Ｒ问题有

解 Ｆ（ ｚ） ＝ Ｐκ －１（ ｚ）Ｘ（ ｚ） ．其中 Ｘ（ ｚ） 由式（１７） 给出，Ｐκ（ ｚ） 为 ｚ（ｋ） 的 κ 次任意复系数多项式，
Ｐ０（ ｚ） ≡ Ｃ，Ｃ 是任意常数．

定理 ２．５　 若 Ｒ 问题的指标为 κ， 则

１） 在 Ｆ（∞ ） ＝ ａ（ａ ≠０） 有限的附加条件下，当 κ ≥－ １ 时， 非齐次 Ｒ 问题对任意的自由

项 ｇ（ ｔ） 可解，它的一般解为

　 　 Ｆ（ ｚ） ＝ Ｘ（ ｚ）［ψ（ ｚ） ＋ Ｐκ（ ｚ）］； （１８）
当 κ ＜ － １ 时， 非齐次 Ｒ 问题一般来说无解．当且仅当 ｇ（ ｔ） 满足 － κ － １ 个条件

　 　 ∫
Ｌ

ｇ（ ｔ） ｔｎ－１（ｋ）
Ｘ ＋ （ ｔ）

ｄｔ（ｋ） ≡ ０　 　 （ｎ ＝ １，２，…， － κ － １）

时有唯一解．解由式（１８）（其中 Ｐκ（ ｚ） ≡ ０） 给出．
２） 在 Ｆ（∞ ） ＝ ０ 的附加条件下， 当 κ ≥ ０ 时， 非齐次 Ｒ 问题对任意的自由项 ｇ（ ｔ） 可解，

它的一般解为

　 　 Ｆ（ ｚ） ＝ Ｘ（ ｚ）［ψ（ ｚ） ＋ Ｐκ －１（ ｚ）］； （１９）
当 κ ＜ ０ 时， 非齐次 Ｒ 问题一般来说无解．当且仅当 ｇ（ ｔ） 满足 － κ 条件

　 　 ∫
Ｌ

ｇ（ ｔ） ｔｎ－１（ｋ）
Ｘ ＋ （ ｔ）

ｄｔ（ｋ） ≡ ０　 　 （ｎ ＝ １，２，…， － κ）

时有唯一解．解由式（１９）（其中 Ｐκ －１（ ｚ） ≡ ０） 给出．在式（１８）、（１９） 中的 Ｘ（ ｚ） 与 ψ（ ｚ） 分别由

式（１７） 与（１４） 给出， Ｐκ（ ｚ） 为 ｚ（ｋ） 的 κ 次任意多项式，其中 Ｐ －１（ ｚ） ≡ ０．
例 ２．１　 在函数类 Ｆ（Ｄ（ｋ）） 中求解非齐次 Ｒｉｅｍａｎｎ 边值问题：
　 　 Ｆ ＋（ ｔ） ＝ ｔ（ｋ）［ ｔ２（ｋ） － １］ －１Ｆ －（ ｔ） ＋ ［ ｔ３（ｋ） － ｔ２（ｋ） ＋ １］［ ｔ２（ｋ） － ｔ（ｋ）］ －１，

　 　 ｔ ÎＬ， Ｆ －（∞ ） ＝ ０．
１） Ｌ ＝ { ｔ： ｜ ｔ（ｋ） ｜ ＝ ２ －１ } ；
２） Ｌ ＝ { ｔ： ｜ ｔ（ｋ） ｜ ＝ ２ } ．
解　 Ｇ（ ｔ） ＝ ｔ（ｋ）［ ｔ２（ｋ） － １］ －１， ｇ（ ｔ） ＝ ［ ｔ３（ｋ） － ｔ２（ｋ） ＋ １］［ ｔ２（ｋ） － ｔ（ｋ）］ －１ ．
１） Ｌ ＝ { ｔ： ｜ ｔ（ｋ） ｜ ＝ ２ －１ } 内含有点 ０，κ ＝ （２π） －１ｓｇｎ（ｋ）［ａｒｇ Ｇ（ ｔ）］ Ｌ ＝ １ ＞ ０， Ｒ 问题无

条件可解．由式（９）、（１０）得

　 　 Γ（ ｚ） ＝ ｓｇｎ（ｋ）
２πｉ ∫Ｌ

ｌｎ［ ｔ２（ｋ） － １］ －１

（ ｔ － ｚ）（ｋ）
ｄｔ（ｋ） ＝

ｌｎ［ ｚ２（ｋ） － １］ －１， ｚ ∈ Ｓ ＋，
０， ｚ ∈ Ｓ －；{

　 　 Ｘ（ ｚ） ＝
ｅΓ（ ｚ） ＝ ［ ｚ２（ｋ） － １］ －１， ｚ ∈ Ｓ ＋，
ｚ －１（ｋ）ｅΓ（ ｚ） ＝ ｚ －１（ｋ）， ｚ ∈ Ｓ － ．{

　 　 ψ（ ｚ） ＝Δ ｓｇｎ（ｋ）
２πｉ ∫Ｌ

ｇ（ ｔ）
Ｘ ＋ （ ｔ）（ ｔ － ｚ）（ｋ）

ｄｔ（ｋ） ＝

　 　 　 　 ｓｇｎ（ｋ）
２πｉ ∫Ｌ

（ ｔ２（ｋ） － １）（ ｔ３（ｋ） － ｔ２（ｋ） ＋ １）
（ ｔ２（ｋ） － ｔ（ｋ））（ ｔ － ｚ）（ｋ）

ｄｔ（ｋ） ＝

　 　 　 　 ｓｇｎ（ｋ）
２πｉ ∫Ｌ

ｔ３（ｋ） － ｔ（ｋ） ＋ １ ＋ ｔ －１（ｋ）
（ ｔ － ｚ）（ｋ）

ｄｔ（ｋ） ＝
ｚ３（ｋ） － ｚ（ｋ） ＋ １， ｚ ∈ Ｓ ＋，
－ ｚ －１（ｋ）， ｚ ∈ Ｓ － ．{

由定理 ２．３ 得 Ｒ 问题的解：

１１８Ｋ⁃解析函数的 Ｒｉｅｍａｎｎ 边值问题



　 　 Ｆ（ ｚ） ＝ Ｘ（ ｚ）［ψ（ ｚ） ＋ Ｃ］ ＝
［ ｚ２（ｋ） － １］ －１［ ｚ３（ｋ） － ｚ（ｋ） ＋ １ ＋ Ｃ］， ｚ ∈ Ｓ ＋，
ｚ －１（ｋ）［ － ｚ －１（ｋ） ＋ Ｃ］， ｚ ∈ Ｓ － ．{

２） Ｌ ＝ { ｔ： ｜ ｔ（ｋ） ｜ ＝ ２ } 内含有点 ０ 与 ± １， κ ＝ （２π） －１ｓｇｎ（ｋ）［ａｒｇ Ｇ（ ｔ）］ Ｌ ＝ － １ ＜ ０， 由

式（９）、（１０）得

　 　 Γ（ ｚ） ＝ ｓｇｎ（ｋ）
２πｉ ∫Ｌ

ｌｎ { ｔ２（ｋ）［ ｔ２（ｋ） － １］ －１ }

（ ｔ － ｚ）（ｋ）
ｄｔ（ｋ） ＝

　 　 　 　
０， ｚ ∈ Ｓ ＋，
ｌｎ { ｚ －２（ｋ）［ ｚ２（ｋ） － １］ } ， ｚ ∈ Ｓ －，{

　 　 Ｘ（ ｚ） ＝
ｅΓ（ ｚ） ＝ １， ｚ ∈ Ｓ ＋，
ｚ（ｋ）ｅΓ（ ｚ） ＝ ｚ －１（ｋ）［ ｚ２（ｋ） － １］， ｚ ∈ Ｓ －，{

　 　 ψ（ ｚ） ＝Δ ｓｇｎ（ｋ）
２πｉ ∫Ｌ

ｔ３（ｋ） － ｔ２（ｋ） ＋ １
（ ｔ２（ｋ） － ｔ（ｋ））（ ｔ － ｚ）（ｋ）

ｄｔ（ｋ） ＝

　 　 　 　
ｚ（ｋ）， ｚ ∈ Ｓ ＋，
－ ｚ －１（ｋ）［ ｚ（ｋ） － １］ －１， ｚ ∈ Ｓ － ．{

因 κ ＝ － １ ＜ ０， Ｒ 问题可解的 － κ － １ 个条件满足

　 　 ∫
Ｌ

ｇ（ ｔ）
Ｘ ＋ （ ｔ）

ｄｔ（ｋ） ＝ ∫
Ｌ

ｔ３（ｋ） － ｔ２（ｋ） ＋ １
ｔ２（ｋ） － ｔ（ｋ）

ｄｔ（ｋ） ＝

　 　 　 　 ∫
Ｌ
ｔ（ｋ） － １

ｔ（ｋ）
＋ １
ｔ（ｋ） － １

é

ë
êê

ù

û
úú ｄｔ（ｋ） ＝ ０．

故非齐次 Ｒ 问题有唯一解：

　 　 Ｆ（ ｚ） ＝ Ｘ（ ｚ）ψ（ ｚ） ＝
ｚ（ｋ）， ｚ ∈ Ｓ ＋，
－ ｚ －２（ｋ）［ ｚ（ｋ） ＋ １］， ｚ ∈ Ｓ － ．{

３　 结　 　 论

在前面部分，本文给出 Ｃａｕｃｈｙ 型 Ｋ⁃积分及其边界值性质，利用它分别得到单连通区域和

多连通区域的 Ｒｉｅｍａｎｎ 边值问题有分片 Ｋ⁃解析函数解的条件和解的表达式，即定理 ２．４、２．５．
这是因为围线 Ｌ ＝ Ｌ０ ＋ Ｌ１ ＋ … ＋ Ｌｐ 中，当 Ｌ１，Ｌ２，…，Ｌｐ 不存在时，以其为边界的区域就是单连

通区域，定理 ２．１～２．３ 是定理 ２．４、２．５ 的特例；又当 ｋ ＝ ± １ 时，Ｋ⁃解析函数［１⁃４，１１⁃１２，１４⁃１５］分别为解

析函数［５⁃９］与共轭解析函数［５，１０，１３，１６］，因此以上所得结果包含了（共轭）解析函数中的相应结

论［５，７⁃１０，１３］，它们是（共轭）解析函数理论的继续和应用．
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