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摘要：　 针对 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 动力系统时变非线性问题，应用混合能变分原理，提出 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的离散

积分保辛算法．在此基础上，对 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统引入参变量，设计非线性问题迭代算法格式，通过对参

变量的调整，在积分格点上实现了 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统数值积分保辛同时保能的目标．
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引　 　 言

Ｈａｉｒｅｒ，Ｌｕｂｉｃｈ 和 Ｗａｎｎｅｒ 的著作［１］讲的主要是保守动力系统的数值积分．在其第一版的

序言中说明了：什么是 ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ⁃ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ．本文这里不再赘述．
动力学必然导向 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系，辛对称是 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 正则方程所特有的数学性质，其核心

就是“辛对称群” ［２］ ．一般给出 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数，精确求解十分困难，只能寻求近似解．离散时，文
献［３］提出“不可积系统，保辛近似算法不能使能量守恒” （ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ
ｃａｎｎｏｔ ｐｒｅｓｅｒｖｅ ｅｎｅｒｇｙ ｆｏｒ ｎｏｎｉｎｔｅｇｒａｂｌｅ ｓｙｓｔｅｍ）的误判．这就将首次积分［１］（ｆｉｒｓｔ ｉｎｔｅｇｒａｔｏｒｓ，其实

就是积分守恒量）与保辛对立起来了．首次积分本来是正则方程的部分后果，它与保辛是不应

该对立的．
受文献［３］理论的影响，著作［１］将首次积分作为几何量，希望在数值积分时达到保守，同

时也汇合了 ＤＡＥ（ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎ）的位移约束的几何量等，称为 ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ⁃ｐｒｅｓｅｒ⁃
ｖｉｎｇ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ．随后，有许多文章抛弃了保辛［１］，只求 ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ⁃ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ，可谓舍本逐末．笔者

认为这不是正确的方向．例如，动力学 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的数值积分，如果只关心其能量守恒，而偏

离了保辛，则就有问题：这是动力学吗？ 将能量保守与动力学保辛对立起来不行，它们应当是

兼容的．文献［２，４］就提出了保辛⁃守恒算法，说明保辛和能量守恒本来是不对立的．
保辛对于首次积分不能严格满足，但大体上是可以的．尤其，对于机械 ＤＡＥ 系统，有祖冲

之类的算法［２］，其数值结果表明，约束条件满足很好．然而，应注意 ＤＡＥ 系统的约束是在位移
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空间的约束．而首次积分是在状态空间取常数的．约束的性质不同，不可等同．
以往的保辛算法是基于 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数和变形能的［２，４］，实际中有的课题只能提供 Ｈａｍｉｌｔｏｎ

函数，而无法给出 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数，例如非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程等．本文针对 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 非线性动

力系统，应用混合能变分原理，提出保辛算法，然后引入参变量，通过对参变量的调整，达到能

量守恒的目的，实现 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统保辛⁃保能算法．本文方法只需要有 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数就可以执

行，这样就拓宽了保辛⁃保能算法的应用范围．

１　 混合能的保辛算法

对于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 非线性动力系统，若给出 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数为 Ｈ（ｑ，ｐ） ，则对偶方程

　 　 ｑ ＝ ∂Ｈ ／ ∂ｐ ＝ Ａｑ ＋ Ｄｐ， ｐ ＝ － ∂Ｈ ／ ∂ｑ ＝ － Ｂｑ － ＡＴｐ （１）
是一般的时变非线性动力方程，难以分析求解，只能采用近似数值积分．如果是时不变线性系

统，矩阵 Ａ，Ｂ，Ｄ 是不变的．
动力学是初值问题，近似系统是离散的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统，其对应的二类变量变分原理是

　 　 δ ∫ｔｆ
ｔ０
［ｐＴｑ － Ｈ（ｑ，ｐ）］ｄｔ ＝ ０． （２）

可将时间划分为 ｔ０ ＝ ０，ｔ１ ＝ η，ｔ２ ＝ ２η，…，ｔｋ ＝ ｋη，…，当然 η 很小．假设用 ｋ＃ 表示时间区段

（ ｔｋ－１ ～ ｔｋ） ．将泛函（２） 离散．按著作［５］ § １．９所述推论，时间区段 ｋ＃：（ ｔｋ－１ ～ ｔｋ） 的混合能全微

分为

　 　
ｄＶ（ｑｋ－１，ｐｋ） ＝ ｑＴ

ｋ ｄｐｋ ＋ ｐＴ
ｋ－１ｄｑｋ－１，

ｐｋ－１ ＝ ∂Ｖ（ｑｋ－１，ｐｋ） ／ ∂ｑｋ－１， ｑｋ ＝ ∂Ｖ（ｑｋ－１，ｐｋ） ／ ∂ｐｋ ．
{ （３）

混合能的区段合并变分原理为

　 　 Ｖｋ－１，ｋ＋１（ｑｋ－１，ｐｋ＋１，ｔｋ－１，ｔｋ＋１） ＝ ｍｉｎ
ｑｋ

［ｍａｘ
ｐｋ

［ｐＴ
ｋ ｑｋ － Ｖｋ－１，ｋ（ｑｋ－１，ｐｋ，ｔｋ－１，ｔｋ）］ ＋

　 　 　 　 Ｖｋ，ｋ＋１（ｑｋ，ｐｋ＋１，ｔｋ，ｔｋ＋１）］ ． （４）
区段混合能可表示为

　 　
Ｖ（ｑｋ－１，ｐｋ） ＝ － ｑＴ

ｋ－１Ｑｑｋ－１ ／ ２ ＋ ｐＴ
ｋＦｑｋ－１ ＋ ｐＴ

ｋＧｐｋ ／ ２，
Ｑ ＝ Ｑ（ ｔｋ－１，ｔｋ）， Ｆ ＝ Ｆ（ ｔｋ－１，ｔｋ）， Ｇ ＝ Ｇ（ ｔｋ－１，ｔｋ），

ｑｋ ＝ Ｑｑｋ－１ ＋ ＦＴｐｋ， ｐｋ－１ ＝ Ｆｑｋ－１ ＋ Ｇｐｋ ．
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ï
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ïï

（５）

非线性系统时， Ｆ，Ｇ，Ｑ 是 ｑｋ－１，ｐｋ 的函数．而 Ｆ，Ｇ，Ｑ 是可用区段长度 η 展开的：

　 　

Ｆ（η） ＝ Ｉ ＋ φ１η ＋ φ２η ２ ＋ φ３η ３ ＋ φ４η ４ ＋ Ｏ（η ５），

Ｇ（η） ＝ γ１η ＋ γ２η ２ ＋ γ３η ３ ＋ γ４η ４ ＋ Ｏ（η ５），

Ｑ（η） ＝ θ１η ＋ θ２η ２ ＋ θ３η ３ ＋ θ４η ４ ＋ Ｏ（η ５） ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（６）

具体计算公式为

　 　

γ１ ＝ － Ｄ， γ２ ＝ （Ａγ１ ＋ γ１ＡＴ） ／ ２，

γ３ ＝ （Ａγ２ ＋ γ２ＡＴ － γ１Ｂγ１） ／ ３， γ４ ＝ （Ａγ３ ＋ γ３ＡＴ － γ２Ｂγ１ － γ１Ｂγ２） ／ ４，
φ１ ＝ Ａ， φ２ ＝ （Ａφ１ － γ１Ｂ） ／ ２，
φ３ ＝ （Ａφ２ － γ２Ｂ － γ１Ｂφ１） ／ ３， φ４ ＝ （Ａφ３ － γ３Ｂ － γ２Ｂφ１ － γ１Ｂφ２） ／ ４，

θ１ ＝ Ｂ， θ２ ＝ （φＴ
１Ｂ ＋ Ｂφ１） ／ ２，

θ３ ＝ （φＴ
２Ｂ ＋ Ｂφ２ ＋ φＴ

１Ｂφ１） ／ ３， θ４ ＝ （φＴ
３Ｂ ＋ Ｂφ３ ＋ φＴ

２Ｂφ１ ＋ φＴ
１Ｂφ２） ／ ４ ．
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ïï

ï
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ï
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（７）
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用混合能来积分，因为有式（５）的展开式，这是区段变形能不具备的．从区段混合能转化到

区段变形能（作用量） ［２］是

　 　 Ｕ（ｑｋ－１，ｑｋ） ＝ ｍａｘ
ｐｋ

［ｐＴ
ｋ ｑｋ － Ｖ（ｑｋ－１，ｐｋ）］ ． （８）

不过实际中有些课题，只能提供区段混合能，而按式（８）提供区段变形能不容易．
离散后，根据式（５），利用区段 ｋ＃：（ ｔｋ－１ ～ ｔｋ） 混合能的逐步积分算法可执行如下：

１） 已知 ｑｋ－１，ｐｋ－１，要积分区段 ｋ＃：（ ｔｋ－１ ～ ｔｋ），以计算 ｑｋ，ｐｋ ．
２） 根据已知的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数，由方程（１）得到的 Ａ，Ｂ，Ｄ，通过式（７） 和（６） 计算 Ｆ（η），

Ｇ（η），Ｑ（η） ．
３） 通过方程组（５），联立求解得到 ｑｋ，ｐｋ ．
４） 检验 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数的能量，一般不守恒，但相差很小．
５） 既然已经计算得到 ｑｋ，ｐｋ，则区段 ｋ＃：（ ｔｋ－１ ～ ｔｋ） 的积分已经完成，可进入后面区段（ｋ ＋

１） ＃ 时间区段的积分．
这样积分虽然保辛但因为没有参变量，故无法调整能量．但以往的保辛算法［２，４］ 是基于变

形能的，需要 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数；而以上算法只要有 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数 Ｈ（ｑ，ｐ） 就可以执行．实际中有

些课题只能提供 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数，例如非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程，等．

２　 无阻尼 Ｄｕｆｆｉｎｇ 弹簧保辛数值计算

就以 Ｄｕｆｆｉｎｇ 弹簧为例来说明方法论．用具体的例题表述便于理解．说清楚无阻尼 Ｄｕｆｆｉｎｇ
弹簧振动的求解，推广就容易了．无阻尼 Ｄｕｆｆｉｎｇ 弹簧自由振动微分方程是

　 　 ｑ（ ｔ） ＋ ［ω ２
ｓ ＋ βｑ２］ｑ（ ｔ） ＝ ０， （９）

初始条件为 ｑ（０） 和 ｑ（０） ．
该方程有 Ｊａｃｏｂｉ 椭圆函数的分析解［６］，这里不采用椭圆函数的分析解，而是进行离散数值

求解．
方程（９）对应的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数为

　 　 Ｈ（ｑ，ｐ） ＝ （ｐ２ ＋ ω ２
ｓ ｑ２ ＋ βｑ４ ／ ２） ／ ２． （１０）

正则对偶方程为

　 　 ｑ ＝ ∂Ｈ ／ ∂ｐ ＝ ｐ， ｐ ＝ － ∂Ｈ ／ ∂ｑ ＝ － （ω ２
ｓ ｑ ＋ βｑ３） ． （１１）

此时问题是 １ 维的，只要将上节的公式黑体修改为白体就可以了．由式（１１）得到

　 　 Ａ ＝ ０， Ｂ ＝－ （ω ２
ｓ ＋ βｑ２）， Ｄ ＝ １． （１２）

计算 Ｂ ＝－ ω ２
ｓ － βｑ２ 时，取 ｑ ＝ ｑｋ－１ ．按照上节所述步骤，逐步积分，计算得到方程的解．

算例 １　 考虑上述 Ｄｕｆｆｉｎｇ 方程（９）， 取参数 ω ｓ ＝ ０．２， β ＝ １．０； 初始条件为 ｑ（０） ＝ １．０，
ｑ（０） ＝ ｐ（０） ＝ １．０．在 ０ ｓ 到 ２０ ｓ 区间上积分，时间步长为 η ＝ ０．０２．

虽然， Ｄｕｆｆｉｎｇ 弹簧是 ｎ ＝ １的系统， 但推广到 ｎ 维系统是直截了当的．计算结果如图 １、 图

２ ．不过以上提出的算法只是保辛，并未保证算法能使首次积分也守恒，这点由图 ３（图 ４）可以

看出，Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数能量在积分过程中有波动，但相差不大．如何在保辛的前提下，又做到保

能，在下一节中介绍．

３３８保辛⁃保能的数值积分



图 １　 Ｄｕｆｆｉｎｇ 方程相轨迹 图 ２　 位移

Ｆｉｇ．１　 Ｐｈａｓｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ Ｄｕｆｆｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎ Ｆｉｇ．２　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

图 ３　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数相对误差 图 ４　 图 ３ 的放大图

Ｆｉｇ．３　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｔｈｅ Ｈａｍｉｌｔｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｆｉｇ．４　 Ｓｃａｌｉｎｇ⁃ｕｐ ｏｆ ｆｉｇ．３

３　 保辛⁃保能算法

文献［２，４］给出了保辛⁃守恒算法，是基于 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数和区段变形能位移法的．上节算法

则是基于区段混合能的．若想在保辛的基础上，要达到保能的目的，就要针对式（５）进行修改，
即对应于守恒量引入参变量．然后就是调整参变量以使区段积分时，达到首次积分量的守恒．

回顾利用区段变形能的保辛⁃守恒算法，是运用区段变形能的积分的单点积分近似，积分

点的选择可带上参变量的．这里仍然以 Ｄｕｆｆｉｎｇ 弹簧为例，说明在本文提出的基于区段混合能

的保辛守恒算法中，如何引入参变量，实现保辛⁃保能的算法．
在上一节中，对于公式（１２） Ｂ ＝－ （ω ２

ｓ ＋ βｑ２） 的计算时，ｑ 取为端部值 ｑｋ－１ ．而取端部值是

极端情况．单点积分 ｑ 可取区段 ｋ＃：（ ｔｋ－１ ～ ｔｋ） 内任意点的值．实际操作时，在计算 Ｂ 时可设

　 　 ω ２ ＝ － （ω ２
ｓ ＋ βｑ２）， （１３）

为简单计，直接将 ω ２ 就作为一个参变量．因当前只考虑能量的守恒，所以一个参变量 ω ２ 就可

以了．这样，已经可进行保辛⁃保能计算了．
通过能量守恒求解参变量 ω ２， 必然导致迭代．迭代步骤可设计如下：
１） 已知 ｑｋ－１，ｐｋ－１，积分区段 ｋ＃：（ ｔｋ－１ ～ ｔｋ），设定初始参变量 ω ２ ．
２） 根据参变量 ω ２，确定由方程（１２） 得到的 Ａ，Ｂ，Ｄ，通过式（７） 和（６） 计算 Ｆ（η），Ｇ（η），

Ｑ（η） ．
３） 已知 ｑｋ－１，ｐｋ－１，通过方程组（５），联立求解得到 ｑｋ，ｐｋ ．
４） 根据 ｑｋ，ｐｋ，计算 ｔｋ 处的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数的能量 Ｈｋ（ｑｋ，ｐｋ）， 并计算与初始 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数

之差 ΔＨ（ω ２） ＝ Ｈｋ（ｑｋ，ｐｋ） － Ｈ０（ｑ０，ｐ０） ．如果 ΔＨ 满足指定精度，则迭代结束，区段 ｋ＃：（ ｔｋ－１ ～

４３８ 孙　 　 雁　 　 　 高　 　 强　 　 　 钟　 万　 勰



ｔｋ） 的积分完成，可进入后面（ｋ ＋ １） ＃ 时间区段的积分．否则，修改新的参变量 ω ２ ．
５） 参变量 ω ２ 的修改方法可以是，根据前后两次的 ω ２ 和对应的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数值，通过割

线按直线插值，确定新的参变量 ω ２ 值，然后返回步骤 ２）．
由于用了混合能变分原理，保辛是有保证的［２］ ．这里通过参变量的调整，经过迭代求解，在

保辛的情况下，使得在积分格点处能量守恒条件得以保证．因此可称为“保辛⁃保能算法”．
算例 ２　 考虑上述 Ｄｕｆｆｉｎｇ 方程，取参数 ω ｓ ＝ ０．２， β ＝ １．０；初始条件为 ｑ（０） ＝ １．０， ｐ（０） ＝

１．０．在 ０ ｓ 到 ２０ ｓ 区间上积分，时间步长为 η ＝ ０．１．

图 ５　 Ｄｕｆｆｉｎｇ 方程相轨迹 图 ６　 位移

Ｆｉｇ．５　 Ｐｈａｓｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ Ｄｕｆｆｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎ Ｆｉｇ．６　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

图 ７　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数相对误差

Ｆｉｇ．７　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｔｈｅ Ｈａｍｉｌｔｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

图 ８　 Ｄｕｆｆｉｎｇ 方程相轨迹 图 ９　 位移

Ｆｉｇ．８　 Ｐｈａｓｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ Ｄｕｆｆｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎ Ｆｉｇ．９　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

计算结果如图 ５ 和图 ６，与文献［４］完全一致．本文方法得到的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数能量在积分
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格点上相对误差达到１０－１４（如图 ７），已经接近计算机精度．如果计算机系统精度更高，则 Ｈａｍ⁃
ｉｌｔｏｎ 函数也能达到更高的精度．

算例 ３　 Ｄｕｆｆｉｎｇ 方程同上，取参数 ω ｓ ＝ ０．２， β ＝ ５．０，此时非线性程度明显较深；初始条件

为 ｑ（０） ＝ １．０， ｐ（０） ＝ １．０．在 ０ ｓ 到 ２０ ｓ 区间上积分，时间步长为 η ＝ ０．１．
计算结果如图 ８ 和图 ９，由算例 ３ 可以看出，本文提出的保辛⁃保能算法对于非线性程度较

深时，数值结果依然很好，在积分格点上 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数的相对误差在１０－１４量级，如图 １０．说明

本文算法确实达到了保辛⁃保能的目的．

图 １０　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数相对误差

Ｆｉｇ．１０　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｔｈｅ Ｈａｍｉｌｔｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

４　 结　 　 论

本文采用混合能变分原理，保辛是在保证的．引入参变量，并通过调整参变量，使能量在积

分格点上也达到了守恒．所以本文提出的算法为保辛⁃保能算法．本文通过 Ｄｕｆｆｉｎｇ 弹簧算例，证
明了方法的有效和计算精度．虽然，Ｄｕｆｆｉｎｇ 弹簧只是一个简单例题，但方法比较一般，可以推广

到 ｎ 维系统．
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