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摘要：　 基于波传播理论，在辛空间下研究了由矩形薄板组成的板列结构的自由波属性以及受迫

振动问题．通过将薄板弯曲振动控制方程导入辛对偶体系，得到了薄板波传播参数以及各阶波形的

辛解析解．根据波在各板之间的传播、反射以及透射关系和叠加原理得到问题的解．给出了辛空间⁃
波传播框架下各板动能、应变能以及板间功率流的计算表达式．相比传统波传播方法，该方法具有

不受边界条件限制以及能够给出波模态辛解析解的特点．以一个三板组合结构为算例，通过与

ＡＢＡＱＵＳ 程序得到的有限元参考解进行对比，验证了所提出方法的高效性与精确性．由于完全基于

理性推导，不涉及任何试函数的引入，因此该方法也可推广应用于由其他类型板（如中厚板、层合

板等）组合的板列结构动力响应分析问题．
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引　 　 言

由矩形薄板组成的板列在船体、汽车及飞机等工程结构中有着大量的应用．这些交通工具

在运行过程中，会经历频带非常宽的荷载作用，由此产生的振动不但会引起结构的局部疲劳破

坏，也会使舱（车）内形成高声压级的恶劣动力学环境并可诱发声致疲劳，从而大大降低整个

系统的安全性、可靠性和舒适性．目前的分析方法只能处理特定频带内的动力响应问题，有些

方法适合于低频段分析，而有些方法只对高频段分析有效．有限元法（ＦＥＭ） ［１］等离散化方法在

结构动力分析中应用最为广泛，但是对于高频振动问题，这类方法需要划分足够精细的网格才

能准确地描述结构的变形，导致计算成本急剧增大甚至于无法接受．统计能量分析（ＳＥＡ） ［２］通

常被认为是高频振动问题最为有效的分析工具，能够快速地评估各子系统的振动．然而高模态

密度、弱耦合等基本假设将 ＳＥＡ 限制于高频段［３⁃４］ ．对于低频段与高频段之间的中频振动问
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题，在应用 ＦＥＭ 和 ＳＥＡ 进行分析时则分别面临计算成本过高和模态密集程度不足的困难．为
了解决中频振动问题，近年来国内外学者陆续提出并发展了一些新的方法．这些方法大致可分

为两类：第一类方法相比 ＦＥＭ 能分析更高频段的振动问题，这类方法中有些是基于 ＦＥＭ［５⁃６］，
有些是基于波方法［７⁃１２］，有些方法则是将波动理论和 ＦＥＭ 相结合［１３⁃１４］；第二类是放松 ＳＥＡ 的

某些假设，使得分析频率范围向更低频段拓展，包括波强度分析［１５］、统计模态能量分析［１６］、能
量有限元法［１７］以及 ＦＥ⁃ＳＥＡ 混合方法［１８］等．虽然上述这些方法均在某一方面具有比较显著的

优势，但同时也受到本身假设条件的限制．以基于波动理论的各种方法为例，有些方法只能处

理对边简支边界条件［７⁃９］；有些方法忽略了近场波成分［９］；而有些方法则在精度和数值稳定性

方面存在问题［１４］ ．
本文基于波传播理论，应用钟万勰等［１９⁃２２］ 提出并发展的辛空间方法，针对由矩形薄板组

合而成的板列结构的中频振动问题，提出一种新的高效分析方法．从波的角度描述结构的振动

行为，相比模态方法在计算精度和效率方面更具优势［１８］，辛空间方法的引入，则克服了传统波

方法在具体应用中的不足．将板的振动方程导入辛对偶体系，得到的本征值与本征向量恰好分

别是波传播方法需要的波传播参数与波形，并且较传统波方法只能在四边简支时才能给出

Ｎａｖｉｅｒ 形式的闭合解，辛方法在任意简单边界组合下均能提供波模态的辛解析解，对此类板列

结构中低频段的振动分析具有显著的优势．值得注意的是， 本文方法容易考虑剪切变形和转

动惯量的影响， 从而可对更高频段的振动问题进行分析， 这里只基于薄板理论给出基本的推

导过程．

１　 弹性薄板波传播问题的辛空间描述

应用辛对偶体系描述弹性薄板的弯曲振动，通过求解辛本征值问题，得到薄板波传播参数

和波形，从而将物理空间的受迫振动问题映射到波空间．
１．１　 薄板弯曲振动问题导入辛对偶体系

考虑如图 １ 所示由 Ｎ 个矩形薄板组成的板列．对于稳态振动问题，板的挠度可以写为

Ｒｅ {ｗ（ｘ，ｙ）ｅｉωｔ } ，因此振动方程可通过 ｗ（ｘ，ｙ） 在频域内求解．横截面单位长度上的剪力、弯
矩和扭矩（Ｑｘ， Ｑｙ， Ｍｘ， Ｍｙ， Ｍｘｙ） 正方向的规定如图 １ 所示，并且有关系式：
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其中， Ｄ ＝ （Ｅ（１ ＋ ｉη）ｈ３） ／ （１２（１ － ν２）） 为板的弯曲刚度；Ｅ，ν 分别为弹性模量和 Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊
松） 比；η，ｉ 为阻尼损耗因子和虚数单位； ρ，ｈ 为板的密度和厚度．定义等效剪力

　 　 Ｆｘ ＝ Ｑｘ － ∂Ｍｘｙ ／ ∂ｙ， Ｆｙ ＝ Ｑｙ － ∂Ｍｘｙ ／ ∂ｘ ． （３）
令 θ ＝ ∂ｗ ／ ∂ｙ， 由式（１） ～ （３）可得辛对偶体系下弹性薄板的控制方程为

　 　 ｚ ＝ Ｈｚ， （４）

其中 ｚ ＝ {ｗ　 θ 　 Ｆｙ 　 Ｍｙ } Ｔ 为状态向量，（·） 表示关于 ｙ 的导数，Ｈ 为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ（哈密顿）算子

矩阵
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方程（４）的解为 ｚ（ｘ，ｙ） ＝ η（ｘ）ｅμｙ ｙ， η（ｘ） 为仅与 ｘ 有关的向量， μ ｙ 为 ｙ 方向的波传播参

数．将其代入方程（４）得到辛本征值问题：
　 　 Ｈη（ｘ） ＝ μ ｙη（ｘ） ． （６）

图 １　 板列及坐标系示意图

Ｆｉｇ．１　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｔｈｅ ｐｌａｔｅ ａｒｒａｙ ａｎｄ ｔｈｅ ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｃｏ⁃ｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ

１．２　 辛本征问题的求解

求解方程（６），考虑 η（ｘ） 中各变量在 ｘ 方向上有相同变化形式，即 η（ｘ） ＝ ϕｅμｘ ｘ，ϕ为与 ｘ
无关的常向量，μ ｘ 为 ｘ 方向的波传播参数．将 η（ｘ） 代入方程（６），得到
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ϕ ＝ ０， （７）

其中 ｋｂ ＝ （ρｈ ω ２ ／ Ｄ） １ ／ ４ 为板弯曲波数．求解式（７） 的特征方程 μ ４
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于是， η（ｘ） 可以写为

　 　 η（ｘ） ＝ ∑
４

ｉ ＝ １
ｓｉϕｉｅμｘ，ｉ ｘ， （１０）

式中， ｓｉ 为待定系数，记 ｓ ＝ { ｓ１ ｓ２ ｓ３ ｓ４ } Ｔ ．至此，基于辛对偶体系给出了薄板的波形向量

的一般表达式．下面考虑对边边界条件来得到 μ ｙ 与 ｓ， 进而得到波形矩阵．
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１．３　 求解波传播参数与波形

篇幅所限，这里仅给出对边简支、固支两种边界下传播参数 μ ｙ 和系数向量 ｓ ．
对边简支边界条件为

　 　 ｗ（ｘ） ｘ ＝ ０，ａ ＝ ０， ∂２ｗ（ｘ） ／ ∂ｘ２
ｘ ＝ ０，ａ ＝ ０． （１１）

将式（１０）代入上式可得到
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ｓ ＝ ０， （１２）

ｓ 存在非平凡解的条件是系数矩阵行列式为 ０．于是可得 μ ｙ 满足的超越方程：
　 　 ｓｉｎ（ｋ１ａ）ｓｉｎ（ｋ２ａ） ＝ ０． （１３）

因此波传播参数为

　 　 μ ｙｎ ＝ ± （ｎπ ／ ａ） ２ ± ｋ２
ｂ 　 　 （ｎ ＝ １，２，３，…） ． （１４）

进而由方程（１２）得到系数向量 ｓ 的一组非平凡解：
　 　 ｓ１ ＝ － ｓ２ ＝ ｓｉｎ（ｋ２ａ）， ｓ４ ＝ － ｓ３ ＝ ｓｉｎ（ｋ１ａ） ． （１５）
考虑对边固支： ｗ（ｘ） ｘ ＝ ０，ａ ＝ ０，∂ｗ（ｘ） ／ ∂ｘ ｘ ＝ ０，ａ ＝ ０，同样地可得 μ ｙ 满足的超越方程为

　 　 ｋ１ｋ２ － μ ２
ｙｓｉｎ（ｋ１ａ）ｓｉｎ（ｋ２ａ） － ｋ１ｋ２ｃｏｓ（ｋ１ａ）ｃｏｓ（ｋ２ａ） ＝ ０， （１６）

以及 ｓ 的一组非平凡解：
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这里需要注意两个特殊的情况：１） ｋ１ ＝ ０； ２） ｋ２ ＝ ０，由式（８）、（１０）、（１５） 和（１７） 均有

η（ｘ） ＝ ０， 即为平凡解，将不予考虑．另外，本文研究的是稳态受迫振动问题，激励频率不为 ０，
所以不考虑静力分析中辛本征值的重根问题．

通过求解方程（１３）和（１６）便可得到各阶波的传播参数 μ ｙ，进而得到系数向量 ｓ，再由式

（１０） 便可得到各阶波形 η（ｘ） ．对边简支边界可以得到解析解形式的波传播参数，而其它简单

边界条件组合下的超越方程一般不容易得到显式解，此时可通过数值方法求解．从 μ ｙ 的超越

方程知 μ ｙ 与 － μ ｙ 是成对出现的，即正向波和负向波是成对出现的．在后面的具体应用中，对波

传播参数按辛共轭正交性质［１９］ 排序，即 μ ｙ，１，μ ｙ，２，…，μ ｙ，ｍ， － μ ｙ，１，－ μ ｙ，２，…， － μ ｙ，ｍ，其中ｍ是

正向波的个数．正向波的波传播参数 μ ｙ，ｉ 满足Ｒｅ { μ ｙ，ｉ } ＜ ０或者Ｒｅ { μ ｙ，ｉ } ＝ ０，Ｉｍ { μ ｙ，ｉ } ＜ ０，
且按照虚部从小到大排序，将实部为 ０ 的波传播参数排在前面，然后按照实部从大到小的顺序

排列实部小于 ０ 的波传播参数．基于波形的辛共轭正交关系，还需要对波形进行归一化处理．然
后便可将物理坐标下的受迫振动问题转换到以正、负波幅 ｃ ＋，ｃ － 所表征的波空间，即

　 　 ｚ ＝ Ａ ＋ ｃ ＋ ＋ Ａ － ｃ － ＝ Ａｃ， （１８）
其中，波形矩阵 Ａ ＝ ［Ａ ＋ 　 Ａ －］ ＝ ［η１（ｘ）　 η２（ｘ）　 …　 η２ｍ（ｘ）］，各波形顺序与波传播参数的

顺序一致，ｃ ＝ ［（ｃ ＋） Ｔ 　 （ｃ －） Ｔ］ Ｔ，以下将（ｃ ＋） Ｔ，（ｃ － ） Ｔ 简记为 ｃ ＋Ｔ，ｃ －Ｔ，其它变量类似．波形矩

阵的共轭辛正交性质为
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　 　 ∫ａ
０
ＡＴＪ２Ａｄｘ ＝ Ｊｍ， （１９）

其中

　 　 Ｊ２ ＝
０ Ｉ２

－ Ｉ２ ０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｊｍ ＝

０ Ｉｍ
－ Ｉｍ ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

Ｉ２，Ｉｍ 分别为 ２ 阶和 ｍ 阶单位阵．

２　 受迫振动的波传播分析

波空间下结构的振动响应分析可分为 ３ 个步骤：１） 确定直接激励波波幅；２） 计算波反

射、散射矩阵；３） 综合直接激励波、波反射、散射以及波传播关系，得到任意位置正、负向波的

波幅，进而由式（１８）得到任意位置的响应．
２．１　 确定直接激励波波幅

外力使结构自作用位置向两侧产生直接激励波，波幅用 ｅ ＋ 和 ｅ － 表示．考虑激励作用位置

的位移协调以及力平衡条件可得

　 　 ［Ａ ＋ Ａ －］［ｅ ＋Ｔ － ｅ －Ｔ］ Ｔ ＝ ［０ ｆ ｅｘｔ，Ｔ］ Ｔ， （２０）
其中， ｆ ｅｘｔ 为外载荷．考虑式（１９）给出的共轭辛正交性质，则进一步得到

　 　 ［ｅ ＋Ｔ － ｅ －Ｔ］ Ｔ ＝ － Ｊｍ∫ａ
０
［Ａ ＋ Ａ －］ ＴＪ２［０ ｆ ｅｘｔ，Ｔ］ Ｔｄｘ ． （２１）

２．２　 波反射矩阵

正向波 ｖ ＋ 入射到边界上会产生负向波 ｖ － ．ｖ ＋ 与 ｖ － 之间满足的关系可以表述为

　 　 ＥＡ［ｖ ＋Ｔ ｖ －Ｔ］ Ｔ ＝ ０， （２２）
其中， Ｅ 为约束自由度的指示矩阵．例如，对于简支边界，Ｅ ＝ ｄｉａｇ { １，０，０，１ } ．式（２２） 两边同

时左乘 Ａ ＋ＴＪ２，并关于 ｘ 积分得到

　 　 ［Ｕ１ Ｕ２］［ｖ ＋Ｔ ｖ －Ｔ］ Ｔ ＝ ０， （２３）
其中， Ｕ１ 与 Ｕ２ 的表达式与边界条件有关，例如对于简支边界

　 　 ［Ｕ１ Ｕ２］ ＝ ∫ａ
０

{Ａ ＋Ｔ
θ （ｘ）ＡＭ（ｘ） － Ａ ＋Ｔ

Ｆ （ｘ）Ａｗ（ｘ） } ｄｘ，

式中下标 ｗ，θ，Ｆ 和 Ｍ 分别对应挠度、转角、剪力和弯矩．由式（２３）得
　 　 ｖ － ＝ － Ｕ －１

２ Ｕ１ｖ
＋ ＝ Ｒｖ ＋， （２４）

其中， Ｒ ＝ － Ｕ －１
２ Ｕ１ 为反射矩阵．如果 ｖ －，ｖ ＋ 分别为入射波和反射波则有 Ｒ ＝ － Ｕ －１

１ Ｕ２ ．
２．３　 波散射矩阵

如图 ２ 所示，板 ｊ和板 ｊ ＋ １在连接位置处波幅 ａ ｊ，ｒ 与 ａ ｊ ＋１，ｌ 的协调关系可表示为Γ －１
ｊ Ａ ｊａ ｊ，ｒ ＝

Γ －１
ｊ ＋１Ａ ｊ ＋１ａ ｊ ＋１，ｌ，Γｊ 和 Γｊ ＋１ 为坐标转换矩阵．进一步考虑波形矩阵的共轭辛正交性质可得

　 　 ａ ｊ，ｒ ＝ Ｐ ｊ， ｊ ＋１ａ ｊ ＋１，ｌ， （２５）
其中

　 　 Ｐ ｊ， ｊ ＋１ ＝
Ｐ１１ Ｐ１２

Ｐ２１ Ｐ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ － Ｊｍ∫ａ

０
ＡＴ

ｊ Ｊ２ΓｊΓ
－１
ｊ ＋１Ａ ｊ ＋１ｄｘ

为波传递矩阵．由式（２５）进一步可得

　 　 ［ａ －Ｔ
ｊ，ｒ ａ ＋Ｔ

ｊ ＋１，ｌ］ Ｔ ＝ Ｓ［ａ ＋Ｔ
ｊ，ｒ ａ －Ｔ

ｊ ＋１，ｌ］ Ｔ， （２６）
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其中

　 　 Ｓ ＝
Ｐ２１Ｐ

－１
１１ Ｐ２２ － Ｐ２１Ｐ

－１
１１ Ｐ１２

Ｐ －１
１１ － Ｐ －１

１１ Ｐ１２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

是板 ｊ 与板 ｊ ＋ １ 在连接处的波散射矩阵．

图 ２　 结构的波传播示意图

Ｆｉｇ．２　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｗａｖｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

２．４　 建立波传播关系并求解

至此，我们已经得到波的反射、散射系数矩阵以及直接激励波幅．以此为基础来建立以各

板左右两端波幅为未知量的系统平衡方程．板 ｊ 两端入射波可以用两端的反射波表示为

　 　 ［ａ ＋Ｔ
ｊ，ｒ ａ －Ｔ

ｊ，ｌ ］ Ｔ ＝ Ｔ ｊ［ａ
－Ｔ
ｊ，ｒ ａ ＋Ｔ

ｊ，ｌ ］ Ｔ ＋ Ｔ ｊ［ｅ
＋Ｔ
ｊ ｅ －Ｔ

ｊ ］ Ｔ， （２７）

其中， Ｔ ｊ（ｙ） ＝ ｄｉａｇ { ｅμｙ１， ｊ ｙ， ｅμｙ２， ｊ ｙ， …， ｅμｙｍ， ｊ ｙ } 为波传播矩阵，

　 　 Ｔ ｊ ＝
０ Ｔ ｊ（ｂ ｊ）

Ｔ ｊ（ｂ ｊ） ０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｔ ｊ ＝ ｄｉａｇ {Ｔ ｊ（ｂ ｊ － ｙｅ， ｊ），Ｔ ｊ（ｙｅ， ｊ） } ，

ｙｅ， ｊ 为作用力在 ｙ 方向的坐标．
于是可建立整体结构所有不连续处入射波和反射波的关系：
　 　 ψ ＝ ｄｉａｇ {Ｔ ｊ }φ ＋ ｄｉａｇ {Ｔ ｊ } ρ， （２８）

其中

　 　 ψ ＝ ［ａ ＋Ｔ
１，ｒ ａ －Ｔ

１，ｌ ａ ＋Ｔ
２，ｒ ａ －Ｔ

２，ｌ … ａ ＋Ｔ
ｊ，ｒ ａ －Ｔ

ｊ，ｌ … ａ ＋Ｔ
Ｎ，ｒ ａ －Ｔ

Ｎ，ｌ］ Ｔ， （２９）

　 　 φ ＝ ［ａ －Ｔ
１，ｒ ａ ＋Ｔ

１，ｌ ａ －Ｔ
２，ｒ ａ ＋Ｔ

２，ｌ … ａ －Ｔ
ｊ，ｒ ａ ＋Ｔ

ｊ，ｌ … ａ －Ｔ
Ｎ，ｒ ａ ＋Ｔ

Ｎ，ｌ］ Ｔ， （３０）

　 　 ρ ＝ ［ｅ ＋Ｔ
１ ｅ －Ｔ

１ ｅ ＋Ｔ
２ ｅ －Ｔ

２ … ｅ ＋Ｔ
ｊ ｅ －Ｔ

ｊ … ｅ ＋Ｔ
Ｎ ｅ －Ｔ

Ｎ ］ Ｔ ． （３１）
另外，根据板 ｊ － １、板 ｊ 和板 ｊ ＋ １ 在连接处的散射关系，由式（２６）得到

　 　 ［ａ －Ｔ
ｊ，ｒ ａ ＋Ｔ

ｊ，ｌ ］ Ｔ ＝
０ ０ Ｓ１１

ｊ， ｊ ＋１ ０ ０ Ｓ１２
ｊ， ｊ ＋１

Ｓ２１
ｊ －１， ｊ ０ ０ Ｓ２２

ｊ －１， ｊ ０ ０

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
×

　 　 　 　 ［ａ ＋Ｔ
ｊ －１，ｒ ａ －Ｔ

ｊ －１，ｌ ａ ＋Ｔ
ｊ，ｒ ａ －Ｔ

ｊ，ｌ ａ ＋Ｔ
ｊ ＋１，ｒ ａ －Ｔ

ｊ ＋１，ｌ］ Ｔ ． （３２）
结合两侧边界上的波反射关系，由式（３２）可建立整体结构的反射波和入射波的关系：
　 　 φ ＝ Ｓψ， （３３）

式中 Ｓ 可由式（３２）的系数矩阵组装得到．将式（３３）代入式（２８）可得

　 　 ψ ＝ （Ｉ － ｄｉａｇ {Ｔ ｊ } Ｓ）
－１（ｄｉａｇ {Ｔ ｊ } ρ）， （３４）

再由式（３３）得到 φ ．于是便得到了各板两端的波幅．板 ｊ 的位移与内力响应则可表示为

　 　 ｚｊ（ｘ，ｙ） ＝ Ａ ｊ（ｘ）Ｔ ｊ（ｙ）［ａ
＋Ｔ
ｊ，ｌ ａ －Ｔ

ｊ，ｒ ］ Ｔ ＋ ｚｅｊ ， （３５）
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其中， Ｔ ｊ（ｙ） ＝ ｄｉａｇ {Ｔ ｊ（ｙ）， Ｔ ｊ（ｂ ｊ － ｙ） } ，ｚｅｊ 为外力作用的附加项．如果板 ｊ 内没有外力作用，则

ｚｅｊ 值为 ０．如果有外力作用则需要分两种情况计算：

　 　
ｚｅｊ ＝ Ａ ｊ（ｘ）Ｔ ｊ，ｌｅ ｊ， ｙ ≤ ｙｅ， ｊ；

ｚｅｊ ＝ Ａ ｊ（ｘ）Ｔ ｊ，ｒｅ ｊ， ｙ ＞ ｙｅ， ｊ，{ （３６）

其中， Ｔ ｊ，ｌ ＝ ｄｉａｇ { ０，Ｔ ｊ（ｙｅ， ｊ － ｙ） } ，Ｔ ｊ，ｒ ＝ ｄｉａｇ {Ｔ ｊ（ｙ － ｙｅ， ｊ），０ } ，子矩阵 ０ 与 Ｔ ｊ 同等大小．

３　 能量与功率流

３．１　 动能与应变能

高频激励环境下更关注结构的稳态能量以及部件之间的稳态功率流．由式（３５）知
　 　 ｗ ｊ（ｘ，ｙ） Ｔ ＝ Ａ ｊ，ｗＴ ｊ［ａ

＋Ｔ
ｊ，ｌ ａ －Ｔ

ｊ，ｒ ］ Ｔ ＋ ｚｅｊ，ｗ ． （３７）
于是可得板的动能、应变能时间均值分别为

　 　 〈Ｅｋ〉 ｊ ＝ ρ ｊ ｈ ｊω ２ ／ ４ ×

　 　 　 　 Ｒｅ（［ａ ＋Ｈ
ｊ，ｌ ａ －Ｈ

ｊ，ｒ ］∫ｂ
０
ＴＨ

ｊ ΩｋＴ ｊｄｙ［ａ
＋Ｔ
ｊ，ｌ ａ －Ｔ

ｊ，ｒ ］ Ｔ） ＋ ρ ｊ ｈ ｊω ２ ξ ｋ
ｊ ／ ４， （３８）

　 　 〈Ｅｓ〉 ｊ ＝ ｈ ｊ ／ ４ ×

　 　 　 　 Ｒｅ（［ａ ＋Ｈ
ｊ，ｌ ａ －Ｈ

ｊ，ｒ ］∫ｂ
０
ＴＨ

ｊ ΩｓＴ ｊｄｙ［ａ
＋Ｔ
ｊ，ｌ ａ －Ｔ

ｊ，ｒ ］ Ｔ） ＋ ｈ ｊξ ｓ
ｊ ／ ４， （３９）

其中，（）Ｈ 表示共轭转置， Ωｋ ＝ ∫ａ
０
ＡＨ

ｊ，ｗＡ ｊ，ｗｄｘ，Ωｓ ＝ ∫ａ
０
ＡＨ

ｊ ΞＡ ｊｄｘ，ξ ｋ
ｊ 和 ξ ｓ

ｊ 为外界激励产生的附加

项，如果所在板没有外界激励，则这两项值为 ０．具体表达式为

　 　 ξ ｋ
ｊ ＝ Ｒｅ (［ａ ＋Ｈ

ｊ，ｌ ａ －Ｈ
ｊ，ｌ ］ (∫ｙｅ， ｊ

０
ＴＨ

ｊ ΩｋＴ ｊ，ｌｄｙ ＋ ∫ｂｊ
ｙｅ， ｊ

ＴＨ
ｊ ΩｋＴ ｊ，ｒｄｙ )［ｅ ＋Ｔ

ｊ ｅ －Ｔ
ｊ ］ Ｔ ＋

　 　 　 　 ｅ ＋Ｈ
ｊ ｅ －Ｈ

ｊ[ ] (∫ｙｅ， ｊ

０
ＴＨ

ｊ，ｌΩｋＴ ｊｄｙ ＋ ∫ｂｊ
ｙｅ， ｊ

ＴＨ
ｊ，ｒΩｋＴ ｊｄｙ )［ａ ＋Ｔ

ｊ，ｌ ａ －Ｔ
ｊ，ｌ ］ Ｔ ＋

　 　 　 　 ［ｅ ＋Ｈ
ｊ ｅ －Ｈ

ｊ ］ (∫ｙｅ， ｊ

０
ＴＨ

ｊ，ｌΩｋＴ ｊ，ｌｄｙ ＋ ∫ｂｊ
ｙｅ， ｊ

ＴＨ
ｊ，ｒΩｋＴ ｊ，ｒｄｙ )［ｅ ＋Ｔ

ｊ ｅ －Ｔ
ｊ ］ Ｔ )， （４０）

将 ξ ｋ
ｊ 表达式中的 Ωｋ 替换成 Ωｓ 即可得到 ξ ｓ

ｊ ．另外

　 　 Ａ ｊ ＝ ∑
４

ｉ ＝ １
ｓｉ

μ ２
ｘ，ｉ

μ ２
ｙ， ｊ

２μ ｘ，ｉμ ｙ， ｊ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

ϕｉ，１ｅμｘ，ｉ ｘ， Ξ ＝ Ｄ
１ ν ０
ν １ ０
０ ０ １ － ν ／ ２

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

． （４１）

３．２　 功率流

板之间的功率流可通过两板连接处的位移与内力获得．板 ｊ － １ 对板 ｊ 的输入功率为

　 　 〈Π〉 ｊ －１， ｊ ＝ １ ／ ２∫ａ
０
Ｒｅ（ｉωｆ Ｈ

ｊ ｑ ｊ）ｄｘ， （４２）

其中， ｑ ｊ ＝ {ｗ ｊ（ｘ） θ ｊ（ｘ） } Ｔ， ｆ ｊ ＝ {Ｆ ｊ（ｘ） Ｍ ｊ（ｘ） } Ｔ ．结合式（１８）得到

　 　 〈Π〉 ｊ －１， ｊ ＝ －
ω
２

Ｉｍ（［ａ ＋Ｈ
ｊ，ｌ ａ －Ｈ

ｊ，ｌ ］ΩΠ［ａ
＋Ｔ
ｊ，ｌ ａ －Ｔ

ｊ，ｌ ］ Ｔ）， （４３）

其中， ΩΠ ＝ ∫ａ
０

{ＡＨ
Ｆ（ｘ）Ａｗ（ｘ） ＋ ＡＨ

Ｍ（ｘ）Ａθ（ｘ） } ｄｘ ．
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４　 算　 　 例

考虑由 ３ 个矩形薄板构成的板列结构，如图 １ 所示．各板的宽度均为 ０．５ ｍ，长度均为 ０．７
ｍ，厚度分别为 ０．００２ ｍ、０．００３ ｍ 和 ０．００４ ｍ ．各板的弹性模量、密度与 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比也都一致，分
别为 ７１ ＧＰａ、２ ７００ ｋｇ ／ ｍ３和 ０．３．各板的阻尼损耗因子均为 η ＝ ０．０３．３ 个板纵向对边均简支，第
一个板与最后一个板的侧边为简支边界．第一个板受到横向点激励（作用位置为 ｘｅ，１ ＝ ０．４ａ，
ｙｅ，１ ＝ ０．４ ｂ１）， 激励频率范围为 １～１ ０００ Ｈｚ ．
４．１　 输入点导纳

首先，采用 ＡＢＡＱＵＳ 有限元软件计算板列的输入点导纳，并确定有限元参考解．为了考察

有限元网格粗细对计算结果的影响，给出 ３ 种网格划分方式，单元总数分别为 ６６ １５０（网格

１）、１０７ ７４２（网格 ２）和 １５６ ８２１（网格 ３）．网格 ３ 的网格大小与板厚度相同．图 ３ 给出了模态取

到 ２２３ 阶（此时结构自振频率为 ２ ００３．２ Ｈｚ）时采用网格 １、网格 ２ 与网格 ３ 输入点导纳结果的

相对误差．可以看出采用前两种网格与网格 ３ 的计算结果有较大差异，因此后续有限元计算结

果都基于网格 ３．

图 ３　 ＡＢＡＱＵＳ 程序不同有限元网格下的输入点 图 ４　 ＡＢＡＱＵＳ 程序不同模态数下输入点导纳

导纳的比较（以网格 ３ 为基准） 的相对误差（以 ２ ０００ 阶模态为基准）

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｔｏｌｅｒａｎｃｅ ｏｆ ｍａｇｎｉｔｕｄｅ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｐｕｔ Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｔｏｌｅｒａｎｃｅ ｏｆ ｍａｇｎｉｔｕｄｅ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｐｕｔ

ａｄｍｉｔｔａｎｃｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｂｙ ＡＢＡＱＵＳ ｓｏｆｔｗａｒｅ ａｄｍｉｔｔａｎｃｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｂｙ ＡＢＡＱＵＳ ｓｏｆｔｗａｒｅ

ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｓｈ ｓｉｚｅｓ（ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｄｅ ｎｕｍｂｅｒｓ （ｃｏｍｐａｒｅｄ

ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｍｅｓｈ ｓｉｚｅ ３） ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ２ ０００ ｍｏｄｅｓ）

ＡＢＡＱＵＳ 计算得到的结构自振频率分布为：（１３１ 阶，１ ２０８．０ Ｈｚ），（２２３ 阶，２ ００３．２ Ｈｚ），
（５００ 阶，４ ３２８．４ Ｈｚ），（１ ０００ 阶，８ ５０８．４ Ｈｚ），（１ ５００ 阶，１２ ５６６．０ Ｈｚ），（２ ０００ 阶，１６ ５８７．０
Ｈｚ）．图 ４ 给出了在模态叠加中分别选取 ５００ 阶、１ ０００ 阶和 １ ５００ 阶模态时输入点导纳与选取

２ ０００ 阶模态时的相对误差．可以看到取 １ ５００ 阶模态的相对误差在整个频域内都小于 １％．因
此，将采用网格 ３、取 １ ５００ 阶模态的有限元计算结果将作为本文方法的参考解．

图 ５ 比较了本文方法分别选取 ３０、４０、７０ 对波与选取 ８０ 对波得到的输入点导纳的相对误

差．可以看出 ７０ 对波与 ８０ 对波的结果已经非常接近，最大相对误差为 ０．３４％．事实上本文方法

取 ４０ 对波便能得到与参考解同等精度的解，如图 ６ 所示．此时本文方法与参考解的计算时间

比为 ６９８ ∶ ２７ ９５０．因此，本文方法具有很高的计算精度和计算效率．
４．２　 稳态能量分布与功率流

结构的近场波会随着传播距离的增加急剧消逝．虽然在计算结构的局部响应时近场波不

可忽略，但在计算能量及功率流时考虑较少近场波即可．图 ７～９ 分别为本文方法取 ２０ 对波以
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及参考解给出的结构总能量和各板稳态应变能与动能．图 １０ 是板间功率流 〈Π〉 １，２ 和〈Π〉 ２，３ ．
图 １１是前两个板的能量传递效率，即〈Π〉 １，２ ／ 〈Π〉 ｉｎ，１ 和〈Π〉 ２，３ ／ 〈Π〉 ｉｎ，２，其中〈Π〉 ｉｎ，１ 为外力输

入给第一个板的功率，〈Π〉 ｉｎ，２ ＝ 〈Π〉 １，２ 为第一个板输入给第二个板的功率．可以看到在 ２８ Ｈｚ
到 ６９ Ｈｚ 间第一个板的功率传递效率均大于 ０．５，也就是传递给第二个板的能量大于它本身耗

散掉的能量；并且在 ４０ Ｈｚ 处达到最大值 ０．７９．在 ６７６ Ｈｚ 后，第一个板的能量传递效率总是低

于第二个板的．因此可以基于这样的能量、功率流分析对结构整体动力特性有一个初步的把

握．基于方法的高效性，可以多次对模型进行修改完善而不会受到计算时间过长的困扰．

图 ５　 本文方法不同波形数量下输入点导纳 图 ６　 本文方法（４０ 对波形）与 ＡＢＡＱＵＳ 程序

的比较（以 ８０ 对波形为基准） （１ ５００ 阶模态）输入点导纳的比较

Ｆｉｇ．５　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｔｏｌｅｒａｎｃｅ ｏｆ ｍａｇｎｉｔｕｄｅ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｐｕｔ Ｆｉｇ．６　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｍａｇｎｉｔｕｄｅ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｐｕｔ ａｄｍｉｔｔａｎｃｅ

ａｄｍｉｔｔａｎｃｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｂｙ ＡＢＡＱＵＳ （ｗｉｔｈ １ ５００ ｍｏｄｅｓ）

ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ｗａｖｅ ｍｏｄｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈａｔ ｂｙ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｍｅｔｈｏｄ

（ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ８０ ｐａｉｒｓ） （ｗｉｔｈ ４０ ｐａｉｒｓ ｏｆ ｗａｖｅｓ）

图 ７　 整体结构的总能量 图 ８　 各板件应变能

Ｆｉｇ．７　 Ｅｎｅｒｇｙ ｏｆ ｔｈｅ ｗｈｏｌｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ Ｆｉｇ．８　 Ｓｔｒａｉｎ ｅｎｅｒｇｙ ｏｆ ｅａｃｈ ｐｌａｔｅ

图 ９　 各板件动能 图 １０　 板之间功率流

Ｆｉｇ．９　 Ｋｉｎｅｔｉｃ ｅｎｅｒｇｙ ｏｆ ｅａｃｈ ｐｌａｔｅ Ｆｉｇ．１０　 Ｐｏｗｅｒ ｆｌｏｗ ｂｅｔｗｅｅｎ ｐｌａｔｅｓ

６４８ 板列弯曲振动及功率流分析的辛空间波传播方法



图 １１　 板的能量传递效率

Ｆｉｇ．１１　 Ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ

５　 结　 　 论

本文基于辛空间方法与波传播理论，分析了由矩形薄板组合而成的板列结构的受迫振动

响应，从而将辛空间方法拓展应用于板列结构中高频振动分析领域．和某些数值波方法相比，
本文方法具有更高的精度和稳定性，同时克服了传统解析波方法受限于边界条件的困难．与有

限元参考解的对比说明了本文方法的高效性与精确性．另外本文还推导了辛空间⁃波传播理论

框架下动能、应变能以及功率流的表达式，并分析了算例结构的能量分布与功率流．这在结构

振动预示阶段具有重要的意义．本文方法可进一步推广应用于由其他类型板（如中厚板、层合

板等）组合的板列结构的中高频振动问题中．
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