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摘要：　 考虑面板和夹芯的面内刚度及抗弯刚度，基于高阶变形理论考虑各层的横向抗剪刚度，并
根据横向剪应变分布情况给出应力函数，基于广义虚位移原理推导了夹层板的基本方程．详细研究

了四边简支受横向载荷条件下的夹层板的弯曲，对比计算了面板与芯层厚度变化对计算结果的影

响，并与一阶变形理论计算结果进行对比．研究了厚度方向的剪应变分布情况以及中面法线变形后

的形态，给出了横向剪应变引起的附加转角在面内的分布情况．
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引　 　 言

夹层板结构材料具有强度高、刚度大、质量轻等优点，广泛应用于航空、航天、航海领域．波
音 ７８７ 客机复合材料用量达到 ５０％，而夹层板是复合材料的重要结构形式之一．随着性能优异

的新材料的使用，要求更为精确的理论计算以预测结构的力学性能．夹层板的理论计算模型大

致可以分为经典夹层板理论、一阶变形理论、高阶变形理论．经典夹层板理论基于 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 薄
板假设，忽略横向剪切变形的影响，用于薄板的计算问题，但是其理论本身存在诸多的不足之

处．为了克服经典夹层板理论的局限，Ｒｅｉｓｓｎｅｒ，Ｍｉｎｄｌｉｎ 等研究了一阶剪切变形理论，均假设横

向剪切应力在厚度方向上均匀分布．近几年，国内外诸多学者开始将高阶剪切变形理论应用到

夹层板结构分析上，引入一个横向剪切应力函数，以克服一阶剪切变形理论的不足．
夹层板的理论研究始于上世纪 ４０ 年代末，Ｒｅｉｓｓｎｅｒ 关于夹层板问题给出的理论计算模型

得到了广泛的认同［１⁃２］，它忽略芯层的面内应力和上下面板的抗弯刚度，并认为横向剪切应力

沿厚度方向均匀分布，该理论在软夹芯夹层板的分析计算上具有较好的精度．Ｈｏｆｆ 理论模型考

虑了上下面板的抗弯刚度［３］，但认为芯层只有抗剪作用，且剪应力沿厚度方向均匀分布．Ｈｏｆｆ
理论相对于 Ｒｅｉｓｓｎｅｒ 理论在面板厚度较大时具有更好的计算精度．国内学者在夹层板理论研

究上也做出了突出贡献．杜庆华将夹芯和上、下面板独立分析，再用变形一致性条件将其整

３７８

　 应用数学和力学，第 ３５ 卷 第 ８ 期
　 ２０１４ 年 ８ 月 １５ 日出版

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　
　 　 Ｖｏｌ．３５，Ｎｏ．８，Ａｕｇ．１５，２０１４

∗ 收稿日期：　 ２０１３⁃１２⁃０３； 修订日期：　 ２０１４⁃０５⁃０４
基金项目：　 江苏省优势学科建设平台资助项目

作者简介：　 郝加琼（１９８６—），男，安徽安庆人，工程师，硕士（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ＨＪＱ⁃２０１４＠ １６３．ｃｏｍ）．



合［４］，对夹芯只考虑其横向剪应力与厚度方向主应力，且认为横向剪应力沿厚度方向均匀分

布．胡海昌对 Ｒｅｉｓｓｎｅｒ 理论做了深入的探讨，为了使之能更有效地应用于工程实际问题，详细

解答了反对称变形夹层板的小挠度问题［５］，其理论方法对求解夹层板问题具有非常大的指导

意义．周际平、薛大为考虑了夹芯的面内刚度［６⁃７］，在 Ｈｏｆｆ 理论的基础上推导了硬夹芯夹层板的

基本方程．胡宁宁等［８］推导了变厚度硬夹芯夹层板的平衡方程，并分析了硬夹芯夹层板的振动

问题．邓宗白等基于 Ｒｅｉｓｓｎｅｒ 理论做了推广［９⁃１０］，考虑夹芯的面内应力，研究了硬夹芯夹层板的

弯曲、稳定等问题的解析解．近几年，国外学者就夹层板的高阶变形问题作了很多的探索性研

究工作．Ｒｅｄｄｙ 引入抛物线分布的横向应变变形参数［１１⁃１２］，获得了对称分布的剪应变分量．Ｈａｓ⁃
ｓｉｓ 引入横向翘曲变形以描述层合板的变形［１３⁃１５］，其基于 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 和 Ｍｉｎｄｌｉｎ 假设，引入参数描

述横向载荷引起的翘曲变形．Ｆｅｒｒｅｉｒａ 等将各层独立分析，假定芯层和面板的横向载荷引起的

翘曲变形形式不同，用位移一致协调性条件将各层联系起来［１６］ ．Ｓｗａｍｉｎａｔｈａｎ 等对比了反对称

角度设计夹层板的几种高阶计算模型［１７］，并就横向位移、面内应力等做了详细的对比分析．
Ａｙｄｏｇｄｕ 基于高阶变形理论研究了夹层板的振动、屈曲问题［１８］ ．Ｂｅｒｄｉｃｈｅｖｓｋｙ 详细分析了夹芯

的材料属性对夹层板位移形式的决定性作用，将直法线变形假设分为 ３ 种情况，并试图将其归

并到统一的方程中［１９］ ． Ｆｅｒｒｅｉｒａ 等基于高阶剪切变形理论研究了夹层板的屈曲问题［２０］ ．
Ｋｈｅｉｒｉｋｈａｈ 等基于高阶变形理论分析了软夹芯夹层板的屈曲问题［２１］ ．Ｇｒｏｖｅｒ 等引入反双曲函

数以描述夹层板的变形和屈曲问题［２２］ ．Ｓａｈｏｏ 等基于 ｚｉｇｚａｇ 变形假定引入反双曲函数描述夹层

板的变形问题［２３］ ．Ｔｏｕｎｓｉ 等引入高阶三角函数以描述夹层板的热弹性弯曲问题［２４］ ．高阶变形

理论相对于经典夹层板理论和一阶剪切变形理论，能更好地分析夹层板的面内位移和应力分

布情况，更有效地评估结构的力学行为，有效地反映横向剪切效应，相比较于三维度的分析更

加节约计算资源．
本文基于高阶变形理论研究了硬夹芯夹层板受横向载荷条件下的弯曲问题，引入横向剪

应力函数以研究横向剪应力对夹层板弯曲的影响．考虑了上、下面板以及夹芯的面内刚度以及

抗弯刚度，并用 Ｎａｖｉｅｒ 方法求解了四边简支情况下夹层板的弯曲挠度，给出了横向剪应变在

厚度方向的分布情况以及中面法线变形情况．

１　 基 本 方 程

为了简化分析，做以下假设： １） 夹层板厚度相对于面内方向的尺寸很小，可以作为薄板

问题来考虑，从而忽略其厚度方向的主应力； ２） 变形前的中面在变形后仍然是中面．因为横向

剪应力的影响，变形前与中面垂直的法线在变形后不再与之垂直，且不要求其保持为直线．文
中坐标系的选取如图 １ 所示．

基于前文假设，夹层板的位移场可以用如下方程描述：

　 　

ｕ１（ｘ１，ｘ２，ｘ３） ＝ ｕ０
１（ｘ１，ｘ２） － ｘ３θ０

１（ｘ１，ｘ２） ＋ ｆ（ｘ３）β０
１（ｘ１，ｘ２），

ｕ２（ｘ１，ｘ２，ｘ３） ＝ ｕ０
２（ｘ１，ｘ２） － ｘ３θ０

２（ｘ１，ｘ２） ＋ ｆ（ｘ３）β０
２（ｘ１，ｘ２），

ｕ３（ｘ１，ｘ２，ｘ３） ＝ ｕ０
３（ｘ１，ｘ２），

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１）

其中，下标表示坐标轴方向，上标 ０ 表示位于中面上的广义位移，即 ｘ３ ＝ ０，θ０
ｉ ＝ ∂ｕ０

３ ／ ∂ｘｉ，与经典

夹层板理论一致．β 为横向剪应力引起的中面法线转角， ｆ 为由横向剪应变分布情况确定的未
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知函数．

图 １　 夹层板坐标系示意图

Ｆｉｇ．１　 Ａ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ

基于小变形假设，其位移⁃应变关系为

　 　

ε１１ ＝
∂ｕ１

∂ｘ１

＝
∂ｕ０

１

∂ｘ１

－ ｘ３

∂θ０
１

∂ｘ１

＋ ｆ（ｘ３）
∂β０

１

∂ｘ１
，

ε２２ ＝
∂ｕ２

∂ｘ２

＝
∂ｕ０

２

∂ｘ２

－ ｘ３

∂θ０
２

∂ｘ２

＋ ｆ（ｘ３）
∂β０

２

∂ｘ２
，

ε１２ ＝
∂ｕ１

∂ｘ２

＋
∂ｕ２

∂ｘ１

＝
∂ｕ０

１

∂ｘ２

æ

è
ç ＋

∂ｕ０
２

∂ｘ１

ö

ø
÷ － ｘ３

∂θ０
１

∂ｘ２

æ

è
ç ＋

∂θ０
２

∂ｘ１

ö

ø
÷ ＋ ｆ（ｘ３）

∂β０
１

∂ｘ２

æ

è
ç ＋

∂β０
２

∂ｘ１

ö

ø
÷ ，

ε１３ ＝
∂ｕ１

∂ｘ３

＋
∂ｕ３

∂ｘ１

＝
∂ｆ（ｘ３）
∂ｘ３

β０
１，

ε２３ ＝
∂ｕ２

∂ｘ３

＋
∂ｕ３

∂ｘ２

＝
∂ｆ（ｘ３）
∂ｘ３

β０
２ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（２）

未知函数 ｆ 为 ｘ３ 的函数，为了确定其形式，需要研究横向剪应变在厚度方向上的分布．已
知 ε１３ 沿厚度方向的分布情况为在 ｘ３ ＝ ０ 时 ε１３ 取得最大值，在 ｘ３ ＝ ± （ｈ ／ ２） ± ｔ时 ε１３ ＝ ０，由此

可取 ｆ（ｘ３） ＝ ｓｉｎ（πｘ３ ／ （ｈ ＋ ２ｔ）） ＋ π ／ （ｈ ＋ ２ｔ），为简化表示，记 ｇ（ｘ３） ＝ ｓｉｎ（πｘ３ ／ （ｈ ＋ ２ｔ）），Ｒ
＝ π ／ （ｈ ＋ ２ｔ） ．则 ｆ（ｘ３） ＝ ｇ（ｘ３） ＋ Ｒ ．

由应力⁃应变关系［２５］，有

　 　

σ１１

σ２２

σ１２

σ１３

σ２３

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

ü

þ
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ï
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＝

Ｑ１１ Ｑ１２ ０ ０ ０

Ｑ１２ Ｑ２２ ０ ０ ０

０ ０ Ｇ１２ ０ ０

０ ０ ０ Ｇ１３ ０

０ ０ ０ ０ Ｇ２３

é

ë

ê
ê
ê
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ê
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ε１１

ε２２

ε１２

ε１３

ε２３

ì

î
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þ
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， （３）

其中， Ｑｉｊ 取决于各层的材料属性．
由广义位能原理，取微元体 ｄｖ ＝ ｄｘ１ｄｘ２ｄｘ３， 其上应变能可表示为

　 　 Ｕ ＝ １
２ ∫∫∫ｘ１ｘ２ｘ３（σ１１ε１１ ＋ σ２２ε２２ ＋ σ１２ε１２ ＋ σ１３ε１３ ＋ σ２３ε２３）ｄｘ１ｄｘ２ｄｘ３ ． （４）

由前文假设，忽略厚度方向主应力，则可以将作用在夹层板面板的面力等效到中面上，设
各方向面力为 ｑ１（ｘ１，ｘ２），ｑ２（ｘ１，ｘ２），ｑ３（ｘ１，ｘ２）， 则外力做功可表示为
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　 　 Ｖ ＝ ∫∫
ｘ１ｘ２

（ｑ１ｕ１ ＋ ｑ２ｕ２ ＋ ｑ３ｕ３）ｄｘ１ｄｘ２ ． （５）

由广义虚位移原理 δ（Ｕ － Ｖ） ＝ ０ 可得夹层板的基本方程：

　 　

∂Ｎ１１

∂ｘ１

＋
∂Ｎ１２

∂ｘ２

＋ ｑ１ ＝ ０，

∂Ｎ２２

∂ｘ２

＋
∂Ｎ１２

∂ｘ１

＋ ｑ２ ＝ ０，

∂２Ｍ１１

∂ｘ２
１

＋ ２
∂２Ｍ１２

∂ｘ１∂ｘ２

＋
∂２Ｍ２２

∂ｘ２
２

＋ ｑ３ ＝ ０，

∂Ｐ１１

∂ｘ１

＋
∂Ｐ１２

∂ｘ２

＋ Ｒ
∂Ｍ１１

∂ｘ１

＋
∂Ｍ１２

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｋ１３ － ＲＱ１３ ＝ ０，

∂Ｐ２２

∂ｘ２

＋
∂Ｐ１２

∂ｘ１

＋ Ｒ
∂Ｍ２２

∂ｘ２

＋
∂Ｍ１２

∂ｘ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｋ２３ － ＲＱ２３ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（６）

上式是以力表示的基本方程，其中各力与力矩的表达式为

　 　

Ｎ１１ Ｍ１１ Ｐ１１

Ｎ２２ Ｍ２２ Ｐ２２

Ｎ１２ Ｍ１２ Ｐ１２

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝ ∫
ｘ３

σ１１

σ２２

σ１２

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

１
ｘ３

ｇ（ｘ３）

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

Ｔ

ｄｘ３， （７）

　 　
Ｑ１３ Ｋ１３

Ｑ２３ Ｋ２３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ ∫

ｘ３

σ１３

σ２３
{ } １

ｇ′（ｘ３）{ }
Ｔ

ｄｘ３ ． （８）

将式（２）代入式（３）再代入式（７）、（８）得到以位移表示的力与力矩，将其代入式（６）即可

得到以广义位移 ｕ１，ｕ２，ｕ３，β０
１，β０

２ 表示的基本方程．

２　 边界条件与方程的解

对于受横向载荷的四边简支夹层板，其边界条件为

　 　 ｘ１ ＝ ０， ａ： ｕ０
１ ＝ ０， ｕ０

３ ＝ ０，
∂ｕ０

３

∂ｘ２

＝ ０， β０
２ ＝ ０；

　 　 ｘ２ ＝ ０， ｂ： ｕ０
２ ＝ ０， ｕ０

３ ＝ ０，
∂ｕ０

３

∂ｘ１

＝ ０， β０
１ ＝ ０．

对方程的求解选用 Ｎａｖｉｅｒ 方法［２６］ ．假设四边简支夹层板的位移为

　 　 ｕ０
１ ＝ ∑

∞

ｎ ＝ １
∑
∞

ｍ ＝ １
Ｕ１ｍｎｃｏｓ（λ１ｘ１）ｓｉｎ（λ２ｘ２）， （９）

　 　 ｕ０
２ ＝ ∑

∞

ｎ ＝ １
∑
∞

ｍ ＝ １
Ｕ２ｍｎｓｉｎ（λ１ｘ１）ｃｏｓ（λ２ｘ２）， （１０）

　 　 ｕ０
３ ＝ ∑

∞

ｎ ＝ １
∑
∞

ｍ ＝ １
Ｕ３ｍｎｓｉｎ（λ１ｘ１）ｓｉｎ（λ２ｘ２）， （１１）

　 　 β０
１ ＝ ∑

∞

ｎ ＝ １
∑
∞

ｍ ＝ １
Ｘｍｎｃｏｓ（λ１ｘ１）ｓｉｎ（λ２ｘ２）， （１２）
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　 　 β０
２ ＝ ∑

∞

ｎ ＝ １
∑
∞

ｍ ＝ １
Ｙｍｎｓｉｎ（λ１ｘ１）ｃｏｓ（λ２ｘ２）， （１３）

其中

　 　 λ１ ＝ ｍπ
ａ

， λ２ ＝ ｎπ
ｂ

．

综合前文，可以得到以 ５ 个未知量表示的 ５ 个方程．其中式（６）前两式可解得 ｕ１，ｕ２，后 ３
式可解得 ｕ３ 与法线转角 β１，β２ ．

３　 高阶理论与一阶理论对比

以下对比分析高阶变形理论与一阶变形理论挠度计算结果之间的差异．为了研究上、下面

板的抗弯刚度对计算结果的影响，对比计算面板厚度变化时夹层板的最大挠度计算结果．其中

Ｅ ｆ ＝ ７０ ＧＰａ， Ｅｃ ＝ ７ ＧＰａ， 夹芯厚度为 １０ ｍｍ， 边长 ａ ＝ ｂ ＝ １００ ｍｍ， 四边简支， 横向均布载荷

ｑ３ ＝ １ ＭＰａ ．
表 １　 面板厚度变化时，高阶变形理论与一阶变形理论计算结果的对比

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｅｎｔｅｒ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｈｉｇｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ

ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ ｔｈｅ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｕｒｆａｃｅ ｌａｙｅｒ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ

ｈ ／ ｔ ｕ３Ｈ ｕ３Ｆ （ｕ３Ｈ － ｕ３Ｆ） ／ ｕ３Ｈ

１ ３．３６Ｅ－０６ ２．６３Ｅ－０６ ２１．８２％

２ １．１０Ｅ－０５ ９．２５Ｅ－０６ １５．８１％

４ ２．９５Ｅ－０５ ２．５９Ｅ－０５ １２．１８％

５ ３．９１Ｅ－０５ ３．４７Ｅ－０５ １１．３４％

１０ ８．４４Ｅ－０５ ７．６７Ｅ－０５ ９．１１％

１５ １．２４Ｅ－０４ １．１４Ｅ－０４ ７．８９％

２０ １．５８Ｅ－０４ １．４７Ｅ－０４ ７．０２％

３０ ２．１５Ｅ－０４ ２．０２Ｅ－０４ ５．８２％

５０ ２．９５Ｅ－０４ ２．８２Ｅ－０４ ４．３７％

１００ ４．０４Ｅ－０４ ３．９３Ｅ－０４ ２．７４％

　 　 表 １ 中 ｕ３Ｈ 为高阶变形理论计算结果，ｕ３Ｆ 为一阶变形理论计算结果［９］ ．
由上表计算数据可知，当面板厚度相对于夹芯厚度较小时，一阶变形理论能较好地分析夹

层板的弯曲情形．随着面板厚度增大，计算差异增大．这主要是因为一阶变形理论将横向剪切

应力简化为沿厚度方向均匀分布，且假设面板上的面内应力沿厚度方向也均匀分布，导致法线

转角的计算误差，这种误差在厚度尺寸相对较大时表现得尤为明显．因此，当 ｈ ／ ｔ 比值小于 ２０
时，应该考虑采用高阶变形理论分析夹层板问题．

４　 高阶变形理论

对于夹层板结构，横向剪切是其主要破坏因素之一，所以有必要研究其横向剪切应力沿厚

度方向的分布情形．而一阶变形理论均假设其横向剪切应力沿厚度方向均匀分布，所以有必要

采用高阶变形理论对其进行进一步的研究分析．
４．１　 中面各点的挠度

设夹层板上、下面板厚度 ｔ ＝ １ ｍｍ，夹芯厚度 ｈ ＝ １０ ｍｍ，面板弹性模量 Ｅ ｆ ＝ ７０ ＧＰａ，夹芯
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弹性模量 Ｅｃ ＝ ７ ＧＰａ，面板和夹芯 Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比 νｆ ＝ νｃ ＝ ０．３．夹层板边长 ａ ＝ ｂ ＝ ５００ ｍｍ，
四边简支，受横向均布载荷 ｑ３ ＝ １ ＭＰａ ．使用 Ｎａｖｉｅｒ 方法能快速的求得其各点的位移和转角，
沿 ｘ１，ｘ２ 方向各取 ５１ 个计算节点，得到位移变形图（图 ２）．

图 ２　 四边简支受横向载荷夹层板变形图

Ｆｉｇ．２　 Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｐｌａｔｅ ｕｎｄｅｒ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｌｏａｄｉｎｇ

４．２　 中面各点的法线转角

由式（２）可知，夹层板各处的横向剪应变与转角 β 相关．由此可求解出夹层板中面上的法

线转角 β 的分布情况，以得到整体的横向剪应力分布情况．

图 ３　 四边简支受横向载荷夹层板中面法线转角

Ｆｉｇ．３　 Ｎｏｒｍａｌ ｌｉｎｅ ｒｏｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｐｌａｔｅ ｕｎｄｅｒ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｌｏａｄｉｎｇ

图 ３ 为转角 β２ 在夹层板中面内的分布图，由图可知最大横向剪应力σ２３ 位于 ｘ１ ＝ ａ ／ ２，ｘ２ ＝
０，ｂ处．由结构的对称性可知最大剪应力σ１３ 位于 ｘ２ ＝ ｂ ／ ２，ｘ１ ＝ ０，ａ 处．对于更复杂的情况，同样

可以用该法快速地得到中面法线转角在面内的分布情况，为夹层板的强度分析计算提供有效

的定位手段．
４．３　 厚度方向应变分布

在厚度方向上，横向剪应变的分布呈现出规整的半正弦分布形式，如图 ４ 所示．由图 ４ 可

知，横向剪应变在中面处取得最大值，在上、下面板的外表面处为 ０．对于四边简支受均布横向

载荷的夹层板，越靠近中点，其横向剪应变越小，且在板的面内中点处取得 ０ 值．
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图 ４　 横向剪应变沿厚度方向分布情况

Ｆｉｇ．４　 Ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｓｔｒａｉｎ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

图 ５　 中面法线变形图

Ｆｉｇ．５　 Ｔｈｅ ｃｅｎｔｅｒ⁃ｐｌａｎｅ ｎｏｒｍａｌ ｌｉｎｅ ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ

４．４　 中面法线变形

考虑到横向剪切应力对中面法线变形的影响，变形后将不再保持为直线．由式（１）可知，求
解各点处的面内位移，减除中面上对应点的位移，即可得到各法线的变形情况．如图 ５ 所示．

图 ５ 中纵坐标为夹层板厚度方向，横坐标为法向上各点在 ｘ２ 方向的位移．由图 ５ 可知，对
于四边简支受横向均布载荷的夹层板，其边界处的法线转角位移最大，而板的面内中点处中面

法线转角位移为 ０．

５　 结　 　 论

１） 由于考虑了面内方向的应力在厚度方向的分布情况，提高了夹层板问题的分析精度，
扩展了理论计算的适用范围．

２） 研究了横向剪切应力的面内分布情况，对于夹层板的横向载荷破坏能快速准确地找到

危险点，并且考虑了横向剪切应力在厚度方向的分布情况，提高了研究精度．
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ｅｒａｌｉｚｅｄ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｏｆ ｖｉｒｔｕａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ； ｂａｓｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎ

２８８ 郝　 加　 琼　 　 　 李　 明　 成　 　 　 邓　 宗　 白


