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摘要：　 关注动力学系统的局部几何性质，采用多辛分析方法研究了偏心冲击荷载作用下薄圆板

振动特性．在探索偏心冲击荷载作用下薄圆板振动问题动力学控制方程的对称性和守恒律的对应

关系基础上，对动力学控制方程在多辛体系下重新描述，并采用显式中点差分离散方法构造其多

辛格式，通过对存在不同相对偏心距冲击荷载作用下的薄圆板振动过程的数值模拟，研究了相对

偏心距对薄圆板振动特性的影响，同时，数值模拟结果也充分体现了多辛算法的良好保结构性能．
该研究结果不仅为由于荷载作用位置误差带来的动力学响应偏差估计提供了依据，而且为偏心冲

击动力学问题的研究提供了新的途径．
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引　 　 言

薄板冲击动力学问题具有广泛的力学应用背景，包括：飞机机身抗冲击问题、装甲车车身

抗冲击问题等，因而得到了力学家和数学家的广泛关注，相关的分析方法可以归结为两大

类［１⁃２］：一类是吸收了解析法结果准确和数值方法（主要是有限元法）处理边界灵活的优点，可
以在明显减少计算量的同时提高计算精度，从而逐渐发展形成的半解析解法；另一类是在处理

复杂的边界形状没有原则上的困难的数值方法．对于薄板冲击这类复杂的动力学问题，由于冲

击荷载形式的特殊性，使得动力学响应时间和空间方向的变化率大，数值求解面临的主要困难

在于：如何在保证计算效率（核心问题是求解步长问题）的同时，精确再现冲击动力学系统的

局部几何性质．在笔者的已有工作中，已经采用保结构分析方法研究了薄圆板中心受冲击荷载

作用下的振动问题［３］，而在实际工程中，冲击荷载作用的位置往往不可能恰好处于圆板中心，
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由于冲击荷载作用的位置不是板的几何中心，这将导致圆板的动力学响应与已有的研究结果

存在一定差异．本文正是基于这样的背景下，继续开展薄圆板在偏心冲击荷载作用下的动力学

问题，将已有的研究工作进一步完善和推广．
保结构算法的基本思想是在数值离散过程中尽可能多地保持原连续系统的固有几何性

质，使得数值分析过程与原连续系统在同一理论框架体系下进行［４］ ．其代表性研究成果及其相

关研究阶段有：Ｆｅｎｇ（冯康）先生于 １９８４ 年基于辛几何理论创立了针对有限维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统

的辛算法［４］，随后其所在课题组提出了多种构造辛格式的差分离散方法，这一系列的研究成

果荣获 １９９７ 年国家自然科学一等奖；上世纪 ９０ 年代初，大连理工大学钟万勰院士等基于计算

结构力学与最优控制理论的数学表述形式的一致性，将最优控制领域的“状态空间法”引入动

力学系统，通过引入对偶向量，建立了一套针对 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 动力学系统的辛几何方法及时程精

细积分理论［５］，凭借这一被誉为是近年来计算力学领域最重要的突破之一的研究成果，荣获

２０１０ 年国家自然科学二等奖；为了将保结构思想深入到动力学系统的局部性质研究，Ｂｒｉｄｇｅｓ
将针对有限维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的辛几何算法推广至针对无限维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的多辛算法，并证

明了多种常用的差分离散方法都是多辛的［６］；鉴于连续动力学系统中广泛存在的耗散问题，
邓子辰教授等将针对保守动力学系统的多辛算法推广至用于处理弱耗散动力学问题的广义多

辛算法，进一步拓展了保结构思想的应用领域［７⁃８］ ．
基于已有研究成果，本文进一步考虑冲击荷载作用位置的偏心影响，利用多辛算法研究偏

心冲击荷载作用下中心对称薄圆板的动力学响应问题．

１　 偏心冲击荷载作用下中心对称薄圆板振动模型及其对称形式

为与已有研究成果相区别［３， ９］，本文考虑偏心冲击荷载作用下的中心对称薄圆板动力学

问题，如图 １．虽然圆板振动问题是一个空间二维的动力学问题，但是由于圆板的材料参数和几

何尺寸均是中心对称的，因此本文在极坐标系下，无需考虑极角这一自由度，而只需考虑极径

这一自由度．其振动控制方程可表述为

　 　 ρ∂ｔｔｗ ＋ Ｄ∂ｒｒｒｒｗ ＋ ２Ｄ
ｒ

∂ｒｒｒｗ ＋ Ｄ
ｒ２

∂ｒｒｗ ＝ Ａδ（０，τ），

　 　 ｔ ≥ ０， ０ ≤ ｒ ≤ Ｒ， ０ ≤ τ ≤ Ｒ， （１）
其中， ρ为圆板单位面积的质量，Ｄ ＝ Ｅｈ３ ／ （１２（１ － ν２）） 为圆板的弯曲刚度，Ｅ为圆板材料弹性

模量，ｈ 为圆板厚度，ν 为圆板材料 Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松） 比，ｗ ＝ ｗ（ ｔ，ｒ） 为圆板挠度，Ｒ 为圆板直径，
Ａδ（０，τ） 为圆板受到的冲击荷载，Ａ 为冲击荷载的幅值，δ（０，τ） 为冲击函数，表示在 ｔ ＝ ０ 时刻

在 ｒ ＝ τ 的位置作用一个冲击荷载．
为了描述冲击荷载的相对作用位置，定义相对偏心距：
　 　 ｅｒ ＝ τ ／ Ｒ ． （２）
与已有研究类似，冲击荷载的作用效果只反映在动力学问题的初值条件中，因此本文首先

考虑中心对称薄圆板的自由振动问题：

　 　 ρ∂ｔｔｗ ＋ Ｄ∂ｒｒｒｒｗ ＋ ２Ｄ
ｒ

∂ｒｒｒｗ ＋ Ｄ
ｒ２

∂ｒｒｗ ＝ ０，　 　 ｔ ≥ ０， ０ ≤ ｒ ≤ Ｒ ． （３）

其多辛对称形式在文献［３］中已经给出，即
　 　 Ｍ∂ｔｚ ＋ Ｋ∂ｘｚ ＝ ÑｚＳ（ｚ）， （４）

其中，状态向量 ｚ ＝ ［ｗ，ｕ，ｐ，ｑ，φ］ Ｔ 的各分量定义为 ∂ｔｗ ＝ ｕ，∂ｒｗ ＝ ｐ，∂ｒｐ ＝ ｑ，∂ｒｑ ＝ φ， 系统的
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Ｈａｍｉｌｔｏｎ 量定义为

　 　 Ｓ（ｚ） ＝ １
２
（Ｄｑ２ － ρｕ２） － Ｄｐφ － ２Ｄ

ｒ
ｗφ － Ｄ

ｒ２
ｗｑ，

反对称的系数矩阵定义为

　 　 Ｍ ＝

０ ρ ０ ０ ０
－ ρ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

， Ｋ ＝

０ ０ ０ ０ Ｄ
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ － Ｄ ０
０ ０ Ｄ ０ ０
－ Ｄ ０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

．

该对称形式是严格的多辛形式，由 Ｎｏｅｔｈｅｒ 定理可知，对称形式与守恒律密切相关，依据

多辛积分理论［６］，该对称形式满足的多辛守恒律、局部能量守恒律和局部动量守恒律在文献

［３］中已经分别给出，在此不再详述．

图 １　 偏心冲击荷载作用下的中心对称薄圆板动力学计算模型

Ｆｉｇ．１　 Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ａ ｃｅｎｔｒｏｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｔｈｉｎ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｐｌａｔｅ ｕｎｄｅｒ ｅｃｃｅｎｔｒｉｃ ｉｍｐａｃｔ ｌｏａｄ

２　 多辛形式的多辛差分离散

基于对冲击荷载作用下薄圆板振动问题的前期研究［３］，采用 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｏｘ 差分离散方法构造

的多辛格式虽然在精度方面满足要求，但是由于 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｏｘ 差分格式属于隐式格式，其计算效

率还不尽如人意，因此，本文将采用显式中点离散方法构造其显式的多辛格式．
令时间方向步长为 Δｔ，空间方向的计算步长为 Δｒ，采用均匀剖分计算区域之后，网格点处

的挠度值ｗ（ ｉΔｔ， ｊΔｒ） 以ｗ ｊ
ｉ 表示．分别在时间和空间方向采用显式中点差分离散方法得到多辛

对称形式（４）的多辛格式：
　 　 Ｍδ １ ／ ２

ｔ ｚｊｉ ＋ Ｋδ １ ／ ２
ｒ ｚｊｉ ＝ ÑｚＳ（ｚｊｉ） ． （５）

展开上式，即

　 　

ρδ １ ／ ２
ｔ ｕ ｊ

ｉ ＋ Ｄδ １ ／ ２
ｒ φ ｊ
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ｒ
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其中

　 　 δ １ ／ ２
ｔ ＝ １

２
（δ ＋

ｔ ＋ δ －
ｔ ）， δ １ ／ ２

ｒ ＝ １
２
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ｒ ＋ δ －
ｒ ）， δ ＋
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１
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（ ｚ ｊｉ ＋１ － ｚ ｊｉ），
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１
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（ ｚ ｊｉ － ｚ ｊｉ －１）， δ ＋
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１
Δｘ

（ ｚ ｊ ＋１ｉ － ｚ ｊｉ）， δ －
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１
Δｘ

（ ｚ ｊｉ － ｚ ｊ －１ｉ ） ．

多辛格式（６）满足的离散多辛守恒律、离散局部能量守恒律和局部动量守恒律分别为

　 　 ρδ １ ／ ２
ｔ （ｄｕ ｊ

ｉ ∧ ｄｗ ｊ
ｉ） ＋ Ｄδ １ ／ ２

ｒ （ｄφ ｊ
ｉ ∧ ｄｗ ｊ
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ｉ ∧ ｄｑ ｊ

ｉ） ＝ ０， （７）
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与文献［３］中离散形式的局部守恒律相比，本文构造的显式格式（６）所满足的离散守恒律

（７） ～ （９）在数值模拟过程中的记录相对复杂一些，但是这与显式格式（６）的计算效率无关．

３　 冲击荷载作用位置的偏心对圆板动力学响应影响的数值研究

选取图 １ 所示计算模型，考虑如下的初始条件（冲击荷载的作用效果在初始条件中体现，
冲击荷载作用于 ｒ ＝ τ 这个圆周上的某一点，不失一般性，为初值条件数学表述的需要，将该点

所对应的极角设定为 θ ＝ θ ０，θ ０ 为一常数，在以下数值实验中，本文取 θ ０ ＝ ０（实际上，后续的计

算结果与 θ ０ 的取值无关））：

　 　 ｗ（０，ｒ） ＝ ０， ∂ｔｗ（０，ｒ） ＝ ０， ∂ｔｔｗ（０，ｒ） ＝
０， ｒ ≠ τ， θ ≠ θ ０，
Ａｒ２ ／ Ｄ， ｒ ＝ τ， θ ＝ θ ０，{ （１０）

以及固定边界条件

　 　 ｗ（ ｔ，Ｒ） ＝ ０． （１１）
选取薄圆板的几何尺寸参数， ｈ ＝ ０．０１ ｍ，Ｒ ＝ １ ｍ，薄圆板材料参数为 ρ ＝ ７８ ｋｇ ／ ｍ２，Ｅ ＝

２００ ＧＰａ，ν ＝ ０．３．取计算步长为 Δｔ ＝ ０．０１ ｓ，Δｒ ＝ ０．０２．在 ｔ ∈ ［０，１５ ｓ］ 时段内，模拟不同相对

偏心距情形下，当冲击荷载幅值为 Ａ ＝ １ ｋＮ 时模拟薄圆板的振动情况，得到不同相对偏心距情

形下圆板不同时刻的振动情况如图 ２、３、４ 所示．

（ａ） ｔ ＝ ０．５ ｓ

６８８ 秦　 于　 越　 　 　 邓　 子　 辰　 　 　 胡　 伟　 鹏



（ｂ） ｔ ＝ ５ ｓ

（ｃ） ｔ ＝ １０ ｓ

（ｄ） ｔ ＝ １５ ｓ

图 ２　 不同时刻圆板挠度分布情况， ｅｒ ＝ ０

Ｆｉｇ．２　 Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｐｌａｔｅ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ ｆｏｒ ｅｒ ＝ ０

７８８偏心冲击荷载作用下薄圆板动力学响应的保结构分析



图中挠度 ｗ的单位统一为ｍｍ，图 ２对应的相对偏心距为 ｅｒ ＝ ０，图 ３对应的相对偏心距为

ｅｒ ＝ ０．０１，图 ４ 对应的相对偏心距为 ｅｒ ＝ ０．０５．

（ａ） ｔ ＝ ０．５ ｓ

（ｂ） ｔ ＝ ５ ｓ

（ｃ） ｔ ＝ １０ ｓ
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（ｄ） ｔ ＝ １５ ｓ

图 ３　 不同时刻圆板挠度分布情况， ｅｒ ＝ ０．０１

Ｆｉｇ．３　 Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｐｌａｔｅ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ ｆｏｒ ｅｒ ＝ ０．０１

（ａ） ｔ ＝ ０．５ ｓ

（ｂ） ｔ ＝ ５ ｓ
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（ｃ） ｔ ＝ １０ ｓ

（ｄ） ｔ ＝ １５ ｓ

图 ４　 不同时刻圆板挠度分布情况， ｅｒ ＝ ０．０５

Ｆｉｇ．４　 Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｐｌａｔｅ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ ｆｏｒ ｅｒ ＝ ０．０５

从以上模拟结果不难发现：在相对偏心距 ｅｒ ＝ ０ 时，即冲击荷载作用位置在圆板圆心时，

圆板的振动情况每时每刻都是中心对称的，这与实际情况相符；但是当 ｅｒ ＞ ０ 时，圆板的振动

就不再是中心对称的，在圆板中心与冲击荷载作用位置连线方向上，振动传播呈现出与其它方

向不相同的规律，在冲击荷载作用位置的一侧，波数少，而在另一侧，波数相对较多．
比较图 ３ 和图 ４ 的模拟结果发现：随着相对偏心距的增大，冲击荷载作用位置的一侧与另

一侧的振动波数差异越大，同时振动幅值越小，这些特点是偏心冲击荷载作用下薄圆板振动的

特有性质，多辛算法的计算结果能够很好地再现这些特有性质，充分说明了多辛算法具有良好

的保结构性能．

４　 结　 　 论

中心对称薄圆板在冲击荷载作用下的振动情况已有报道，本文在此基础上，针对实际工程

中冲击荷载作用位置存在误差的情况，进一步采用多辛分析方法研究中心对称的薄圆板在偏

０９８ 秦　 于　 越　 　 　 邓　 子　 辰　 　 　 胡　 伟　 鹏



心冲击荷载作用下的动力学响应特点．通过对存在不同相对偏心距的冲击荷载作用下薄圆板

振动特性的研究发现： １） 冲击荷载作用位置的偏心将导致薄圆板振动的不对称性，不对称的

程度随着相对偏心距的增大而加剧； ２） 随着相对偏心距的增大，薄圆板振动的振幅有所减小．
以上两方面的计算结果一方面具体反映了不同相对偏心距的冲击荷载作用下薄圆板振动特

性，另一方面也充分体现了本文采用的多辛算法能够很好地保持振动系统的几何性质，即多辛

算法的保结构性质．
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ｐｒｏｂｌｅｍｓ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： Ｈａｍｉｌｔｏｎ ｓｙｓｔｅｍ； ｍｕｌｔｉ⁃ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ； ｃｉｒｃｕｌａｒ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅ； ｅｃｃｅｎｔｒｉｃ ｉｍｐａｃｔ ｌｏａｄ
Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （ １１３７２２５２； １１１７２２３９；

１１３７２２５３）

２９８ 秦　 于　 越　 　 　 邓　 子　 辰　 　 　 胡　 伟　 鹏


