
文章编号：１０００⁃０８８７（２０１４）０８⁃０９１３⁃０７ ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７

具有承袭性的高阶导数有理插值算法
∗

荆　 科１，２
，　 刘业政１

，　 康　 宁３

（１． 合肥工业大学 管理学院， 合肥 ２３０００９；
２． 阜阳师范学院 数学与金融学院， 安徽 阜阳 ２３６０３７；
３． 阜阳师范学院 经济与管理学院， 安徽 阜阳 ２３６０３７）

摘要：　 切触有理插值是函数逼近的一个重要内容，而降低切触有理插值的次数和解决切触有理

插值函数的存在性是有理插值的一个重要问题．切触有理插值函数的算法大都是基于连分式进行

的，其算法可行性是有条件的，且计算量较大．利用 Ｎｅｗｔｏｎ（牛顿）多项式插值的承袭性和分段组合

的方法，构造出了一种无极点且满足高阶导数插值条件的切触有理插值函数，并推广到向量值切

触有理插值情形；既解决了切触有理插值函数存在性问题，又降低了切触有理插值函数的次数．最
后给出误差估计，并通过数值实例说明该算法具有承袭性、计算量低、便于编程等特点．
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引　 　 言

切触有理插值是类似于多项式插值中的 Ｈｅｒｍｉｔｅ（埃米特）插值的一种插值．即给定 ｎ ＋ １
个互异的点 { ｘｉ } ：

　 　 ａ ＝ ｘ０ ＜ ｘ１ ＜ … ＜ ｘｎ ＝ ｂ ． （１）
寻求有理函数 ｒ（ｘ） ＝ ｐ（ｘ） ／ ｑ（ｘ） 使之满足下列插值条件：

　 　 ｄ
ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋ ｐ（ｘ）
ｑ（ｘ）

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ ＝ ｘｉ

＝ ｆ （ｋ）
ｉ 　 　 （ｋ ＝ ０，１，…，ｓｉ － １； ｉ ＝ ０，１，…，ｎ） ． （２）

文献［１］将式（２）的非线性插值问题转化为等价的线性问题．但求解线性方程组需较大计

算量．文献［２］利用连分式的方法构造切触有理插值的函数，可以称之为经典的算法．文献［３］
利用 Ｈｅｒｍｉｔｅ⁃Ｎｅｗｔｏｎ 插值公式给出了一个判断切触有理插值函数存在性的充要条件．文献［４］
给出了切触有理插值的 Ｎｅｖｉｌｌｅ（内维尔）递推算法．文献［５］利用凸组合方法，构造出了一种切

触有理插值函数，但是有理函数的次数较高．文献［６］利用 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值基函数和多项式插值

误差的性质，给出了一种切触有理插值算法．文献［７］给出一种具有重节点的 Ｐａｄé（帕德）逼近

与切触有理插值有关的算法．文献［８⁃９］给出了一种基于 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｐａｄé 逼近方法的切触有理插
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值算法．上述算法结果虽然很好，但是算法的可行性都需要一定的条件，不便于实际应用，且大

都是针对 ｓｉ ＝ ２ 的情形．
所谓的向量值切触有理插值问题，就是寻求向量值有理函数

　 　 Ｒ（ｘ） ＝ Ｎ（ｘ）
Ｑ（ｘ）

＝
（ｎ１（ｘ），ｎ２（ｘ），…，ｎｔ（ｘ））

Ｑ（ｘ）
，

使得下列条件满足：

　 　 ｄ
ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋ Ｎ（ｘ）
Ｑ（ｘ）

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ ＝ ｘｉ

＝ Ｖ（ｋ）
ｉ 　 　 （ｋ ＝ ０，１，…，ｓｉ － １； ｉ ＝ ０，１，…，ｎ）， （３）

其中 Ｑ（ｘ） 和 ｎ ｊ（ｘ）（ ｊ ＝ １，２，…，ｔ） 是实系数多项式．
文献［１０］利用连分式及 Ｓａｍｅｌｓｏｎ 逆和文献［１１］利用 Ｈｅｒｍｉｔｅ⁃Ｎｅｗｔｏｎ 插值公式给出了不

同的向量值切触有理插值函数的构造方法，但是计算量较大，且算法的可行性都是有条件的．
本文利用 Ｎｅｗｔｏｎ 插值的承袭性思想和分段组合的方法，构造了一种具有承袭性且满足高

阶导数插值条件的切触有理插值算法并将其推广到向量值切触有理插值情形，既解决了切触

有理插值函数的存在性问题，又降低了切触有理插值函数的次数．

１　 切触有理插值公式

为了建立切触有理插值公式，利用文献［１２⁃１３］的 Ｎｅｗｔｏｎ 插值的承袭性思想和分段组合

的方法，引入非负整数 ｍ（０ ≤ ｍ ≤ ｎ）， 将节点（１）按
　 　 ｘｉ，ｘｉ ＋１，…，ｘｎ 　 　 （ ｉ ＝ ０，１，…，ｍ） （４）

进行分组，记每组节点（４）和函数值及导数值 ｆ （ｋ）
ｊ （ｋ ＝ ０，１，…，ｓ － １； ｊ ＝ ｉ，ｉ ＋ １，…，ｎ） 所做的

插值多项式记为 ｐｉ（ｘ） ．根据文献［１４］ 中的定理 １ 可知， 多项式 ｐｉ（ｘ） 是唯一确定的且次数为

ｓ（ｎ － ｉ） ＋ ｓ － １．对节点（１） 取过节点（４） 后剩下的节点 ｘ０，ｘ１，…，ｘｉ －１ 做如下代数多项式：

　 　 ω ｉ（ｘ） ＝ ∏
ｉ －１

ｊ ＝ ０
（ｘ － ｘ ｊ） ｓ，　 　 ｓｉ ＝ ｓ， ｓ ≥ ２， ｓ ∈ Ｚ ＋ ． （５）

令

　 　 ｑ（ｘ） ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ ０
ω ｉ（ｘ）， （６）

　 　 β ｉ（ｘ） ＝
ω ｉ（ｘ）
ｑ（ｘ）

，　 　 ｉ ＝ ０，１，…，ｍ， （７）

显然 β ｉ（ｘ） 是［（ ｓｉ） ／ （ ｓｍ）］ 型有理函数．利用 β ｉ（ｘ） 及 ｐｉ（ｘ） 做线性组合：

　 　 ｒ（ｘ） ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ ０
β ｉ（ｘ）ｐｉ（ｘ） ＝

∑
ｍ

ｉ ＝ ０
ω ｉ（ｘ）ｐｉ（ｘ）

∑
ｍ

ｉ ＝ ０
ω ｉ（ｘ）

， （８）

容易得出 ｒ（ｘ） 是［（ ｓｎ ＋ ｓ － １） ／ （ ｓｍ）］ 型有理函数．
定理 １　 对任意给定的非负整数 ｍ（０≤ｍ≤ ｎ），由式（８） 所确定的有理函数 ｒ（ｘ） 满足插

值条件：
　 　 ｒ（ｋ）（ｘｉ） ＝ ｆ （ｋ）

ｉ 　 　 （ｋ ＝ ０，１，…，ｓ － １； ｉ ＝ ０，１，…，ｎ） ． （９）

证明　 设被插值函数为 ｆ（ｘ） 及 ｆ（ｘ） － ｐｉ（ｘ） ＝ α ｉ（ｘ），１ ／∑ｍ

ｉ ＝ ０
ω ｉ（ｘ） ＝ Ｄ（ｘ），则根据式

（５）、（６） 可得，当 ｋ ＝ ｉ，ｉ ＋ １，…，ｎ 时，ω ｉ（ｘｋ） ＞ ０，否则 ω ｉ（ｘｋ） ＝ ０，ｉ ＝ ０，１，…，ｎ， 所以有理插
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值函数的分母多项式（６）在插值节点（１）上的函数值恒大于 ０．

　 　 ｆ（ｘ） － ｒ（ｘ） ＝
ｆ（ｘ）∑

ｍ

ｉ ＝ ０
ω ｉ（ｘ） － ∑

ｍ

ｉ ＝ ０
ω ｉ（ｘ）ｐｉ（ｘ）

∑
ｍ

ｉ ＝ ０
ω ｉ（ｘ）

＝

　 　 　 　
∑
ｍ

ｉ ＝ ０
ω ｉ（ｘ）［ ｆ（ｘ） － ｐｉ（ｘ）］

ｑ（ｘ）
＝
∑
ｍ

ｉ ＝ ０
ω ｉ（ｘ）α ｉ（ｘ）

ｑ（ｘ）
＝ ∑

ｍ

ｉ ＝ ０
ω ｉ（ｘ）α ｉ（ｘ）Ｄ（ｘ）， （１０）

利用 Ｌｅｉｂｎｉｚ（莱布尼茨）公式得

　 　 ［ω ｉ（ｘ）α ｉ（ｘ）Ｄ（ｘ）］ （ ｓ－１） ＝ ∑
ｓ－１

ｊ ＝ ０
Ｃ ｊ

ｓ －１［ω ｉ（ｘ）α ｉ（ｘ）］ （ ｊ）Ｄ（ ｓ－１－ｊ）（ｘ）， （１１）

　 　 ［ω ｉ（ｘ）α ｉ（ｘ）］ （ ｊ） ＝ ∑
ｊ

ｔ ＝ ０
Ｃ ｔ

ｊω （ ｔ）
ｉ （ｘ）α （ ｊ －ｔ）

ｉ （ｘ）， （１２）

当 ｋ ＝ ０，１，…，ｉ － １时，ω （ ｔ）
ｉ （ｘｋ） ＝ ０，当 ｋ ＝ ｉ，ｉ ＋ １，…，ｎ时，α （ ｊ －ｔ）

ｉ （ｘｋ） ＝ ０， 所以在节点（１）处式

（１０） ～ （１２）的值为 ０，故可得 ｒ（ｘ） 满足插值条件．
同样为了建立向量值切触有理插值公式，引入非负整数 ｍ（０ ≤ ｍ ≤ ｎ），将节点（１） 按节

点（４） 进行分组，记由每组节点（４） 和相应的向量值及其导数值 Ｖ（ｋ）
ｊ （ｋ ＝ ０，１，…，ｓ － １； ｊ ＝ ｉ，

ｉ ＋ １，…，ｎ） 所做的向量值插值多项式记为 Ｎｉ（ｘ） ．根据文献［１０］ 中的定理 １ 可知向量多项式

Ｎｉ（ｘ） 是唯一确定的且次数为 ｓ（ｎ － ｍ） ＋ ｓ － １．对节点（１） 取过节点（４） 剩下的节点 ｘ０，ｘ１，…，
ｘｉ －１ 做如式（５） 的代数多项式．同样利用 β ｉ（ｘ） 及 Ｎｉ（ｘ） 做线性组合：

　 　 Ｒ（ｘ） ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ ０
β ｉ（ｘ）Ｎｉ（ｘ） ＝

∑
ｍ

ｉ ＝ ０
ω ｉ（ｘ）Ｎｉ（ｘ）

∑
ｍ

ｉ ＝ ０
ω ｉ（ｘ）

． （１３）

定理 ２　 对任意给定的所有非负整数 ｍ（０≤ｍ≤ ｎ），由式（１３） 所确定的向量值有理函数

Ｒ（ｘ） 满足插值条件 Ｒ（ｋ）（ｘｉ） ＝ Ｖ（ｋ）
ｉ （ｋ ＝ ０，１，…，ｓ － １；ｉ ＝ ０，１，…，ｎ） ．

事实上，只需要将定理 １ 中的函数换成向量，采用类似的方法即可证明定理 ２．
式（８）和（１３）即本文给出的数量值和向量值切触有理插值公式．通过选取不同的非负整

数 ｍ， 可以得到不同类型的切触有理插值函数．且相比其他算法具有下列优点：
１） 其他算法不具有承袭性，本文的算法在计算 ｐｉ（ｘ） 和 ω ｉ（ｘ） 时具有承袭性，例如计算

ω ｉ ＋１（ｘ） 只需要对 ω ｉ（ｘ） 乘以（ｘ － ｘｉ） ｓ ．
２） 其他算法对于不同的有理函数类型，需要重新计算分子和分母多项式；而本文的算法

对于不同的正整数 ｍ，只需要对 ｐｉ（ｘ） 和 ω ｉ（ｘ） 增加或减少相应的项．
３） 如果要增加或减少插值节点，其他算法需要重新计算所有分子和分母多项式，而本文

的算法只需增加或减少 ｐｉ（ｘ） 和 ω ｉ（ｘ） 相应的项．
４） 如果本文和其他算法的有理函数具有相同的次数，则本文算法在计算 ω ｉ（ｘ） 时具有计

算量低的特点．
本文的切触有理插值算法推广到向量值切触有理插值情形，相比于其他算法同样具有上

述的优点．
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２　 误 差 估 计

定理 ３　 设 ｆ （ ｓｎ＋ｓ－１）（ｘ） 在［ａ，ｂ］ 上连续， ｆ （ ｓｎ＋ｓ）（ｘ） 在（ａ，ｂ） 内存在，ｒ（ｘ） 是满足插值条件

（９） 的有理函数，则对于任何 ｘ ∈ ［ａ，ｂ］， 插值余项为

　 　 ｆ（ｘ） － ｒ（ｘ） ＝
ω ｎ＋１（ｘ）∑

ｍ

ｉ ＝ ０

ｆ （ ｓ（ｎ－ｉ） ＋ｓ）（ξ ｉ）
（ ｓ（ｎ － ｉ） ＋ ｓ）！

∑
ｍ

ｉ ＝ ０
ω ｉ（ｘ）

， （１４）

其中 ξ ｉ ∈ ［ｘｉ，ｘｎ］ ．
特别当 ｘ ∈ （ｘｍ－１，ｂ］ 时，更有下面误差公式：

　 　 ｆ（ｘ） － ｒ（ｘ） ≤ ∑
ｍ

ｉ ＝ ０

ｆ （ ｓ（ｎ－ｉ） ＋ｓ）（ξ ｉ）
（ ｓ（ｎ － ｉ） ＋ ｓ）！

［ｈ（ｎ－ｊ＋１）（ｎ － ｊ ＋ １）！ ］ ｓ， （１５）

其中 ｈ ＝ ｍａｘ０≤ｉ≤ｎ－１（ｘｉ ＋１ － ｘｉ） ．
证明　 设

　 　 λ ｉ（ｘ） ＝
ω ｉ（ｘ）
ω ｎ＋１（ｘ）

， （１６）

根据误差公式（１４）对于任何 ｘ ∈ ［ａ，ｂ］， 插值余项为

　 　 ｆ（ｘ） － ｒ（ｘ） ＝
ω ｎ＋１（ｘ）∑

ｍ

ｉ ＝ ０

ｆ （ ｓ（ｎ－ｉ） ＋ｓ）（ξ ｉ）
（ ｓ（ｎ － ｉ） ＋ ｓ）！

∑
ｍ

ｉ ＝ ０
ω ｉ（ｘ）

＝
∑
ｍ

ｉ ＝ ０

ｆ （ ｓ（ｎ－ｉ） ＋ｓ）（ξ ｉ）
（ ｓ（ｎ － ｉ） ＋ ｓ）！

∑
ｍ

ｉ ＝ ０
λ ｉ（ｘ）

．

下面考虑当 ｘ ∈ （ｘｍ－１，ｂ］ 时分母多项式：

　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ ０
λ ｉ（ｘ） ＝ ｑ（ｘ）

∏
ｎ

ｉ ＝ ０
（ｘ － ｘｉ） ｓ

≥
ω ｊ（ｘ）

∏
ｎ

ｉ ＝ ０
（ｘ － ｘｉ） ｓ

＝

　 　 　 　 λ ｊ（ｘ） ＝ １
（ｘ － ｘ ｊ） ｓ，（ｘ － ｘ ｊ ＋１） ｓ，…，（ｘ － ｘｎ） ｓ ． （１７）

假设 ｘｍ ≤ ｘｋ ＜ ｘ ＜ ｘｋ＋１ ≤ ｘｎ， 则有

　 　 （ｘ － ｘ ｊ） ｓ，（ｘ － ｘ ｊ ＋１） ｓ，…，（ｘ － ｘｎ） ｓ ≤ ∏
ｋ

ｉ ＝ ｊ
（ｘｋ＋１ － ｘｉ） ｓ∏

ｎ

ｉ ＝ ｋ＋１
（ｘｉ － ｘｋ） ｓ ≤

　 　 　 　 ［（ｋ － ｊ ＋ １）！ ］ ｓ［（ｎ － ｋ）！ ］ ｓｈ（ｎ－ｊ＋１） ｓ ≤ ［（ｎ － ｊ ＋ １）］ ｓｈ（ｎ－ｊ＋１） ｓ， （１８）
由此可得

　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ ０
λ ｉ（ｘ） ≥ １

［（ｎ － ｊ ＋ １）！ ］ ｓｈ（ｎ－ｊ＋１） ｓ ．

所以误差公式：

　 　 ｆ（ｘ） － ｒ（ｘ） ≤ ∑
ｍ

ｉ ＝ ０

ｆ （ ｓ（ｎ－ｉ） ＋ｓ）（ξ ｉ）
（ ｓ（ｎ － ｉ） ＋ ｓ）！

［ｈ（ｎ－ｊ＋１）（ｎ － ｊ ＋ １）！ ］ ｓ ． （１９）

仿照定理 ３ 的证明方法，对于条件（１２）所定义的向量值有理插值函数，类似地可以得出

下面的向量值有理插值误差定理．
定理 ４　 设 Ｖ（ ｓｎ＋ｓ－１）（ｘ） 在［ａ，ｂ］ 上连续，Ｖ（ ｓｎ＋ｓ）（ｘ） 在（ａ，ｂ） 内存在，Ｒ（ｘ） 是满足条件
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（１２） 的向量值有理函数，则对于任何 ｘ ∈ ［ａ，ｂ］， 插值余项为

　 　 Ｖ（ｘ） － Ｒ（ｘ） ＝
ω ｎ＋１（ｘ）∑

ｍ

ｉ ＝ ０

Ｖ（ ｓ（ｎ－ｉ） ＋ｓ）（ξ ｉ）
（ ｓ（ｎ － ｉ） ＋ ｓ）！

∑
ｍ

ｉ ＝ ０
ω ｉ（ｘ）

， （２０）

其中 ξ ｉ ∈ ［ｘｉ，ｘｎ］ ．
同样当 ｘ ∈ （ｘｍ－１，ｂ］ 时，则也有如下的误差公式：

　 　 ‖Ｖ（ｘ） － Ｒ（ｘ）‖ ≤ ∑
ｍ

ｉ ＝ ０

Ｖ（ ｓ（ｎ－ｉ） ＋ｓ）（ξ ｉ）
（ ｓ（ｎ － ｉ） ＋ ｓ）！

［ｈ（ｎ－ｊ＋１）（ｎ － ｊ ＋ １）！ ］ ｓ ． （２１）

３　 数 值 例 子

通过下面的数值例子，可以验证本文的有理插值算法的可行性是无条件的，具有计算量较

低、有理函数次数较低、以及承袭性等特点．
例１　 已知插值条件 ｘ０ ＝ － １，ｘ１ ＝ ０，ｘ２ ＝ １， ｆ０ ＝ ０， ｆ ′０ ＝ １， ｆ１ ＝ １， ｆ ′１ ＝ ２， ｆ２ ＝ ２， ｆ ′２ ＝ ３，

试求 ｍ ＝ １ 时的切触有理插值函数．
解　 由式（５）得
　 　 ω ０（ｘ） ＝ １， ω １（ｘ） ＝ （ｘ ＋ １） ２，
　 　 ｐ０（ｘ） ＝ １．５ｘ５ ＋ ０．５ｘ４ － ２．５ｘ３ － ０．５ｘ２ ＋ ２ｘ ＋ １， ｐ１（ｘ） ＝ ３ｘ３ － ４ｘ２ ＋ ２ｘ ＋ １，

将数据代入式（８）得

　 　 ｒ（ｘ） ＝
∑

１

ｉ ＝ ０
ω ｉ（ｘ）ｐｉ（ｘ）

∑
１

ｉ ＝ ０
ω ｉ（ｘ）

＝

　 　 　 　 （１．５ｘ５ ＋ ０．５ｘ４ － ２．５ｘ３ － ０．５ｘ２ ＋ ２ｘ ＋ １） ＋ （３ｘ３ － ４ｘ２ ＋ ２ｘ ＋ １）（ｘ ＋ １） ２

ｘ２ ＋ ２ｘ ＋ ２
＝

　 　 　 　 ４．５ｘ５ ＋ ２．５ｘ４ － ５．５ｘ３ ＋ ０．５ｘ２ ＋ ６ｘ ＋ ２
ｘ２ ＋ ２ｘ ＋ ２

．

例 ２　 已知 ｘ０ ＝ － １，ｘ１ ＝ ０，ｘ２ ＝ １ 及 Ｖ０ ＝ （０，１），ＤＶ０ ＝ （１，１）， Ｖ１ ＝ （ － １，０），ＤＶ１ ＝ （１，
－ １），Ｖ２ ＝ （２，１）， ＤＶ２ ＝ （１，２），试求 ｍ ＝ １ 时的向量值切触有理插值函数．

解　 由式（５）得
　 　 ω ０（ｘ） ＝ １， ω １（ｘ） ＝ （ｘ ＋ １） ２，
　 　 Ｎ０（ｘ） ＝ （ － ２ｘ４ ＋ ４ｘ２ ＋ ｘ － １， － ０．２５ｘ５ － ０．７５ｘ４ ＋ １．２５ｘ３ ＋ １．７５ｘ２ － ｘ），
　 　 Ｎ１（ｘ） ＝ （ － ４ｘ３ ＋ ６ｘ２ ＋ ｘ － １， － ｘ３ ＋ ３ｘ２ － ｘ），

将数据代入式（１２）得

　 　 Ｒ（ｘ） ＝
∑

１

ｉ ＝ ０
ω ｉ（ｘ）Ｎｉ（ｘ）

∑
１

ｉ ＝ ０
ω ｉ（ｘ）

＝

　 　 　 　
－ ４ｘ５ － ４ｘ４ ＋ ９ｘ３ ＋ １１ｘ２ － ２， － ５

４
ｘ５ ＋ １

４
ｘ４ ＋ ２１

４
ｘ３ ＋ １１

４
ｘ２ － ２ｘæ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ２ ＋ ２ｘ ＋ ２
，
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容易检验上面的有理函数都是满足插值条件的，算法的可行性是无条件的（分母多项式恒大

于 ０），有理函数的次数较低（分母多项式的次数仅为 ２）．

４　 结　 　 论

本文利用 Ｎｅｗｔｏｎ 插值的承袭性思想和分段组合方法，构造的只是一种针对在所有插值节

点导数阶数相同的切触有理插值算法，虽然解决了切触有理插值函数的存在性问题，又降低了

切触有理插值函数的分母多项式次数且算法具有承袭性，但是对于导数阶数不同情况的切触

有理插值算法并没有解决，且本文的算法也不能降低分子多项式的次数，这些问题值得进一步

研究．
对于本文给定的算法，如何选取合适非负参数 ｍ， 需要视情况而定．特别是当插值节点的

数量较大以及需要增加或减少插值节点时，本文算法的简便性更能够得到体现．

致谢　 感谢阜阳师范学院科研项目（２０１３ＦＳＫＪ１１）对本文的资助．
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Ｈｅｆｅｉ ２３０００９， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；

２． Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｆｉｎａｎｃｅ， Ｆｕｙａｎｇ Ｔｅａｃｈｅｒｓ Ｃｏｌｌｅｇｅ，
Ｆｕｙａｎｇ， Ａｎｈｕｉ ２３６０３７， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；

３． Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｅｃｏｎｏｍｉｃｓ ａｎｄ Ｍａｎａｇｅｍｅｎｔ， Ｆｕｙａｎｇ Ｔｅａｃｈｅｒｓ Ｃｏｌｌｅｇｅ，
Ｆｕｙａｎｇ， Ａｎｈｕｉ ２３６０３７， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｏｓｃｕｌａｔｏｒｙ ｒａｔｉｏｎａｌ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ｗａｓ ａｎ ｉｍｐｏｒｔａｎｔ ｔｈｅｍｅ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ，
ｍｅａｎｗｈｉｌｅ， ｒｅｄｕｃｉｎｇ ｔｈｅ ｄｅｇｒｅｅ ａｎｄ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｏｓｃｕｌａｔｏｒｙ ｒａｔｉｏｎａｌ ｉｎｔｅｒｐｏｌａ⁃
ｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｍａｄｅ ａ ｃｒｕｃｉａｌ ｐｒｏｂｌｅｍ ｆｏｒ ｒａｔｉｏｎａｌ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ． Ｔｈｅ ｐｒｅｖｉｏｕｓ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｏｆ ｏｓｃｕ⁃
ｌａｔｏｒｙ ｒａｔｉｏｎａｌ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｍｏｓｔｌｙ ｄｅｐｅｎｄｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｃｏｎｔｉｎｕｅｄ ｆｒａｃｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｃｏｎｄｉ⁃
ｔｉｏｎａｌ ｆｅａｓｉｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｈｉｇｈ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ． Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｈｅｒｅｄｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ Ｎｅｗｔｏｎ ｉｎｔｅｒｐｏｌａ⁃
ｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ， ａｎ ｏｓｃｕｌａｔｏｒｙ ｒａｔｉｏｎａｌ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ
ｗｉｔｈｏｕｔ ｒｅａｌ ｐｏｌｅｓ ｗａｓ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ｔｏ ｍｅｅｔ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｏｆ ｈｉｇｈ ｏｒｄｅｒ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ，
ａｎｄ ｗａｓ ｉｎ ｔｕｒｎ ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｖｅｃｔｏｒ⁃ｖａｌｕｅｄ ｃａｓｅｓ． Ｉｔ ｎｏｔ ｏｎｌｙ ｓｏｌｖｅｄ ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｐｒｏｂｌｅｍ
ｆｏｒ ｔｈｅ ｏｓｃｕｌａｔｏｒｙ ｒａｔｉｏｎａｌ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ， ｂｕｔ ｒｅｄｕｃｅｄ ｔｈｅ ｄｅｇｒｅｅ ｏｆ ｔｈｅ ｒａｔｉｏｎａｌ ｆｕｎｃ⁃
ｔｉｏｎ． Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ， ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｅｓｔｉｍａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎｅｗ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｗａｓ ｇｉｖｅｎ． Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ｅｘａｍｐｌｅｓ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅ ｔｈｅ ｎｅｗ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ’ ｓ ｈｅｒｅｄｉｔｙ， ｌｏｗ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ ａｎｄ ｅａｓｙ ｐｒｏ⁃
ｇｒａｍｍａｂｉｌｉｔｙ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｏｓｃｕｌａｔｏｒｙ ｒａｔｉｏｎａｌ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ； Ｎｅｗｔｏｎ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ； ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ；
ｈｅｒｅｄｉｔｙ； ｈｉｇｈ ｏｒｄｅｒ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｂａｓｉｃ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｐｒｏｇｒａｍ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （ ９７３ Ｐｒｏｇｒａｍ ）
（２０１３ＣＢ３２９６０３）

９１９具有承袭性的高阶导数有理插值算法


