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摘要：　 研究了一类带 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件的 ｎ 维糖酵解模型．首先，以扩散系数 ｄ１ 为分歧参数，运
用局部分歧理论分析了该模型非常数稳态解的局部结构．其次，利用全局分歧理论和 Ｌｅｒａｙ⁃Ｓｃｈａｕｄ⁃
ｅｒ 度理论讨论了非常数稳态解的全局存在性．最后，借助数值模拟证实了所得结论．分析结果表明

ｎ 维糖酵解模型的空间模式可以生成．
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引　 　 言

空间结构的模式生成一直是备受关注的热点问题［１⁃３］ ．１９５２ 年，英国著名数学家 Ｔｕｒｉｎｇ（图
灵） ［４］提出了在相互作用的化学系统中扩散导致不稳定，并进化为空间模式．通过建立数学模

型［５］并运用相关理论来定性研究空间模式成为一个重要的手段．本文主要研究 ｎ 维糖酵解模

型的空间模式的生成，而糖酵解模型有着明显的实际背景和广泛的应用，特别地，它应用于冷

云系流云的形成过程［６］，相应的糖酵解模型如下：

　 　

∂ｕ
∂ｔ

＝ ｄ１Δｕ ＋ δ － ｋｕ － ｕｖ２， ｘ ∈ Ω， ｔ ＞ ０，

∂ｖ
∂ｔ

＝ ｄ２Δｖ ＋ ｋｕ － ｖ ＋ ｕｖ２， ｘ ∈ Ω， ｔ ＞ ０，

∂νｕ ＝ ∂νｖ ＝ ０， ｘ ∈ ∂Ω， ｔ ＞ ０，
ｕ（ｘ，０） ＝ ｕ０（ｘ） ≥ ０， ｖ（ｘ，０） ＝ ｖ０（ｘ） ≥ ０， ｘ ∈ Ω，
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ï
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ï
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ï
ï
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（１）

其中 Δ 为 Ｌａｐｌａｃｅ 算子， Ω是 Ｒｎ（ｎ≥１） 中具有光滑边界 ∂Ω的有界区域，ｕ，ｖ分别为两种物质

的浓度，δ 表示输入量，ｋ 表示在酶的低活性状态下的速率常数，ｄ１，ｄ２ 为两物质的扩散系数，ν
是单位外法线向量．本文总假定所有的常数 δ，ｋ，ｄ１，ｄ２ 都是正的，且 ０ ＜ ｋ ＜ １ ／ ８ 和 ｋ ＜ δ ２ ．

关于该模型的研究工作主要集中在空间分布均匀的情况下对时间振荡行为的研究［７⁃９］ ．文
献［７⁃８］在数值和实验上说明了时间振荡的存在性，而文献［９］从数学上证实了时间振荡的存
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在性和稳定性．考虑到空间分布的不均匀性，文献［１０⁃１１］讨论了常数稳态解的存在性和稳定

性．而本文进一步运用拓扑度理论和解的先验估计研究了该模型非常数稳态解的存在性和不

存在性［１２］ ．
基于以上的工作，本文运用分歧理论和 Ｌｅｒａｙ⁃Ｓｃｈａｕｄｅｒ 度理论研究 ｎ维糖酵解模型非常数

稳态解的局部结构和全局存在性，并用数值模拟对所得的理论结果作出解释和验证．所做工作

是笔者原有工作的继续和深入，同时也推广了文献［１３］．

１　 预 备 知 识

显然，模型（１）相应的椭圆型方程为

　 　

ｄ１Δｕ ＋ δ － ｋｕ － ｕｖ２ ＝ ０， ｘ ∈ Ω，

ｄ２Δｖ ＋ ｋｕ － ｖ ＋ ｕｖ２ ＝ ０， ｘ ∈ Ω，
∂νｕ ＝ ∂νｖ ＝ ０， ｘ ∈ ∂Ω ．
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ï

（２）

从而模型（１）的正稳态解转化为模型（２）的正解（下文中 Ω
－
表示有界区域Ω的闭区域）．为了方

便讨论，首先给出模型（２）正解的一些已有结论．
设特征值问题

　 　
－ Δϕ ＝ λϕ， ｘ ∈ Ω，
∂νϕ ＝ ０， ｘ ∈ ∂Ω{

的特征值为 λ ｉ，则 λ ｉ 满足 ０ ＝ λ ０ ＜ λ １ ＜ λ ２ ＜ …，并且令 ｍｉ ≥１ 是 λ ｉ 的代数重数，ϕｉｊ，１ ≤ ｊ
≤ ｍｉ 是 λ ｉ 的规范化后的特征函数，‖ϕｉｊ‖２ ＝ １．从而， {ϕｉｊ： ｉ≥０，１ ≤ ｊ≤ ｍｉ } 构成 Ｌ２（Ω） 空

间的一组标准正交基．
显然 （ｕ∗，ｖ∗） ＝ （δ ／ （ｋ ＋ δ ２），δ） 是模型（１）唯一的常数稳态解．
引理 １［１２］ 　 设 （ｕ（ｘ），ｖ（ｘ）） 是方程（２）的一个正解，则

　 　 δ
ｋ ＋ ｃ２δ ２ ＜ ｕ（ｘ） ＜ δ

ｋ
， ｋδ
ｋ ＋ ｃ２δ ２ ＜ ｖ（ｘ） ＜ ｃδ， ｃ ＝

ｄ１

ｄ２ｋ
＋ １，　 　 ｘ ∈ Ω

－
．

引理 ２［１２］ 　 如果 ｄ１ ≤ ｋ２（ｋ ＋ δ ２）
（ｃδ ２） ２ λ １ｄ２

２， 那么方程（２）没有非常数正解．

引理 ２ 表明若 ｄ１ 比较小或 ｄ２ 比较大时，方程（２）没有非常数正解．
本文总假设

　 　 δ ２ ∈ ｋ，１
－ ２ｋ － １ － ８ｋ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ∪ １ － ２ｋ ＋ １ － ８ｋ

２
，∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ （３）

成立．它是该糖酵解模型的常数稳态解无扩散稳定的充分条件．
引理 ３［１２］ 　 假设条件（３）成立．令

　 　 ｄ（ ｉ）
１ ＝

ｆ０ｇ１ － ｆ１ｇ０ － ｄ２ ｆ０λ ｉ

λ ｉ（ｇ１ － ｄ２λ ｉ）
．

若 λ １ ≥
ｇ１

ｄ２
或 λ ｒ ＜

ｇ１

ｄ２
≤ λ ｒ＋１ 且 ０ ＜ ｄ１ ＜ ｍｉｎ

１≤ｉ≤ｒ
ｄ（ ｉ）

１ ， 那么常数稳态解 （ｕ∗，ｖ∗） 是局部渐近稳

定的．若

　 　 λ ｒ ＜
ｇ１

ｄ２
≤ λ ｒ＋１， ｄ１ ＞ ｍｉｎ

１≤ｉ≤ｒ
ｄ（ ｉ）

１ ，
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那么常数稳态解 （ｕ∗，ｖ∗） 是不稳定的．

２　 局部分歧和全局分歧

引理 ３ 表明在条件（３）下， （ｕ∗，ｖ∗） 是 Ｔｕｒｉｎｇ 不稳定的．在此基础上进一步分析该 ｎ 维糖

酵解模型空间模式的生成．固定参数 δ，ｋ和 ｄ２，以 ｄ１ 作为分歧参数，运用分歧理论讨论模型（２）
正解的存在性．

设 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｙ ＝ Ｌ２（Ω） × Ｌ２（Ω） 的内积为

　 　 （Ｕ１，Ｕ２） Ｙ ＝ （ｕ１，ｕ２） Ｌ２（Ω） ＋ （ｖ１，ｖ２） Ｌ２（Ω）， Ｕ１ ＝ （ｕ１，ｖ１）， Ｕ２ ＝ （ｕ２，ｖ２） ∈ Ｙ ．

令 Ｅ ＝ { （ｕ，ｖ）：ｕ，ｖ ∈ Ｃ２（Ω
－
），∂νｕ ＝ ∂νｖ ＝ ０，ｘ ∈ ∂Ω } ，则 Ｅ 是 Ｃ２ 范数意义下的 Ｂａｎａｃｈ 空间．

定义映射 Ｆ：（０，∞ ） × Ｅ → Ｙ 为

　 　 Ｆ（ｄ１，Ｕ） ＝
ｄ１Δｕ ＋ ｆ（ｕ，ｖ）
ｄ２Δｖ ＋ ｇ（ｕ，ｖ）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

其中 Ｕ ＝ （ｕ，ｖ）， ｆ（ｕ，ｖ） ＝ δ － ｋｕ － ｕｖ２， ｇ（ｕ，ｖ） ＝ ｋｕ － ｖ ＋ ｕｖ２，则方程（２） 的解转化为 Ｆ 的零

点，且有 Ｆ（ｄ１，Ｕ∗） ＝ ０，其中 Ｕ∗ ＝ （ｕ∗，ｖ∗） ．记

　 　 ｆ０ ＝ ｆｕ（ｕ∗，ｖ∗） ＝ － ｋ － δ ２ ＜ ０， ｆ１ ＝ ｆｖ（ｕ∗，ｖ∗） ＝ － ２δ ２

ｋ ＋ δ ２ ＜ ０，

　 　 ｇ０ ＝ ｇｕ（ｕ∗，ｖ∗） ＝ ｋ ＋ δ ２ ＞ ０， ０ ＜ ｇ１ ＝ ｇｖ（ｕ∗，ｖ∗） ＝ δ ２ － ｋ
δ ２ ＋ ｋ

＜ １．

定理 １　 假设条件（３）成立．若正整数 ｊ 满足

 λ ｊ ＜
ｇ１

ｄ２
；

 λ ｊ 的代数重数 ｍ ｊ ＝ １；
 对于任意正整数 ｍ，ｍ ≠ ｊ 时 ｄ（ｍ）

１ ≠ ｄ（ ｊ）
１ ；

则 （ｄ（ ｊ）
１ ，Ｕ∗） 是 Ｆ（ｄ１，Ｕ） ＝ ０ 关于曲线（ｄ１，Ｕ∗） 的分歧点，且存在 δ ＞ ０，当 ｓ ＜ δ 时 Ｃ１ 曲

线（ｄ１（ ｓ），ｕ（ ｓ），ｖ（ ｓ）） 是模型（２） 的正解，并满足 ｄ１（０） ＝ ｄ（ ｊ）
１ ，ϕ（０） ＝ ψ（０） ＝ ０， 其中

　 　 ｕ（ ｓ） ＝ ｕ∗ ＋ ｓ（ａ ｊ１ϕ ｊ１ ＋ ϕ（ ｓ））， ｖ（ ｓ） ＝ ｖ∗ ＋ ｓ（ϕ ｊ１ ＋ ψ（ ｓ））， ａ ｊ１ ＝
ｄ２λ ｊ － ｇ１

ｇ０
．

证明　 １） 模型（２）相应于 （ｕ∗，ｖ∗） 的线性化算子为

　 　 Ｌ ＝ ＦＵ（ｄ１，Ｕ∗） ＝
ｄ１Δ ＋ ｆ０ ｆ１

ｇ０ ｄ２Δ ＋ ｇ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ．

设 Φ ＝ （ϕ，ψ） ∈ ｋｅｒ Ｌ， 且令

　 　 ϕ ＝ ∑
０≤ｉ≤∞，１≤ｊ≤ｍｉ

ａｉｊϕｉｊ， ψ ＝ ∑
０≤ｉ≤∞，１≤ｊ≤ｍｉ

ｂｉｊϕｉｊ，

则有

　 　 ∑
０≤ｉ≤∞，１≤ｊ≤ｍｉ

Ｂｉ

ａｉｊ

ｂｉｊ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ϕｉｊ ＝ ０， Ｂｉ ＝

ｆ０ － ｄ１λ ｉ ｆ１
ｇ０ ｇ１ － ｄ２λ ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ．

由于 λ ｊ 的代数重数为 １，并且 ｍ ≠ ｊ 时 ｄ（ｍ）
１ ≠ ｄ（ ｊ）

１ ，所以取 ｄ１ ＝ ｄ（ ｊ）
１ 可得

　 　 ｋｅｒ Ｌ ＝ ｓｐａｎ {Φ} ，
其中
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　 　 Φ ＝
ａ ｊ１

１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ϕ ｊ１， ａ ｊ１ ＝

ｄ２λ ｊ － ｇ１

ｇ０
＜ ０．

２） Ｌ 的共轭算子

　 　 Ｌ∗ ＝
ｄ（ ｊ）

１ Δ ＋ ｆ０ ｇ０

ｆ１ ｄ２Δ ＋ ｇ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ．

类似可证

　 　 ｋｅｒ Ｌ∗ ＝ ｓｐａｎ {Φ∗ } ，
其中

　 　 Φ∗ ＝
ａ∗
ｊ１

１
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ϕ ｊ１， ａ∗

ｊ１ ＝
ｄ２λ ｊ － ｇ１

ｆ１
＞ ０．

所以 Ｒ（Ｌ） 的余维数为 １．
３） 因为

　 　 Ｆｄ１Ｕ（ｄ
（ ｊ）
１ ，Ｕ∗）Φ ＝

Δ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ Φ ＝

－ λ ｊａ ｊ１ϕ ｊ１

０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

且

　 　 （Ｆｄ１Ｕ（ｄ
（ ｊ）
１ ，Ｕ∗）Φ，Φ∗） Ｙ ＝ （ － λ ｊａ ｊ１ϕ ｊ１，ａ∗

ｊ１ ϕ ｊ１） Ｌ２（Ω） ＝ － λ ｊａ ｊ１ａ∗
ｊ１ ＞ ０，

所以 Ｆｄ１Ｕ（ｄ
（ ｊ）
１ ，Ｕ∗）Φ∉ Ｒ（Ｌ） ．

综上，由文献［１４］得证该定理．
定理 ２　 在定理 １ 的假设下，由 （ｄ（ ｊ）

１ ，Ｕ∗） 产生的局部分歧可延拓成整体分歧．
证明　 令 ｕ ＝ ｕ － ｕ∗，ｖ ＝ ｖ － ｖ∗， 则模型（２）可转化为

　 　

－ ｄ１Δｕ ＝ ｆ０ｕ ＋ ｆ１ ｖ ＋ ｆ２（ｕ，ｖ）， ｘ ∈ Ω，
－ ｄ２Δｖ ＝ ｇ０ｕ ＋ ｇ１ ｖ ＋ ｇ２（ｕ，ｖ）， ｘ ∈ Ω，
∂νｕ ＝ ∂ν ｖ ＝ ０， ｘ ∈ ∂Ω，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（４）

其中 ｆ２（ｕ，ｖ），ｇ２（ｕ，ｖ） 是（ｕ，ｖ） 的高阶量．从而模型（２） 的常数解（ｕ∗，ｖ∗） 转化为模型（４） 的

（０，０） 解．令 Ｕ ＝ （ｕ，ｖ） Ｔ， 则有

　 　 Ｕ ＝ Ｋ（ｄ１）Ｕ ＋ Ｈ（Ｕ）， （５）
其中

　 　 Ｋ（ｄ１） ＝
０ ｆ１（ － ｄ１Δ － ｆ０）

－１

ｇ０（ － ｄ２Δ ＋ １） －１ （ｇ１ ＋ １）（ － ｄ２Δ ＋ １） －１

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ，

　 　 Ｈ（Ｕ） ＝
（ － ｄ１Δ － ｆ０）

－１ ｆ２（ｕ，ｖ）

（ － ｄ２Δ ＋ １） －１ｇ２（ｕ，ｖ）
æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ．

那么 Ｋ（ｄ１） 是Ｅ上的线性紧算子，Ｈ（Ｕ） 是Ｅ上的紧算子且在 ｄ１ 的闭子区间上一致成立Ｈ（Ｕ）
＝ ｏ（‖Ｕ‖） ．

由定理 １ 的证明知 ｋｅｒ（Ｋ（ｄ（ ｊ）
１ ） － Ｉ） ＝ ｋｅｒ Ｌ ＝ ｓｐａｎ {Φ} ， 即 １是 Ｋ（ｄ（ ｊ）

１ ） 的特征值．若 ０ ＜
ｄ１ ≠ ｄ（ ｊ）

１ 在 ｄ（ ｊ）
１ 的小邻域内，则 Ｉ － Ｋ（ｄ１） 是双射且（０，０） 是方程（５） 的孤立零点．从而 Ｉ －

Ｋ（ｄ１） － Ｈ 的零点指标为

　 　 ｉｎｄｅｘ（ Ｉ － Ｋ（ｄ１） － Ｈ，（ｄ１，（０，０））） ＝ ｄｅｇ（ Ｉ － Ｋ（ｄ１），Ｂ，（０，０）） ＝ （ － １） ｐ， （６）
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其中 Ｂ 是以（０，０） 为中心的充分小的球，ｐ 为 Ｋ（ｄ１） 所有大于 １ 的特征值的代数重数之和．

设 μ 是 Ｋ（ｄ１） 的特征值，相应的特征函数为（ϕ
－
，ψ

－
）， 那么

　 　 － ｄ１μΔϕ
－
＝ ｆ０ μϕ

－
＋ ｆ１ψ

－
， － ｄ２μΔψ

－
＝ ｇ０ϕ

－
＋ （ｇ１ － μ ＋ １）ψ

－
．

同样，令

　 　 ϕ
－
＝ ∑

０≤ｉ≤∞，１≤ｊ≤ｍｉ

ａ－ ｉｊϕｉｊ， ψ
－
＝ ∑

０≤ｉ≤∞，１≤ｊ≤ｍｉ

ｂ
－
ｉｊϕｉｊ，

则有

　 　 ∑
０≤ｉ≤∞，１≤ｊ≤ｍｉ

Ｂｉ（ｄ１，μ）
ａ－ ｉｊ

ｂ
－
ｉｊ

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ ϕｉｊ ＝ ０， （７）

其中

　 　 Ｂｉ（ｄ１，μ） ＝
ｆ０ μ － ｄ１μλ ｉ ｆ１

ｇ０ ｇ１ ＋ １ － μ － ｄ２ μλ ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ．

所以 Ｋ（ｄ１） 的所有特征值等价于所有 ｉ ≥ ０，
　 　 （ ｆ０ － ｄ１λ ｉ）（ － １ － ｄ２λ ｉ）μ ２ ＋ （ ｆ０ － ｄ１λ ｉ）（ｇ１ ＋ １）μ － ｆ１ｇ０ ＝ ０ （８）

对应的根．当 ｄ１ ＝ ｄ（ ｊ）
１ 时，μ ＝ １为方程（８） 的一个根， 计算可得 ｄ（ ｊ）

１ ＝ ｄ（ ｉ）
１ ， 由已知得 ｊ ＝ ｉ ．从而，

当 ｉ ≠ ｊ 时， 对于 ｄ（ ｊ）
１ 附近的 ｄ１， Ｋ（ｄ１） 大于 １ 的特征值的数量相同， 并且具有相同的代数重

数．当 ｉ ＝ ｊ 时，方程（８）的两个根：

　 　 μ（ｄ（ ｊ）
１ ） ＝ １， μ（ｄ（ ｊ）

１ ） ＝
ｇ１ － ｄ２λ ｊ

１ ＋ ｄ２λ ｊ
＜ １，

则 ｄ１ 在 ｄ（ ｊ）
１ 附近时，μ（ｄ１） ＜ １．而 μ（ｄ１） 关于 ｄ１ 是递增的，所以

　 　 μ（ｄ（ ｊ）
１ ＋ ε） ＞ １， μ（ｄ（ ｊ）

１ － ε） ＜ １，
即 Ｋ（ｄ（ ｊ）

１ ＋ ε） 比 Ｋ（ｄ（ ｊ）
１ － ε） 多一个大于 １ 的特征值，记为 μ（ｄ（ ｊ）

１ ＋ ε） ．为方便起见，记 ｄ（ ｊ）
１ ＋

ε ＝ ｄ１， μ（ｄ（ ｊ）
１ ＋ ε） ＝ μ，Ｋ（ｄ（ ｊ）

１ ＋ ε） ＝ Ｋ ．
下证 μ（μ ＞ １） 是 Ｋ 的代数重数为 １ 的特征值．由式（７） 可知 ｄｅｔ Ｂ ｊ（ｄ１，μ） ＝ ０， 且

　 　 ｋｅｒ（Ｋ － μＩ） ＝
（１ ＋ ｄ２λ ｊ）μ － （ｇ１ ＋ １）

ｇ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ϕ ｊ１ ．

设 （ϕ，ψ） ∈ ｋｅｒ（Ｋ∗ － μＩ）， 则有

　 　 － ｄ２Δϕ ＝－ ϕ ＋ ｇ０ψ， － ｄ１ｄ２ｇ０Δψ ＝ ｆϕϕ ＋ ｆψψ，
其中

　 　 ｆϕ ＝ ｄ２ ｆ１ｇ０ － （ｄ１ ＋ ｄ２ ｆ０）（ｇ１ ＋ １）， ｆψ ＝ ｄ２ ｆ０ｇ０ ＋ ｄ１ｇ０（ｇ１ ＋ １） ．
令

　 　 ϕ ＝ ∑
０≤ｉ≤∞，１≤ｊ≤ｍｉ

ａｉｊϕｉｊ， ψ ＝ ∑
０≤ｉ≤∞，１≤ｊ≤ｍｉ

ｂｉｊϕｉｊ，

则有

　 　 ∑
０≤ｉ≤∞，１≤ｊ≤ｍｉ

Ｂ∗
ｉ （ｄ１，μ）

ａｉｊ

ｂｉｊ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ϕｉｊ ＝ ０，

其中

　 　 Ｂ∗
ｉ （ｄ１，μ） ＝

－ μ － ｄ２μλ ｉ ｇ０

ｆϕ ｆψ － ｄ１ｄ２ｇ０μλ ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ．
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由于 ｄｅｔ Ｂ∗
ｉ （ｄ１，μ） ＝ ｄ２ｇ０ｄｅｔ Ｂｉ（ｄ１，μ）， 同样可证

　 　 ｋｅｒ（Ｋ∗ － μＩ） ＝
ｇ０

（１ ＋ ｄ２λ ｊ）μ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ϕ ｊ１ ．

进而由 ０ ＜ ｇ１ ＜ １ 和 μ ＞ １ 可知

　 　 ｇ０［（１ ＋ ｄ２λ ｊ）μ － （ｇ１ ＋ １） ＋ （１ ＋ ｄ２λ ｊ）μ］ ＝ ｇ０［２ｄ２λ ｊμ ＋ ２μ － （ｇ１ ＋ １）］ ＞ ０，
这表明 ｋｅｒ（Ｋ － μＩ） ∩ｋｅｒ（Ｋ∗ － μＩ）⊥ ＝ { ０ } ，即 ｋｅｒ（Ｋ － μＩ） ∩Ｒ（Ｋ － μＩ）＝ { ０ } ．所以 μ（ｄ（ ｊ）

１

＋ ε） 是 Ｋ（ｄ（ ｊ）
１ ＋ ε） 的代数重数为 １ 的特征值．从而根据式（６）可知

　 　 ｉｎｄｅｘ（ Ｉ － Ｋ（ｄ（ ｊ）
１ － ε） － Ｈ，（ｄ（ ｊ）

１ － ε，（０，０））） ≠
　 　 　 　 ｉｎｄｅｘ（ Ｉ － Ｋ（ｄ（ ｊ）

１ ＋ ε） － Ｈ，（ｄ（ ｊ）
１ ＋ ε，（０，０））） ．

因此，根据文献［１５］可知，对于模型（２）由 （ｄ（ ｊ）
１ ，Ｕ∗） 产生的局部分歧可以延拓成整体分歧

Γｊ，而且 Γｊ 要么在 Ｒ × Ｅ 中延伸到无穷，要么连接（ｄ（ｋ）
１ ，Ｕ∗），其中 ｄ（ｋ）

１ ＞ ０，ｋ ≠ ｊ ．

注 １　 在一维情况下，借助文献［１３］并结合引理 １ 可证实 Γｊ 随 ｄ１，ｖ 延向无穷．

３　 数 值 模 拟

本节运用数值模拟对给出的理论结果做出了解释和证实．在所有的数值模拟中， 固定参

数 ｋ ＝ ０．１， δ ＝ ３．０．

（ａ） ｄ２ ＝ ０．９ （ｂ） ｄ２ ＝ ０．１

（ｃ） ｄ２ ＝ ０．０８ （ｄ） ｄ２ ＝ ０．０８

图 １　 扩散系数 ｄ２ 的变化对模型（１）空间模式的影响

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｄ２ ｏｎ ｔｈｅ ｓｐａｔｉａｌ ｐａｔｔｅｒｎ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （１）
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（ａ） ｄ１ ＝ ７ （ｂ） ｄ１ ＝ １０

（ｃ） ｄ１ ＝ １１ （ｄ） ｄ１ ＝ １１

图 ２　 扩散系数 ｄ１ 的变化对模型（１）空间模式的影响

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｄ１ ｏｎ ｔｈｅ ｓｐａｔｉａｌ ｐａｔｔｅｒｎ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （１）

（ａ） ｕ （ｂ） ｖ

图 ３　 模型（１）的空间模式（参数 ｋ ＝ ０．１， δ ＝ ３．０， ｄ２ ＝ ０．０８， ｄ１ ＝ １２ ＞ ８．７５５ ６ ＝ ｄ（１）
１ ＝ ｍｉｎ

１≤ｉ≤ｒ
ｄ（ ｉ）
１ ）

Ｆｉｇ．３　 Ｓｐａｔｉａｌ ｐａｔｔｅｒｎ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （１） ｆｏｒ ｋ ＝ ０．１， δ ＝ ３．０， ｄ２ ＝ ０．０８

ａｎｄ ｄ１ ＝ １２ ＞ ８．７５５ ６ ＝ ｄ（１）
１ ＝ ｍｉｎ

１≤ｉ≤ｒ
ｄ（ ｉ）
１

图 １ 说明 ｄ２ 比较大时模型（１） 没有非常数正稳态解， 而图 ２说明 ｄ１ 比较小时模型（１） 没

有非常数正稳态解．也就是说， 模型（１） 要有非常数正稳态解，ｄ２ 需要取值小些， 而 ｄ１ 需要取

值大些．这证实了引理 ２， 也得到了模型（１） 的模式生成的必要条件．基于此， 取 ｄ２ ＝ ０．０８， 由

引理 ３可得 ｄ（１）
１ ＝ ｍｉｎ

１≤ｉ≤ｒ
ｄ（ ｉ）

１ ＝ ８．７５５ ６．根据引理 ３可知当 ｄ１ ＞ ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｒ

ｄ（ ｉ）
１ 时， 常数稳态解（ｕ∗，ｖ∗）
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是 Ｔｕｒｉｎｇ不稳定的．结合上一节知当 ｄ１ ＞ ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｒ

ｄ（ ｉ）
１ 模型（１） 会产生空间模式．因此， 再取 ｄ１ ＝ １２

＞ ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｒ

ｄ（ ｉ）
１ ， 图 ３ 证实了模型（１）的非常数稳态解的空间模式的生成， 验证了引理 ３ 和定理 １．

４　 结　 　 论

本文主要运用分歧理论和 Ｌｅｒａｙ⁃Ｓｃｈａｕｄｅｒ 度理论分析了 ｎ 维糖酵解模型空间模式的生成．
由引理 ２ 和引理 ３ 可知，当分歧参数 ｄ１ 比较大时，模型（１） 才会形成非常数稳态解．基于此，本
文进一步以 ｄ１ 为分歧参数讨论模型（１） 的模式生成．分析结果表明： 当 ｄ１ 满足（ｄ（ ｊ）

１ ，Ｕ∗） 为单

重分歧点时，模型（１）具有非常数稳态解，而且其结构由 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件下算子－Δ 的特征

函数而决定； 结合全局分歧理论，由 （ｄ（ ｊ）
１ ，Ｕ∗） 产生的局部分歧可以延拓为全局分歧，说明了

非常数稳态解的全局存在性．所做工作是笔者已有成果的继续，也推广了文献［１３］．

致谢　 感谢榆林学院博士科研启动基金项目 （ １３ＧＫ０４） 和榆林市产学研合作项目
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ａ ｇｌｙｃｏｌｙｓｉｓ ｍｏｄｅｌ［Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ Ｓｉｎｉｃａ， Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｓｅｒｉｅｓ， ２０１１， ５４（４）： ５５３⁃５６０．（ ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１３］　 Ｊａｎｇ Ｊ， Ｎｉ Ｗ⁃Ｍ， Ｔａｎｇ Ｍ． Ｇｌｏｂａｌ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ａｎｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ Ｔｕｒｉｎｇ ｐａｔｔｅｒｎｓ ｉｎ １⁃Ｄ Ｌｅｎｇｙｅｌ⁃
Ｅｐｓｔｅｉｎ ｍｏｄｅｌ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｄｙｎａｍｉｃｓ ａｎｄ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ， ２００５， １６（２）： ２９７⁃３２０．

［１４］　 Ｃｒａｎｄａｌｌ Ｍ Ｇ， Ｒａｂｉｎｏｗｉｔｚ Ｐ Ｈ． Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｆｒｏｍ ｓｉｍｐｌｅ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｆｕｎｃｔｉｏｎ⁃
ａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ， １９７１， ８（２）： ３２１⁃３４０．

［１５］　 Ｒａｂｉｎｏｗｉｔｚ Ｐ Ｈ． Ｓｏｍｅ ｇｌｏｂａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｆｕｎｃ⁃
ｔｉｏｎａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ， １９７１， ７（３）： ４８７⁃５１３．

Ｐａｔｔｅｒｎ Ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ Ｎｏｎｃｏｎｓｔａｎｔ Ｓｔｅａｄｙ⁃Ｓｔａｔｅ
Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｔｈｅ ｎ⁃Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｇｌｙｃｏｌｙｓｉｓ Ｍｏｄｅｌ

ＷＥＩ Ｍｅｉ⁃ｈｕａ１，　 ＣＨＡＮＧ Ｊｉｎ⁃ｙｏｎｇ２，　 ＱＩ Ｌａｎ１，　 ＺＨＡＮＧ Ｑｉａｏ⁃ｗｅｉ１

（１． Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ，Ｙｕｌｉｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，
Ｙｕｌｉｎ， Ｓｈａａｎｘｉ ７１９０００， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；

２． Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， Ｃｈｉｎｅｓｅ Ａｃａｄｅｍｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，
Ｂｅｉｊｉｎｇ １０００９３， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ａ ｇｌｙｃｏｌｙｓｉｓ ｍｏｄｅｌ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ Ｎｅｕｍａｎｎ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｗａｓ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｎ⁃
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｓｐａｃｅ． Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｌｏｃａｌ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ， ｔｈｅ ｌｏｃａｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎｃｏｎｓｔａｎｔ
ｓｔｅａｄｙ⁃ｓｔａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｗａｓ ｓｔｕｄｉｅｄ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｄ１ ａｓ ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｐａ⁃
ｒａｍｅｔｅｒ． Ｔｈｅｎ， ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｇｌｏｂａｌ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ ｔｈｅ Ｌｅｒａｙ⁃Ｓｃｈａｕｄｅｒ ｄｅｇｒｅｅ ｔｈｅｏ⁃
ｒｙ， ｇｌｏｂａｌ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎｃｏｎｓｔａｎｔ ｓｔｅａｄｙ⁃ｓｔａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗａｓ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ． Ｍｏｒｅｏｖｅｒ， ｔｈｅ ｔｈｅ⁃
ｏｒｅｔｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｅｒｅ ｃｏｎｆｉｒｍｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ． Ｉｔ ｉｓ ｓｈｏｗｎ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｐａｔｉａｌ ｐａｔ⁃
ｔｅｒｎ ｃａｎ ｆｏｒｍ ｆｏｒ ｔｈｅ ｇｌｙｃｏｌｙｓｉｓ ｍｏｄｅｌ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｇｌｙｃｏｌｙｓｉｓ ｍｏｄｅｌ； ｓｔｅａｄｙ⁃ｓｔａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ； ｐａｔｔｅｒｎ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ； ｇｌｏｂａｌ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ
Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（１１２７１２３６）

８３９ ｎ 维糖酵解模型非常数稳态解的模式生成


