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摘要：　 从粘弹性体波的三维分数阶本构方程出发，分析了软粘土中粘弹性 Ｐ 波和 Ｓ 波的频散效

应，对比研究了非连续刚性桩和弹性桩对粘弹性 ＳＨ 波的隔离效果．利用有限差分法，分别模拟了

不同桩间距与桩直径比、不同分数阶阶数及入射频率下振幅衰减系数的变化规律，并对比分析了

刚性桩和弹性桩的隔震效果．数值实验表明，桩间距与桩直径比值越小，分数阶阶数越大，刚性桩隔

震效果越好．对于某些特定的隔震区域，分数阶阶数越小，弹性桩隔震效果越好．
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引　 　 言

非连续桩屏障隔震系统实质上是通过介质中的障碍物引起波的散射以降低隔震区域中的

振动．目前，对屏障隔震问题的研究多集中于单相弹性介质，相应的非连续桩对弹性波的散射

理论已较为成熟［１⁃３］ ．然而，在实际问题中，土体中波的传播显然不是弹性的，在预测振幅时需

要考虑衰减效应和频散效应的影响．介质的不均匀性引起的波的散射以及介质本身存在的能

量耗散机制都是导致能量衰减的原因［４］ ．粘弹性波考虑了介质本身的能量耗散，其最初的探索

开始于地质学中在频率域内对品质因子的研究．Ｄａｙ 等［５］利用 Ｐａｄé 方法数值模拟了时间域上

的粘弹性波动问题．Ｅｍｍｅｒｉｃｈ［６］采用多个 Ｍａｘｗｅｌｌ 模型和 １ 个弹簧元件并联构造了新的粘弹性

模型，并得到了与 Ｄａｙ 等［５］相似的结论．类似地，Ｃａｒｃｉｏｎｅ 等［７］构造了多个 Ｚｅｎｅｒ 模型并联的粘

弹性模型．此外，还有大量的研究出现在这一领域［８⁃１３］ ．值得一提的是，Ｃａｒｃｉｏｎｅ 等［１４⁃１５］ 基于分

数阶微积分理论，讨论了品质因子为常数时，岩石中 Ｐ 波和 Ｓ 波的衰减和频散的情况，从能量

耗散规律的角度建立了相应的物理模型．关于粘弹性波的散射问题， Ｂｏｒｃｈｅｒｄｔ［１２］ 研究了粘弹

性介质中波的反射和折射问题， Ｇｒａｓｓｏ 等［１６］采用多尺度边界元法数值模拟了三维各向同性粘
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弹性波在土壤中的传播问题．需要指出的是， 他们的工作都是以粘弹性波的整数阶模型为基

础的．
在剪切蠕变试验中，软粘土的变形具有明显的时间效应．当土体上施加的剪应力低于下屈

服极限时，可将土体视为粘弹性介质，从而利用基本元件建立粘弹性土体变形的唯象本构模

型［１７］ ．与经典本构模型相比，分数阶导数本构模型具有参数少，拟合效果好等优点．文献［１８］
将分数阶导数算子应用到软土的一维本构方程中，并与整数阶导数模型进行了对比，发现分数

阶导数模型可以更好地描述软粘土的流变特征．基于体积变形只与应力球张量有关和剪切变

形只与应力偏量有关的假设，Ｍａｋｒｉｓ［１９］ 推导了可压缩粘弹性固体的三维分数阶本构模型，
Ｓｃｈｍｉｄｔ 等［２０］用应力应变分量的矩阵形式推导了粘弹性材料的三维分数阶本构方程．此外，
Ｃａｒｃｉｏｎｅ 等［１４⁃１５］、Ｃａｐｕｔｏ 等［２１］和 Ｚｈｕ 等［２２］从能量损失的角度构造了分数阶粘弹性本构方程，
模拟了品质因子为常数时岩石中粘弹性波的传播问题．

考虑到分数阶模型数值模拟的复杂性，本文假设土体剪切变形满足分数阶 Ｋｅｌｖｉｎ 模型，
基于 Ｍａｋｒｉｓ［１９］的工作，首先推导了粘弹性 ＳＨ 波的分数阶波动方程，在频率域上分析了粘弹性

Ｐ 波和 Ｓ 波的频散效应，进而对比分析了软土中非连续刚性桩和弹性桩屏障对分数阶粘弹性

ＳＨ 波的隔离效果．利用有限差分法数值模拟了非连续桩屏障对粘弹性 ＳＨ 波的散射问题，比较

了刚性桩和弹性桩屏障下振幅衰减系数与分数阶方程的阶数、桩间距与直径之比及入射波频

率之间的关系．

１　 粘弹性波的分数阶建模

１．１　 波动方程

考虑一无限大、单层、均匀的粘弹性土体，其运动方程为

　 　 σｉｊ， ｊ ＋ ｆｉ ＝ ρｕｉ， （１）
其中 ｆｉ 是体积力，ρ 是土体的密度，σｉｊ 是应力张量，ｕ 为位移．

假设土体的体积应变是弹性的，即 σｋｋ ＝ Ｋεｋｋ， 其中Ｋ是土体的体积模量，σｋｋ，εｋｋ 分别是球

应力张量和球应变张量．用分数阶 Ｋｅｌｖｉｎ 模型来模拟土体的剪切变形［１７］：
　 　 Ｓｉｊ ＝ （Ｅ０ ＋ Ｅ１

Ｃ
０Ｄα

ｔ ）ｅｉｊ， （２）
其中 Ｓｉｊ，ｅｉｊ 分别是土体的偏应力张量和偏应变张量，Ｅ０ 是初始弹性模量，Ｅ１ 是分数阶模型参

数，α 是分数阶的阶数，Ｃ
０Ｄα

ｔ 是分数阶 Ｃａｐｕｔｏ 算子．当 α ∈ （０，１］ 时，Ｃ
０Ｄα

ｔ 有如下表达式：

　 　 Ｃ
０Ｄα

ｔ ｆ（ ｔ） ＝

１
Γ（１ － α） ∫

ｔ

０

ｆ ′（τ）
（ ｔ － τ） α ｄτ， ０ ＜ α ＜ １，

ｄｆ（ ｔ）
ｄｔ

， α ＝ １，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（３）

其中 Γ 是 ｇａｍｍａ 函数．则土体的三维本构方程可写为［１９］

　 　 σｉｊ ＝ （Ｅ０ ＋ Ｅ１
Ｃ
０Ｄα

ｔ ）εｉｊ ＋
１
３
（Ｋ － Ｅ０ － Ｅ１

Ｃ
０Ｄα

ｔ ）εｋｋδｉｊ ． （４）

忽略体积力，将方程（４）代入运动方程（１）得三维分数阶粘弹性波动方程的张量形式：

　 　 １
２
（Ｅ０ ＋ Ｅ１

Ｃ
０Ｄα

ｔ ） Ñ
２ｕ ＋ １

６
（Ｅ０ ＋ ２Ｋ ＋ Ｅ１

Ｃ
０Ｄα

ｔ ） Ñ（Ñ·ｕ） ＝ ρｕ ． （５）

忽略体积变形，即 Ñ·ｕ ＝ ０， 此时只有剪切变形和转动变形，则

　 　 １
２
（Ｅ０ ＋ Ｅ１

Ｃ
０Ｄα

ｔ ） Ñ
２ｕ ＝ ρｕ ． （６）
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式（６）为剪切波的波动方程．记 ＳＨ 波偏振方向为 ｚ， 则粘弹性 ＳＨ 波的分数阶波动方程：

　 　 （Ｅ０ ＋ Ｅ１
Ｃ
０Ｄα

ｔ ）
∂２ｕｚ

∂ｘ２
＋

∂２ｕｚ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ２ρｕｚ ． （７）

在常规固结三轴土体蠕变试验中，仅能得到一维应力应变数据．一维应力应变记为 σ １１ 和

ε １１，应力 σ １１ 是常数，且 σ ２２ ＝ σ ３３ ＝ ０．则由三维分数阶本构方程（４）可知土体一维应力应变关

系式：

　 　 σ １１（ ｔ） ＋
Ｅ１

Ｅ０ ＋ ２Ｋ
Ｃ
０Ｄα

ｔ σ １１（ ｔ） ＝
３ＫＥ０

Ｅ０ ＋ ２Ｋ
ε １１（ ｔ） ＋

３ＫＥ１

Ｅ０ ＋ ２Ｋ
Ｃ
０Ｄα

ｔ ε １１（ ｔ） ． （８）

该一维分数阶 Ｚｅｎｅｒ 模型的蠕变柔量为［１７］

　 　 Ｊ（ ｔ） ＝ １
３Ｋ

＋ ２
３Ｅ０

（１ － Ｅα［ － （ ｔ ／ τ ε） α］）， （９）

其中， τ ε 是一维分数阶 Ｚｅｎｅｒ 模型的延迟时间．
１．２　 边界条件和差分格式

图 １　 粘弹性土体中非连续桩屏障隔震体系

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｉｓｏｌａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｐｉｌｅ ｂａｒｒｉｅｒｓ ｉｎ ｔｈｅ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｓｏｉｌ

如图 １ 所示，计算区域的边界 Ｂ１ 上施加简谐激励 ｕｚ ＝ ０．１ｓｉｎ（ωｔ），其中 ω 是角频率．因为

波动方程（７） 尚无解析解，无法推导出类似弹性波场的吸收边界，故设边界Ｂ ｉ（ ｉ ＝ ２，３，４） 上满

足 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件，即
　 　 ｕｚ Ｂ２

＝ ｕｚ Ｂ３
＝ ｕｚ Ｂ４

＝ ０． （１０）
假设非连续桩是实心刚性桩，固定在足够深的土体中，其在波动作用下不发生偏移，则散

射边界条件为

　 　 ｕｚ ｒ ＝ ａ ＝ ０， （１１）
其中 ｒ ＝ ａ 是桩半径．若非连续桩是实心弹性柱，则 ＳＨ 波会与桩的交界面处发生散射，一部分

反射回来，另一部分在弹性桩内继续传播．折射波的波动方程表示为

　 　 μ
∂２ｕｚ０

∂ｘ２
＋

∂２ｕｚ０

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ρ ０ｕｚ０， （１２）

其中， ρ ０ 是弹性桩的密度， ｕｚ ０ 是弹性桩内部质点的位移， μ 是弹性桩的 Ｌａｍé（拉梅）常数．在
柱坐标系下， 弹性桩与粘弹性波交界处边界条件为垂直于交界面的应力连续条件和位移连续

条件：

１５９应用分数阶导数模拟桩屏障对粘弹性 ＳＨ 波的隔离



　 　
σ ｒｚ ｒ ＝ ａ ＝ σ ｒｚ０ ｒ ＝ ａ，
ｕｚ ｒ ＝ ａ ＝ ｕｚ０ ｒ ＝ ａ，

{ （１３）

此处 σ ｒｚ ０ 是弹性桩的应力．应力边界条件用位移表达：

　 　 １
２
（Ｅ０ ＋ Ｅ１

Ｃ
０Ｄα

ｔ ）
∂ｕｚ

∂ｒ ｒ ＝ ａ

＝ μ
∂ｕｚ０

∂ｒ ｒ ＝ ａ

． （１４）

在 ｘ 方向和 ｙ 方向上取均匀的网格，于是有网格点（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｎ） 满足 ｘｉ ＝ （ ｉ － １）ｈ，ｙ ｊ ＝ （ ｊ －
１）ｈ，ｔｎ ＝ （ｎ － １）Δｔ，其中，ｉ ＝ １，２，…，ｍ１， ｊ ＝ １，２，…，ｍ２，ｎ ＝ １，２，…，Ｎ ．另记 ｕｎ

ｉ， ｊ ≈ ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，
ｔｎ） ．分数阶导数算子的差分格式选用在 ０ ＜ α ≤ １ 内有效的“Ｌ１ 格式” ［２３］：

　 　 Ｃ
０Ｄα

ｔ ｆ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｎ＋１） ≈

　 　 　 　 Δｔ －α

Γ（２ ＋ α）∑
ｎ

ｌ ＝ １
［ ｆ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｌ ＋１） － ｆ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｌ）］（（ｋ － ｌ ＋ １） １－α － （ｋ － ｌ） １－α） ． （１５）

粘弹性 ＳＨ 波的波动方程（７）的有限差分格式如下：

　 　
Ｅ０

２
（Δｕｎ＋１

ｚ ＋ Δｕｎ－１
ｚ ） ＋

　 　 　 　 １
２

Ｅ１

Γ（２ － α）Δｔα∑
ｎ

ｋ ＝ １
（Δｕｋ＋１

ｚ － Δｕｋ
ｚ ）（（ｎ － ｋ ＋ １） １－α － （ｎ － ｋ） １－α） ＋

　 　 　 　 １
２

Ｅ１

Γ（２ － α）Δｔα∑
ｎ－２

ｋ ＝ １
（Δｕｋ＋１

ｚ － Δｕｋ
ｚ ）（（ｎ － ｋ － １） １－α － （ｎ － ｋ － ２） １－α） ＝

　 　 　 　 ２ρ
Δｔ２

（（ｕｚ） ｎ＋１
ｉ， ｊ － ２（ｕｚ） ｎ

ｉ， ｊ ＋ （ｕｚ） ｎ－１
ｉ， ｊ ）， （１６）

其中

　 　 Δｕｎ＋１
ｚ ＝

（ｕｚ） ｎ＋１
ｉ ＋１， ｊ － ２（ｕｚ） ｎ＋１

ｉ， ｊ ＋ （ｕｚ） ｎ＋１
ｉ －１， ｊ

ｈ２
＋

（ｕｚ） ｎ＋１
ｉ， ｊ ＋１ － ２（ｕｚ） ｎ＋１

ｉ， ｊ ＋ （ｕｚ） ｎ＋１
ｉ －１， ｊ －１

ｈ２ ．

折射波方程（１２）的差分格式如下：

　 　 μ
２
（Δｕｎ＋１

ｚ０ ＋ Δｕｎ－１
ｚ０ ） ＝

ρ ０

Δｔ２
（（ｕｚ０） ｎ＋１

ｉ， ｊ － ２（ｕｚ０） ｎ
ｉ， ｊ ＋ （ｕｚ０） ｎ－１

ｉ， ｊ ）， （１７）

其中， Δｕｎ＋１
ｚ０ 的表达式与 Δｕｎ＋１

ｚ 相类似．此外，不规则边界条件（１４）采用阶梯形折线近似的方法

处理．
１．３　 频散关系

用张量卷积的形式描述粘弹性介质的本构关系式（４），可知［１６］

　 　 σ ｉｊ（ ｔ） ＝ ∫ｔ
－∞

Ｃ ｉｊｋｌ（ ｔ － τ）ε ｋｌ（τ）ｄτ ． （１８）

式中的四阶张量是松弛函数，满足

　 　 Ｃ ｉｊｋｌ（ ｔ） ＝ ［λ（ ｔ）δ ｉｊδ ｋｌ ＋ μ（ ｔ）（δ ｉｋδ ｊｌ ＋ δ ｉｌδ ｊｋ）］Ｈ（ ｔ）， （１９）
其中 Ｈ（ ｔ） 是单位阶跃函数．利用 Ｃａｒｃｉｏｎｅ［１５］的分解方法，由式（１９）得到分别对应 Ｐ 波和 Ｓ 波

的松弛函数：

　 　
ＣＰ

ｉｊｋｌ（ ｔ） ＝ （λ（ ｔ） ＋ ２μ（ ｔ））δ ｉｊδ ｋｌＨ（ ｔ），
ＣＳ

ｉｊｋｌ（ ｔ） ＝ μ（ ｔ）（δ ｉｋδ ｊｌ ＋ δ ｉｌδ ｊｋ － ２δ ｉｊδ ｋｌ）Ｈ（ ｔ） ．{ （２０）

将式（１８）转换到频率域上，得到频率域上的本构方程：
　 　 σ ｉｊ（ω） ＝ Ｃ ｉｊｋｌ（ω）ε ｋｌ（ω） ＝ λ（ω）δ ｉｊε ｋｋ（ω） ＋ ２μ（ω）ε ｉｊ（ω） ． （２１）
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由时间域上的三维本构方程（４）知上式中的参数形式：

　 　
λ（ω） ＝ － １

３
［Ｅ０ － Ｋ ＋ Ｅ１（ｉω） α］，

μ（ω） ＝ １
２
［Ｅ０ ＋ Ｅ１（ｉω） α］ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２２）

需注意此处 ｉ 是虚数， ω 是角频率．若记 ＧＰ（ω） 和 ＧＳ（ω） 分别是 Ｐ 波和 Ｓ 波对应的松弛模量，
则由式（２０）和（２２）可得到 ＧＰ（ω） 和 ＧＳ（ω） 的表达式：

　 　
ＧＰ（ω） ＝ １

３
［２Ｅ０ ＋ Ｋ ＋ ２Ｅ１（ｉω） α］δ ｉｊδ ｋｌ，

ＧＳ（ω） ＝ １
２
［Ｅ０ ＋ Ｅ１（ｉω） α］（δ ｉｋδ ｊｌ ＋ δ ｉｌδ ｊｋ － ２δ ｉｊδ ｋｌ） ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２３）

则在频率域上的本构方程还可写为

　 　 σ ｉｊ（ω） ＝ １
３
［２Ｅ０ － Ｋ ＋ ２Ｅ１（ｉω） α］δ ｉｊε ｋｋ（ω） ＋

　 　 　 　 ［Ｅ０ ＋ Ｅ１（ｉω） α］（ε ｉｊ（ω） － δ ｉｊε ｋｋ（ω））， （２４）
其中，等式右端第 １ 项对应 Ｐ 波，第 ２ 项对应 Ｓ 波．

相速度反映了波的运动学特征，用 ｃｐ 表示．波速的复数形式用松弛模量表示［１４］

　 　 Ｖ ＝ Ｇ（ω）
ρ

， （２５）

其中 ρ 是密度．则相速度为［１４］

　 　 ｃｐ ＝ Ｒｅ １
Ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

－１

＝ Ｒｅ ρ
Ｇ（ω）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

－１

． （２６）

记粘弹性 Ｐ 波和 Ｓ 波的相速度分别为 ＶＰ，ＶＳ ．考虑到复模量 Ｇ（ω） 可表示为

　 　 Ｇ（ω） ＝ Ａｅｉφ， （２７）
其中 ｉ 为虚数， Ａ 是模，φ 是辐角．代入式（２６）中得

　 　 ｃｐ ＝ Ｒｅ ρ
Ａｅｉφ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

－１

＝ １
Ｒｅ（ ρ ／ Ａ ｅ － ｉφ ／ ２）

＝ Ａ
ρ

ｓｅｃ － φ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２８）

根据复变函数和三角函数知识，可得到粘弹性 Ｐ 波和 Ｓ 波的相速度：

　 　 ＶＰ ＝ Ｒｅ ρ
ＧＰ（ω）

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

－１

＝
ＡＰ

ρ ３ＡＰ ＋ ２Ｅ０ ＋ Ｋ ＋ ２Ｅ１ｃｏｓ
απ
２

ω αæ

è
ç

ö

ø
÷ ６

， （２９）

　 　 ＶＳ ＝ Ｒｅ ρ
ＧＳ（ω）

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

－１

＝
２ＡＳ

ρ ２ＡＳ ＋ Ｅ０ ＋ Ｅ１ｃｏｓ
απ
２

ω αæ

è
ç

ö

ø
÷

， （３０）

其中， ＡＰ，ＡＳ 分别是 ＧＰ（ω） 和 ＧＳ（ω） 的模．由上式可以看出，粘弹性 Ｐ 波和 Ｓ 波的相速度是频

率依赖的函数，其随时间的变化趋势可见图 ２．如图所示，Ｐ 波的传播速度比 Ｓ 波快．而且随频

率增大，Ｐ 波的传播速度增幅较大，Ｓ 波则相对较小．当入射频率为 ２００ Ｈｚ 时，Ｐ 波相速度接近

３００ ｍ ／ ｓ，而 Ｓ 波在 ２５０ ｍ ／ ｓ 左右．
结合式（８）和（９），基于文献［２４］中“２ｋ１⁃３”试样在三轴蠕变试验下的数据，用 ＭＡＴＬＡＢ

非线性拟合得到参数
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图 ２　 粘弹性 Ｐ 波和 Ｓ 波的频散曲线

Ｆｉｇ．２　 Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ
Ｐ ｗａｖｅ ａｎｄ Ｓ ｗａｖｅ

　 　 Ｋ ＝ ８．０３４ ４ × １０６ Ｐａ，
　 　 Ｅ０ ＝ １．４９１ ６ × １０６ Ｐａ，
　 　 Ｅ１ ＝ １．５２３ ３ × １０８ Ｐａ，
　 　 α ＝ ０．４７， ρ ＝ １７．２ × １０３ ｋｇ ／ ｍ３ ．

若将土体看作弹性材料， 则取一维岩土试验

中初始时刻试样的瞬时变形量， 由式（９）和拟

合的粘弹性参数可取弹性模量 Ｅ ＝ ２．４１ × １０７

Ｐａ ．此处若假设 Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松） 比 ν ＝ ０．２５， 则

弹性 Ｌａｍé 常数

　 　 λ ＝ νＥ ／ ［（１ ＋ ν）（１ － ２ν）］ ＝
　 　 　 　 ９．６４ × １０６ Ｐａ，
　 　 μ ＝ Ｅ ／ ［２（１ ＋ ν）］ ＝ ９．６４ × １０６ Ｐａ ．

此时，弹性 Ｐ 波的相速度 ｃＰ ＝ ４１．００４ ８ ｍ ／ ｓ，弹
性 Ｓ 波的相速度 ｃＳ ＝ ３３．４８０ ３ ｍ ／ ｓ ．弹性波的相速度与低频时的粘弹性波相速度接近，高频时

粘弹性波的传播速度更快．

２　 数值算例与讨论

参照工程中标准桩的设置，边界 Ｂ１ 到实心刚性桩的距离 Ｌ１ ＝ ９ ｍ，桩屏障长度是 Ｌ２ ＝ １２ ｍ，
桩的个数 Ｎ ＝ ６，桩直径 ｄ 和桩间距 ｓ 满足关系式 ｄ ＋ （Ｎ － １） ｓ ＝ Ｌ２ ．考虑到计算机的性能，取
边界 Ｂ２ 的长度 ５０ ｍ，边界 Ｂ１ 长度为 ３０ ｍ ．弹性桩的有关参数取 μ ＝ ８．３３３ ３ × １０９ Ｐａ， ρ ０ ＝ ２５
× １０３ ｋｇ ／ ｍ３ ．在对二维波动方程（７）进行网格划分时，空间网格应明显小于桩截面的边长，使
得在散射边界处有足够多的点分布．时间步长和空间步长的选取会对结果的精度、收敛性产生

影响， 基于文献［２３］关于分数阶方程差分格式的论证，可知方程（１６）的空间精度为 Ｏ（ｈ２），
分数阶时间导数的差分精度为 Ｏ（Δｔ２－α） ．根据理论分析和数值模拟试验，取时间步长和空间

步长分别为 ｈ ＝ ０．１２５ ｍ 和 Δｔ ＝ ０．００１ ｓ，模拟结果收敛稳定且具有 ２ － α 阶精度．

（ａ） 弹性桩屏障 （ｂ） 刚性桩屏障

（ａ） Ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｐｉｌｅ ｂａｒｒｉｅｒ （ｂ） Ｔｈｅ ｒｉｇｉｄ ｐｉｌｅ ｂａｒｒｉｅｒ
图 ３　 α ＝ ０．４７， ω ＝ ６５ Ｈｚ 时不同桩间距下的弹性桩屏障隔震系数在垂直于屏障的中心线处的变化曲线

Ｆｉｇ．３　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ ｆａｃｔｏｒｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｉｌｅ ｓｐａｃｅ⁃ｔｏ⁃ｄｉａｍｅｔｅｒ ｒａｔｉｏｓ
ｆｏｒ α ＝ ０．４７ ａｎｄ ω ＝ ６５ Ｈｚ ａｔ ｔｈｅ ｃｅｎｔｒｅ ｌｉｎｅ ｐｅｒｐｅｎｄｉｃｕｌａｒ ｔｏ ｔｈｅ ｂａｒｒｉｅｒｓ
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Ｗｏｏｄｓ［２５］在研究空沟屏障对于波的隔离效果时引入振幅衰减系数，它是研究屏障隔震效

果的一个有效参数．振幅衰减系数由设屏障后和设屏障前的振幅的比值来定义，是一个无量纲

参数．粘弹性 ＳＨ 波的波方程（７）解析解十分复杂，波的周期性无法数学证明．分数阶算子具有

记忆性，波动方程的数值模拟计算成本很高．考虑到以上因素，本文记振幅衰减系数 ｜ ｕ ／ ｕ０ ｜ 为

短时间 Ｔ 内计算区域中各点在设屏障后和设屏障前位移绝对值的最大值之比，Ｔ 取 ０．１ ｓ ．

（ａ） 弹性桩屏障 （ｂ） 刚性桩屏障

（ａ） Ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｐｉｌｅ ｂａｒｒｉｅｒ （ｂ） Ｔｈｅ ｒｉｇｉｄ ｐｉｌｅ ｂａｒｒｉｅｒ
图 ４　 ｓ ／ ｄ ＝ ３， ω ＝ ６５ Ｈｚ 时不同分数阶阶数下的桩屏障隔震系数在 ｙ ＝ １５ 中间位置的变化曲线

Ｆｉｇ．４　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ ｆａｃｔｏｒｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｏｒｄｅｒｓ
ｆｏｒ ｓ ／ ｄ ＝ ３ ａｎｄ ω ＝ ６５ Ｈｚ ａｔ ｔｈｅ ｃｅｎｔｒｅ ｌｉｎｅ ｐｅｒｐｅｎｄｉｃｕｌａｒ ｔｏ ｔｈｅ ｂａｒｒｉｅｒｓ

（ａ） 弹性桩屏障 （ｂ） 刚性桩屏障

（ａ） Ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｐｉｌｅ ｂａｒｒｉｅｒ （ｂ） Ｔｈｅ ｒｉｇｉｄ ｐｉｌｅ ｂａｒｒｉｅｒ
图 ５　 ｓ ／ ｄ ＝ ３， α ＝ ０．４７ 时不同入射频率下的振幅衰减系数在垂直于屏障的中心线处的变化曲线

Ｆｉｇ．５　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ ｆａｃｔｏｒｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｃｉｄｅｎｔ ｗａｖｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｆｏｒ
ｓ ／ ｄ ＝ ３ ａｎｄ α ＝ ０．４７ ａｔ ｔｈｅ ｃｅｎｔｒｅ ｌｉｎｅ ｐｅｒｐｅｎｄｉｃｕｌａｒ ｔｏ ｔｈｅ ｂａｒｒｉｅｒｓ

图 ３ 给出了 α ＝ ０．４７， ω ＝ ６５ Ｈｚ时对应不同桩间距和桩直径比值 ｓ ／ ｄ，刚性桩和弹性桩屏

障中心 ｙ ＝ １５ ｍ 附近的振幅衰减系数变化曲线．如图所示， 桩屏障前有明显的振幅放大效果，
这一点与弹性波的散射特征相似［３］ ．由于弹性桩内产生折射波， 弹性桩屏障的振幅放大结果

比刚性桩弱， 屏障前 ｘ ＝ ０～９ ｍ 处弹性桩最大振幅衰减系数小于 １．２，而刚性桩略大于 １．２．如
图 ３（ｂ）所示， ｜ ｕ ／ ｕ０ ｜ 在屏障处的振幅衰减系数小于 ０．１，刚性桩对入射 ＳＨ 波有明显的隔离

效果．同时，在屏障 ｘ ＝ ９ ｍ 处， ｓ ／ ｄ ＝ ２．５ 和 ｓ ／ ｄ ＝ ４ 两种情形的 ｜ ｕ ／ ｕ０ ｜ 值相差不超过 ０．０５，而
在 ｘ ＝ ５０ ｍ 处差距已超过 ０．２，说明 ｓ ／ ｄ 越大，在远处的隔震效果越差．比较图 ３（ａ）和 ３（ｂ），弹
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性桩对应的振幅衰减系数的变化趋势与刚性桩类似．但在屏障 ｘ ＝ ９ ｍ 处， ｜ ｕ ／ ｕ０ ｜ 值在 ０．２ 附

近，远大于刚性桩对应值．而且，在屏障后 ｘ ＝ ９ ～ ５０ ｍ 处， ｜ ｕ ／ ｕ０ ｜ 增长幅度在 ０．４ 左右，说明

相同桩间距布置时弹性桩的隔震效果比刚性桩差．
图 ４ 展现了 ω ＝ ６５ Ｈｚ， ｓ ／ ｄ ＝ ３时，分数阶阶数与刚性桩、弹性桩屏障振幅衰减系数之间的

关系．如图所示，在屏障前 ｘ ＝ ０ ～ ９ ｍ处，振幅衰减系数 ｜ ｕ ／ ｕ０ ｜ 的峰值在 α ＝ ０．７时最小，α 越

小峰值越大，并且在 α ＝ ０．４ 时达到最大值，这一点对于刚性桩屏障和弹性桩屏障相同．在屏障

ｘ ＝ ９ ｍ 处，α ＝ ０．７ 时 ｜ ｕ ／ ｕ０ ｜ 的值最大（如图 ４（ａ） 所示），依次类推，α ＝ ０．４ 时 ｜ ｕ ／ ｕ０ ｜ 的值

最小，两项差值 ０．１．屏障后 ｘ ＝ ９ ～ ５０ ｍ 区域， 图 ４（ａ） 中 α ＝ ０．４ 时 ｜ ｕ ／ ｕ０ ｜ 值增幅最大， 在

ｘ ＝ ５０ ｍ 处结果变坏， 可能受边界条件影响较大．如果 ｘ 足够大， α ＝ ０．７ 时的 ｜ ｕ ／ ｕ０ ｜ 值会呈

现最小，与图 ４（ｂ） 刚性桩屏障有相似的规律，即 α 越大，远处的隔震效果越好．但是对于在屏

障后一定范围内的计算区域，如 ｘ ＝ ９ ～ ２５ ｍ 范围，α 较小的粘弹性介质隔震效果优于 α 较大

的粘弹性介质．由上可知，分数阶阶数 α 对于刚性桩和弹性桩屏障的隔震效果影响不同，对于

刚性桩屏障，α 较大的粘弹性介质隔震效果较好；对于弹性桩屏障，应视隔震区域而定．
如图 ５ 所示，入射波频率取 ２５ Ｈｚ 时，屏障前无振幅放大效应，当频率增大到一定程度时，

振幅放大效应逐渐增强．ω ＝ ６５ Ｈｚ 时与 ω ＝ ２５ Ｈｚ 相比有明显的振幅放大效应，而 ω ＝ １００ Ｈｚ
时屏障前 ｘ ＝ ０ ～ ９ ｍ 处振幅衰减系数 ｜ ｕ ／ ｕ０ ｜ 的峰值为 １．２ 左右，与 ω ＝ ６５ Ｈｚ相比仅有稍微

的增大．当 ω ＝ １５０ Ｈｚ 时，振幅放大效应明显减弱， ｜ ｕ ／ ｕ０ ｜ 的峰值在 １．１ 附近．如图所示，随入

射波频率增大，振幅衰减系数变化曲线的峰值逐渐向屏障靠近．屏障后的隔震区域内，桩屏障

对不同频率的入射波的隔离效果基本相同．弹性桩和刚性桩屏障只在有关 ｜ ｕ ／ ｕ０ ｜ 的峰值处有

所差别， ｜ ｕ ／ ｕ０ ｜ 的变化曲线规律相同．由此可见，刚性桩屏障对于 ω ＝ ２５ Ｈｚ 附近的低频波和

ω ＝ １５０ Ｈｚ 左右的高频波可以忽略振幅放大效应的负面影响，而对于 ω ＝ ６５ ～ １００ Ｈｚ 左右的

入射波则需要考虑振幅放大效应．此外，入射波的频率不是影响隔震效果的重要因素，它只对

屏障前的振幅放大效应有影响力．

３　 结　 　 论

本文从粘弹性体波的三维分数阶本构方程出发，分析了粘弹性 Ｐ 波和 Ｓ 波的频散效应，
粘弹性 Ｐ 波的传播速度比 Ｓ 波快，高频粘弹性波相速度大于弹性波．通过数值模拟，对比研究

了刚性桩屏障和弹性桩屏障下不同桩间距与桩直径的比值、分数阶阶数及入射波频率对隔震

效果的影响．数值算例表明，分数阶粘弹性波的基本散射特征（如入射波与屏障间明显的振幅

放大现象、屏障处隔震效果最明显）与弹性波相似．此外，桩间距和桩直径比值 ｓ ／ ｄ 越小隔震效

果越好．分数阶阶数 α 对于刚性桩和弹性桩屏障的隔震效果影响不同．对于刚性桩屏障，α 越

大，粘弹性介质隔震效果较好．对于弹性桩屏障，在屏障后一定范围内的计算区域，如本文算例

中 ｘ ＝ ９ ～ ２５ ｍ 的范围，α 越小，粘弹性介质隔震效果越好．此外，入射波的频率不是影响隔震

效果的重要因素，它只对屏障前的振幅放大效应有影响力．一般来说，刚性桩对粘弹性 ＳＨ 波的

隔离效果优于弹性桩．
需指出，由于分数阶导数算子的时间依赖性，其数值计算成本往往较高，因此本文只数值

模拟了短时间内的波动传播．此外，由于较难得到分数阶 ＳＨ 波的解析解，数值模拟所需的吸收

边界也难以得到．本文采用的 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件（１０）在一定程度上限制了数值解的精度．这些

问题将在以后的研究中进一步讨论．

６５９ 李　 　 源　 　 　 陈　 　 文　 　 　 庞　 国　 飞
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