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摘要：　 利用平面动力系统分支方法研究浅水中度振幅方程的定性行为和孤立波解．给出了系统在

不同参数条件下的相图．获得了光滑孤立波、ｃｕｓｐｏｎ 解和周期波解的隐式表达式．对方程的光滑孤

立波解、ｃｕｓｐｏｎ 解和周期波解进行了数值模拟．获得的结果完善了相关文献已有的结果．
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引　 　 言

大量自然现象的动力学过程可以通过非线性偏微分方程进行描述．这些偏微分方程有一

类重要的解——— 行波解．这类解是方程的一种特殊解，解的范围可能是局部的，也可能是周期

的，并且在传播过程中波形和波速保持不变．
人们用非线性模型描述自然现象，例如孤立波．其中，一个突出的例子是 Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ 方

程［１］ ．Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ 方程是一个可积无穷维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ（哈密顿）系统，它的孤立波是孤子．依据

Ｊｏｈｎｓｏｎｄ 的研究，Ｃｏｎｓｔａｎｔｉｎ 和 Ｌａｎｎｅｓ 推导出了浅水区域中的中度振幅波方程［２］：
　 　 ｕｔ ＋ ｕｘ ＋ ６ｕｕｘ － ６ｕ２ｕｘ ＋ １２ｕ３ｕｘ ＋ ｕｘｘｘ － ｕｘｘｔ ＋ １４ｕｕｘｘｘ ＋ ２８ｕｘｕｘｘ ＝ ０． （１）

利用动力系统理论可以证明方程（１）孤立波解的存在性［３］ ．文献［４］则研究了方程（１）的孤立

波解的轨道稳定性．
在过去的几年里，许多作者致力于研究行波模型解的动力学行为，并得到了一些有价值的

结果［５⁃１０］ ．本文将进一步研究方程（１）的定性行为和孤立波解．
令 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ φ（ξ） ＝ φ（ｘ － ｃｔ），其中 ｃ 为波速，代入方程（１）可得下列常微分方程：
　 　 φξ（１ － ｃ） ＋ ６φφξ － ６φ２φξ ＋ １２φ３φξ ＋ （１ ＋ ｃ）φξξξ ＋ １４φφξξξ ＋ ２８φξφξξ ＝ ０． （２）

将方程（２）关于 ξ 积分一次，并令积分常数为 ０，则有下列方程：
　 　 φ（１ － ｃ） ＋ ３φ２ － ２φ３ ＋ ３φ４ ＋ （１ ＋ ｃ）φξξ ＋ １４φφξξ ＋ ７φ２

ξ ＝ ０． （３）
设 φξ ＝ ｙ， 可知方程（３）等价于二维系统：
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＝ （ｃ － １）φ － ３φ２ ＋ ２φ３ － ３φ４ － ７ｙ２
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．
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（４）

显然，方程（４）有首次积分

　 　 Ｈ（φ，ｙ） ＝ （１ ＋ ｃ ＋ １４φ）ｙ２ ＋ （１ － ｃ）φ２ ＋ ２φ３ － φ４ ＋ ６
５

φ５ ． （５）

再令 ｄξ ＝ （１ ＋ ｃ ＋ １４φ）ｄτ， 则系统（４）可以变形为如下多项式微分系统：

　 　

ｄφ
ｄτ

＝ （１ ＋ ｃ ＋ １４φ）ｙ，

ｄｙ
ｄτ

＝ （ｃ － １）φ － ３φ２ ＋ ２φ３ － ３φ４ － ７ｙ２ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（６）

１　 系统（６）的相图分支

现在考虑多项式常微分系统（６）的动力学行为．系统（６）在水平轴 Ｏφ 上至多有两个奇点，
分别记为 Ｐ１（０，０） 和 Ｐ２（φ∗，０） ．其中 φ∗ 是多项式

　 　 Ｐ（φ） ＝ ３φ３ － ２φ２ ＋ ３φ ＋ １ － ｃ （７）
的唯一实根．事实上，可以判断 Ｐ（φ） 的判别式总是正的，所以它没有重根．又因为 Ｐ（φ） 的导

函数 Ｐ′（φ） ＝ ９φ２ － ４φ ＋ ３没有实根，所以 Ｐ（φ） 没有极值．从而证明 Ｐ（φ） 有唯一的实根．利用

３ 次多项式 Ｃａｒｄａｎｏ 公式 φ∗ 可以表示为

　 　 φ∗ ＝ １
１８

ｑ（ｃ） １ ／ ３ － ４６
９

ｑ（ｃ） －１ ／ ３ ＋ ２
９
， （８）

其中

　 　 ｑ（ｃ） ＝ － １ ５５６ ＋ ９７２ｃ ＋ ３６ ２ ４６９ － ２ ３３４ｃ ＋ ７２９ｃ２ ． （９）
设

　 　 ｃ∗ ＝ １４
９
（６９４ ＋ ９ ４６ ７８５ ） １ ／ ３ － ２ ０８６

９
（６９４ ＋ ９ ４６ ７８５ ） －１ ／ ３ － ３７

９
． （１０）

如果 － １ ＜ ｃ ＜ ｃ∗，则在直线 φ ＝ Ａ ＝ － （１ ＋ ｃ） ／ １４上有两个临界点，Ｓ ＋（Ａ，ｙ０） 和 Ｓ －（Ａ， － ｙ０），
其中

　 　 ｙ０ ＝ １
１ ３７２

１４ ８７５ － ８ ９０４ｃ － ２４ ０３８ｃ２ － ２８０ｃ３ － ２１ｃ４ ． （１１）

接下来分析 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵

　 　 Ｍ（φ ｅ，ｙｅ） ＝
１４ｙｅ １ ＋ ｃ ＋ １４φ ｅ

ｃ － １ － ６φ ｅ ＋ ６φ２
ｅ ＋ １２φ３

ｅ － １４ｙｅ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

其中 （φ ｅ，ｙｅ） 是系统（６） 的奇点．令 Ｊ（φ ｅ，ｙｅ） ＝ ｄｅｔ Ｍ（φ ｅ，ｙｅ） ．若 Ｊ（φ ｅ，ｙｅ） ＜ ０，则奇点是鞍

点；若 Ｊ（φ ｅ，ｙｅ） ＞ ０，则奇点是中心；若 Ｊ（φ ｅ，ｙｅ） ＝ ０， 则奇点是退化奇点．由
　 　 Ｊ（Ａ，ｙ０） ＝ Ｊ（Ａ， － ｙ０） ＝ － １９６ｙ２

０ ＜ ０． （１２）
可知临界点 Ｓ ＋（Ａ，ｙ０） 和 Ｓ －（Ａ， － ｙ０） 都是鞍点．再由 Ｐ１ ＝ （０，０）， 知

　 　 Ｊ（０，０） ＝ （１ ＋ ｃ）（１ － ｃ） ． （１３）
如果 － １ ＜ ｃ ＜ １，则 Ｊ（０，０） ＞ ０，Ｐ１（０，０） 是中心；如果 ｃ ＜ － １或 ｃ ＞ １，则 Ｊ（０，０） ＜ ０，Ｐ１（０，
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０） 是鞍点；如果 ｃ ＝ － １ 或 ｃ ＝ １，则 Ｊ（０，０） ＝ ０，Ｐ１（０，０） 是退化奇点．
当 ｃ ＝ １ 时，从方程（２ ＋ １４φ）ｙ ＝ ０ 中得到

　 　
ｙ ＝ ｆ（φ） ＝ ０，
Ｇ（φ， ｆ（φ）） ＝ － ３φ２ ＋ ２φ３ － ３φ４，
Φ（φ） ≡ ０ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（１４）

因此， Ｋ ＝－ ３，ｋ ＝ ２，Φ（φ） ≡ ０．根据文献［８］，Ｐ１（０，０） 是系统（６）的尖点．
当 ｃ ＝ － １ 时，系统（６）可以化为如下形式：

　 　

ｄφ
ｄτ

＝ Ｇ（φ，ｙ），

ｄφ
ｄτ

＝ φ ＋ Ｆ（φ，ｙ），

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１５）

其中

　 　 Ｇ（φ，ｙ） ＝ １４φｙ， Ｆ（φ，ｙ） ＝ （ｃ － ２）φ － ３φ２ ＋ ２φ３ － ３φ４ － ７ｙ２ ． （１６）

（ａ） ｃ ＞ １ （ｂ） ｃ ＝ １

（ｃ） ｃ∗ ＜ ｃ ＜ １ （ｄ） ｃ ＝ ｃ∗
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（ｅ） － １ ＜ ｃ ＜ ｃ∗

（ｆ） ｃ ＝ － １ （ｇ） ｃ ＜ － １
图 １　 系统（６）的相图

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （６）

从方程 φ ＋ Ｆ（φ，ｙ） ＝ ０ 推导出 φ ＝－ （７ ／ ２）φ２ ＋ ＨＯＴ， 因此

　 　 Ｇ（φ（ｙ），ｙ） ＝ － ４９ｙ３ ＋ ＨＯＴ ． （１７）
此时， Ｋ ＝－ ４９ ＜ ０，ｋ ＝ ３，所以 Ｐ１（０，０） 是一个幂零鞍点．

对于奇点 Ｐ２（φ∗，０）， 有等式

　 　 Ｊ（φ∗，０） ＝ （１ ＋ ｃ ＋ １４φ∗）（ｃ － １ － ６φ∗ ＋ ６φ２
∗ ＋ １２φ３

∗） （１８）
成立．在不同的参数条件下，用类似的方法可以判断出 Ｐ２（φ∗，０） 的类型．综上，画出系统（６）
的相图，如图 １ 所示．

２　 光滑孤立波、ｃｕｓｐｏｎ 与周期波解

由不变代数曲线 Ｈ（φ，ｙ） ＝ ０ 推出下式：

　 　 ｙ２ ＝
φ２ ｃ － １ － ２φ ＋ φ２ － ６

５
φ３æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ＋ ｃ ＋ １４φ
． （１９）
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化简后得

　 　 ｙ２ ＝
６φ２（Ｂ － φ） φ２ ＋ Ｂ － ５

６
æ

è
ç

ö

ø
÷ φ ＋ Ｂ２ － ５

６
Ｂ ＋ ５

３
æ

è
ç

ö

ø
÷

５（１ ＋ ｃ ＋ １４φ）
＝ Ｆ（φ）， （２０）

其中

　 　 Ｂ ＝ １
１８

ｇ（ｃ） １ ／ ３ － １５５
１８

ｇ（ｃ） －１ ／ ３ ＋ ５
１８

， （２１）

　 　 ｇ（ｃ） ＝ － ３ ６５５ ＋ ２ ４３０ｃ ＋ ９０ ２ １０９ － ２ １９３ｃ ＋ ７２９ｃ２ ． （２２）
方程（２０）隐含条件 （Ｂ － φ）（１ ＋ ｃ ＋ １４φ） ≥ ０．通过方程（２０） 还可以得出结论：Ｆ（φ） 有一个

单根 Ｂ 和一个二重根 ０．根据 Ｆ（φ） 的零点的不同类别，φ 有不同的定性行为．
接下来，利用平面相图分析技术并结合上述结论，考虑以下 ３ 种情况．
第 １种　 光滑孤立波

当 ｃ ＞ １时，方程（１） 有一个光滑孤立波解．该解对应于连接鞍点 Ｐ１（０，０） 的同宿轨（见图

２（ａ））．由方程（２０）得到

　 　 ｙ２ ＝
３φ２（Ｂ － φ） φ２ ＋ Ｂ － ５

６
æ

è
ç

ö

ø
÷ φ ＋ Ｂ２ － ５

６
Ｂ ＋ ５

３
æ

è
ç

ö

ø
÷

３５（φ － Ａ）
． （２３）

这个光滑孤立波解由积分方程

　 　 ∫Ｂ
φ

ｚ － Ａ ｄｚ

ｚ （Ｂ － ｚ） ｚ２ ＋ Ｂ － ５
６

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｚ ＋ Ｂ２ － ５

６
Ｂ ＋ ５

３
æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ ３
３５ ∫

０

ξ
ｄξ （２４）

确定．通过引入一个新参数变量 χ， 得到上述光滑孤立波解的参数表示如下：

　 　 φ（χ） ＝ Ｂｑ ＋ Ａｐ － （Ａｐ － Ｂｑ）ｃｎ（χ，ｋ）
ｐ ＋ ｑ ＋ （ｐ － ｑ）ｃｎ（χ，ｋ）

， （２５）

　 　 ξ（χ） ＝ － ３５
３ｐｑ

ｑ（Ａ － Ｂ）
Ａｐ － Ｂｑ

χ － ２Ａｐｑ（Ａ － Ｂ）
（（ｐＡ） ２ － （ｑＢ） ２）（１ － α２）

Ｉ１（φ（χ））
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （２６）

其中

　 　 Ｉ１（φ） ＝ １
１ － α２ Π ａｒｃｃｏｓ（ｃｎ χ）， α

α２ － １
，ｋæ

è
ç

ö

ø
÷ － α ｆ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２７）

　 　 ｆ１（φ） ＝ １
２

α２ － １
ｋ２ ＋ ｋ′２α２ ｌｎ

ｋ２ ＋ ｋ′２α２ ｄｎ χ ＋ α２ － １ ｓｎ χ

ｋ２ ＋ ｋ′２α２ ｄｎ χ － α２ － １ ｓｎ χ
， （２８）

　 　 ｃｎ χ ＝ （Ｂ － φ）ｑ － （φ － Ａ）ｐ
（Ｂ － φ）ｑ ＋ （φ － Ａ）ｐ

， ｐ２ ＝ （Ｂ － ｂ１） ２ ＋ ａ２
１， ｑ２ ＝ （Ａ － ｂ１） ２ ＋ ａ２

１，

　 　 ｂ１ ＝ １
２

Ｂ － ５
６

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ａ２

１ ＝ １
４

３Ｂ２ － ５
３

Ｂ ＋ ２１５
３６

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 ｋ２ ＝ （Ｂ － Ａ） ２ － （ｐ － ｑ） ２

４ｐｑ
， α ＝ Ａｐ － Ｂｑ

Ａｐ ＋ Ｂｑ
，

这里 ｓｎ χ 和 ｄｎ χ 是 Ｊａｃｏｂｉ 椭圆函数．
应用数值模拟的方法获得了光滑孤立波解 φ（ξ） 的波形图，见图 ２（ｂ）．
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（ａ） ｃ ＞ １ 时的代数曲线 Ｈ（φ，ｙ） ＝ ０ （ｂ） 光滑孤立波的图形

（ａ） Ｔｈｅ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｃｕｒｖｅ Ｈ（φ，ｙ） ＝ ０ ｆｏｒ ｃ ＞ １ （ｂ） Ｐｒｏｆｉｌｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｍｏｏｔｈ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ
图 ２　 方程（１）的代数曲线与光滑孤立波

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｃｕｒｖｅ ａｎｄ ｓｍｏｏｔｈ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ ｏｆ ｅｑｕａｔｉｏｎ （１）

第 ２种　 ｃｕｓｐｏｎ
当 ｃ ＜ － １ 时，有
　 　 Ｂ ＜ ０ ＜ Ａ， φ（０） ＝ Ａ， ０ ≤ φ ＜ Ａ ．

此时不变代数曲线 Ｈ（φ，ｙ） ＝ ０（见图 ３（ａ））确定一个 ｃｕｓｐｏｎ 解，且解满足

　 　 φ（０） ＝ Ａ， ｌｉｍ
ξ→ ±∞

φ（ξ） ＝ ０， φ′（ － ０） ＝ ＋ ∞， φ′（ ＋ ０） ＝ － ∞ ．

这个 ｃｕｓｐｏｎ 解由积分方程

　 　 ∫Ａ
φ

Ａ － ｚ ｄｚ

ｚ （ ｚ － Ｂ） ｚ２ ＋ Ｂ － ５
６

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｚ ＋ Ｂ２ － ５

６
Ｂ ＋ ５

３
æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ ３
３５ ∫

０

ξ
ｄξ （２９）

确定．通过类似光滑孤立波解的计算，获得了 ｃｕｓｐｏｎ 解的参数表达式：

　 　 φ（χ） ＝ Ａｑ ＋ Ｂｐ － （Ｂｐ － Ａｑ）ｃｎ（χ，ｋ）
ｐ ＋ ｑ ＋ （ｐ － ｑ）ｃｎ（χ，ｋ）

， （３０）

　 　 ξ（χ） ＝ － ３５
３ｐｑ

ｑ（Ｂ － Ａ）
Ｂｐ － Ａｑ

χ － ２Ｂｐｑ（Ｂ － Ａ）
（（ｐＢ） ２ － （ｑＡ） ２）（１ － α２）

Ｉ２（φ（χ））
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （３１）

　 　 Ｉ２（φ） ＝ １
１ － α２ Π ａｒｃｃｏｓ（ｃｎ χ）， α

α２ － １
，ｋæ

è
ç

ö

ø
÷ － α ｆ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３２）

　 　 ｆ２（φ） ＝ １
２

α２ － １
ｋ２ ＋ ｋ′２α２ ｌｎ

ｋ２ ＋ ｋ′２α２ ｄｎ χ ＋ α２ － １ ｓｎ χ

ｋ２ ＋ ｋ′２α２ ｄｎ χ － α２ － １ ｓｎ χ
， （３３）

这里

　 　 ｃｎ χ ＝ （Ａ － φ）ｑ － （φ － Ｂ）ｐ
（Ａ － φ）ｑ ＋ （φ － Ｂ）ｐ

， ｐ２ ＝ （Ａ － ｂ１） ２ ＋ ａ２
１， ｑ２ ＝ （Ｂ － ｂ１） ２ ＋ ａ２

１，

　 　 ｂ１ ＝ １
２

Ｂ － ５
６

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ａ２

１ ＝ １
４

３Ｂ２ － ５
３

Ｂ ＋ ２１５
３６

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 ｋ２ ＝ （Ａ － Ｂ） ２ － （ｐ － ｑ） ２

４ｐｑ
， α ＝ Ｂｐ － Ａｑ

Ｂｐ ＋ Ａｑ
．
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同样利用数值模拟方法得出 ｃｕｓｐｏｎ 解 φ（ξ） 的波形图， 见图 ３（ｂ）．

（ａ） ｃ ＜ － １ 时的代数曲线 Ｈ（φ，ｙ） ＝ ０ （ｂ） Ｃｕｓｐｏｎ 的图形

（ａ） Ｔｈｅ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｃｕｒｖｅ Ｈ（φ，ｙ） ＝ ０ ｆｏｒ ｃ ＜ － １ （ｂ） Ｐｒｏｆｉｌｅ ｏｆ ｔｈｅ ｃｕｓｐｏｎ
图 ３　 方程（１）的代数曲线与 ｃｕｓｐｏｎ

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｃｕｒｖｅ ａｎｄ ｃｕｓｐｏｎ ｏｆ ｅｑｕａｔｉｏｎ （１）

（ａ） ｃ ＝ － １ 时的代数曲线 Ｈ（φ，ｙ） ＝ ０ （ｂ） 周期波的图形

（ａ） Ｔｈｅ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｃｕｒｖｅ Ｈ（φ，ｙ） ＝ ０ ｆｏｒ ｃ ＝ － １ （ｂ） Ｐｒｏｆｉｌｅ ｏｆ ｔｈｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｗａｖｅ
图 ４　 方程（１）的代数曲线与周期波

Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｃｕｒｖｅ ａｎｄ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｗａｖｅ ｏｆ ｅｑｕａｔｉｏｎ （１）

第 ３种　 周期波

如果 ｃ ＝ － １，从不变代数曲线 Ｈ（φ，ｙ） ＝ ０（见图 ４（ａ）），推出

　 　 ｙ２ ＝ ３
３５

φ（Ｂ － φ） φ２ ＋ Ｂ － ５
６

æ

è
ç

ö

ø
÷ φ － ５

３Ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３４）

其中

　 　 Ｂ ＝－ １
１８

（６ ０８５ ＋ ２７０ ５５９ ） １ ／ ３ ＋ １５５
１８

（６ ０８５ ＋ ２７０ ５５９ ） －１ ／ ３ ＋ ５
１８

． （３５）

对系统（４）的第一个方程进行积分，则有
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　 　 ∫φ
Ｂ

ｄｚ

ｚ（Ｂ － ｚ） ｚ２ ＋ Ｂ － ５
６

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｚ － ５

３Ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ ３
３５ ∫

ξ

０
ｄξ， （３６）

得出下面的周期波解：

　 　 φ（ξ） ＝
ａＢ １ ＋ ｃｎ ３ａｂ

３５
ξ，ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

（ａ ＋ ｂ） ＋ （ａ － ｂ）ｃｎ ３ａｂ
３５

ξ，ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

， （３７）

其中 ｃｎ（ｘ，ｋ） 是 Ｊａｃｏｂｉ 椭圆函数且

　 　 ａ２ ＝ － ５
３Ｂ

， ｂ２ ＝ ２Ｂ２ － ５
６

Ｂ － ５
３Ｂ

， ｋ２ ＝ Ｂ２ － （ａ － ｂ） ２

４ａｂ
． （３８）

该周期波解的图形见图 ４（ｂ）．

３　 结　 　 论

本文利用动力系统分支方法研究了一个浅水中度振幅波方程，通过行波变换，将偏微分方

程转化成常微分方程，进一步转换成一个平面动力系统．分析了系统在不同参数条件下的相

图，获得光滑孤立波、ｃｕｓｐｏｎ 解和周期波解存在的条件．Ｇｅｙｅｒ［３］研究了解的存在性，Ｍｕｔｌｕｂａｓ 和
Ｇｅｙｅｒ［４］分析了孤立波解的轨道稳定性，但他们都没有获得方程的精确解，本文根据系统的相

图，获得了光滑孤立波、ｃｕｓｐｏｎ 解和周期波解的参数表达式．
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ｉｍｐｒｏｖｅ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｅｄ ｐｒｅｖｉｏｕｓ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ； ｃｕｓｐｏｎ ｗａｖｅ； ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｗａｖｅ； ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ
Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（１１１６１０１３；１１３６１０１７）

０１０１ 浅水中度振幅孤立波解的分支


