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摘要：　 研究了一种求解鞍点问题的并行预处理变形共轭梯度算法．通过应用迭代法进行预处理

后，再采用变形共轭梯度求解的模式．首先构造系数矩阵近似逆的多项式表达式，以此作为预处理

矩阵的逆矩阵，对方程组进行预处理；然后采用变形共轭梯度法并行求解预处理后的线性方程组．
为减少运算量，采用迭代方式并行计算多项式与向量的乘法运算．通过调整迭代次数，即调整多项

式次数，检验各种次数的多项式进行预处理后的求解方程的效果．数值试验结果表明，该算法明显

优于未预处理的变形共轭梯度法，且当预处理迭代次数取 ４ 时效果最好．
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引　 　 言

鞍点问题是一类非常重要的线性方程组的求解问题，常见于科学计算以及工程应用领域，
如 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程的离散、第二类椭圆形方程的混合离散、计算流体力学问题、电磁学问题、
最小二乘问题、约束优化问题和非线性规划问题等．它的应用已经渗透到应用数学、力学、电学

等众多领域．对于鞍点问题，虽然串行算法已经比较完善，但是随着计算规模的增大，求解鞍点

问题的存储要求和计算量快速增加，单台处理机往往难以承受．目前并行算法被认为是解决大

规模鞍点问题最有效的途径之一，因此研究求解鞍点问题的高效并行算法具有重要的理论意

义和实际意义．
一般来说，鞍点问题的求解方法主要分为两类：基于矩阵分裂的定常迭代法和基于 Ｋｒｙｌｏｖ

子空间的不定常迭代法．对于定常迭代法，其中最为著名的就是 Ｕｚａｗａ⁃ｔｙｐｅ 迭代法［１］和 ＨＳＳ 类

迭代法［２］ ．对于不定常迭代法，Ｋｒｙｌｏｖ 子空间法［３］ 是求解鞍点问题行之有效的方法．为了提高

Ｋｒｙｌｏｖ 子空间迭代法的收敛速度，往往需要对系数矩阵进行预处理．国内外很多学者做了大量

的工作，并给出了许多行之有效的预条件子，主要有块对角预条件子、约束预条件子、ＨＳＳ 预条

件子等．共轭梯度法（ｃｏｎｊｕｇａｔｅ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ，简称为 ＣＧ 法）作为 Ｋｒｙｌｏｖ 子空间法的一种基

本方法更使得到了广泛的应用．ＣＧ 法具有存储量少、计算量少和适合并行计算等优点．但是它
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只适用于系数矩阵为对称正定的情况，当系数矩阵非对称正定采用变形共轭梯度法（ｍｏｄｉｆｉｅｄ
ｃｏｎｊｕｇａｔｅ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ，简称为 ＭＣＧ 法）．ＭＣＧ 法的收敛速度与系数矩阵的奇异值的密集度

紧密相关，奇异值的密集度越大，收敛性越好．于是便出现了预处理变形共轭梯度 （ｐｒｅｄｉｓｐｏｓｅｄ
ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｃｏｎｊｕｇａｔｅ ｇｒａｄｉｅｎｔ，简称为 ＰＭＣＧ）法［４⁃５］，它是通过引入预处理矩阵 Ｍ 将方程组进行

恒等变形，使系数矩阵的奇异值分布更为集中，已达到提高收敛速度的目的．
本文主要求解 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程离散化得到的线性方程组，其具有如下形式：
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其中 Ａ ∈ Ｒｎ×ｎ 是对称正定矩阵，Ｂ ∈ Ｒｎ×ｍ 是列满秩矩阵，ｍ ≤ ｎ， ｆ ∈ Ｒｎ，ｇ ∈ Ｒｍ ．
为方便起见，设 Ｈ 为线性方程组（１） 的系数矩阵．本文采用矩阵多项式近似 Ｈ －１， 这样可

以对预处理线性方程采取若干次迭代方法来求解，同时也可以通过调整迭代次数，使整个求解

方程的计算效果达到最优．最后在 Ｌｅｎｏｖｏ（联想）深腾 １８００ 集群并行机上进行了数值试验，并
与未预处理 ＭＣＧ 法的计算结果进行了比较．本文涉及的向量和矩阵都是实的，向量范数为 ２⁃
范数．

１　 变形共轭梯度法及并行实现

１．１　 变形共轭梯度法

记线性方程组（１）为 Ｈｘ ＝ ｂ，其中Ｈ∈ Ｒ（ｍ＋ｎ） ×（ｍ＋ｎ），ｘ ＝ ｘＴ ｙＴ( ) Ｔ，ｂ ＝ ｆＴ ｇＴ( ) Ｔ ．变形共

轭梯度算法如下［４］：
１） 任意给定初始向量 ｘ（０） ∈ Ｒ（ｍ＋ｎ），置 ｋ １ 计算

　 　 ｒ（０） ＝ ｂ － Ｈｘ（０）， ｑ（０） ＝ ＨＴｒ（０）， ｚ（０） ＝ ｑ（０）；
２） 若 ｒ（ｋ） ＝ ０ 或者 ｒ（ｋ） ≠ ０ 而 ｚ（ｋ） ＝ ０ 停止计算，否则计算

　 　 αｋ ＝ ［ｒ（ｋ），ｒ（ｋ）］ ／ ［ｚ（ｋ），ｚ（ｋ）］， ｘ（ｋ＋１） ＝ ｘ（ｋ） ＋ αｋｚ（ｋ）；
３） 计算

　 　 ｒ（ｋ＋１） ＝ ｂ － Ｈｘ（ｋ＋１）， ｑ（ｋ＋１） ＝ ＨＴｒ（ｋ＋１），
　 　 β ｋ ＝ ［ｒ（ｋ＋１），ｒ（ｋ＋１）］ ／ ［ｒ（ｋ），ｒ（ｋ）］， ｚ（ｋ＋１） ＝ ｑ（ｋ＋１） ＋ β ｋｚ（ｋ）；
４） 置 ｋ ｋ ＋ １， 转 ２）．

注　 （·） （ｋ） 表示迭代第 ｋ 步计算得到的结果．

１．２　 算法并行实现

为叙述方便，设处理机台数为 ｐ，ｐ整除 ｎ及ｍ，且 ｎ ＝ ｐｌ与ｍ ＝ ｐｓ，ｐｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｐ） 表示第

ｉ 台处理机．将系数矩阵子块 Ａ，Ｂ，ＢＴ，常向量 ｆ，ｇ 以及所需的一些向量表示成分块形式［６⁃７］，记
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　 　 ｒ（ｋ）ｕ ＝ （（ｒ（ｋ）ｕ１ ） Ｔ，（ｒ（ｋ）ｕ２ ） Ｔ，…，（ｒ（ｋ）ｕｐ ） Ｔ） Ｔ， ｒ（ｋ）ｖ ＝ （（ｒ（ｋ）ｖ１ ） Ｔ，（ｒ（ｋ）ｖ２ ） Ｔ，…，（ｒ（ｋ）ｖｐ ） Ｔ） Ｔ，
　 　 ｑ（ｋ）

ｕ ＝ （（ｑ（ｋ）
ｕ１ ） Ｔ，（ｑ（ｋ）
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　 　 ｚ（ｋ）ｕ ＝ （（ｚ（ｋ）ｕ１ ） Ｔ，（ｚ（ｋ）ｕ２ ） Ｔ，…，（ｚ（ｋ）ｕｐ ） Ｔ） Ｔ， ｚ（ｋ）ｖ ＝ （（ｚ（ｋ）ｖ１ ） Ｔ，（ｚ（ｋ）ｖ２ ） Ｔ，…，（ｚ（ｋ）ｖｐ ） Ｔ） Ｔ，
　 　 ｆ ＝ （（ ｆ１） Ｔ，（ ｆ２） Ｔ，…，（ ｆｐ） Ｔ） Ｔ， ｇ ＝ （（ｇ１） Ｔ，（ｇ２） Ｔ，…，（ｇｐ） Ｔ） Ｔ，

其中 Ａｉ，Ｂｉ 分别是 ｌ × ｎ 与 ｌ × ｍ 矩阵，Ｂｉ 是 ｓ × ｎ 矩阵， ｆｉ，ｘ（ｋ）
ｉ ，ｒ（ｋ）ｕｉ ，ｑ（ｋ）

ｕｉ ，ｚ（ｋ）ｕｉ 均是 ｌ 维列向量，
ｇｉ， ｙ（ｋ）

ｉ ，ｒ（ｋ）ｖｉ ，ｑ（ｋ）
ｖｉ ，ｚ（ｋ）ｖｉ 均是 ｓ 维列向量．
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１） 存储方式：
将 Ａｉ，Ｂｉ，Ｂｉ， ｆｉ，ｇｉ，ｘ（０）

ｉ 和 ｙ（０）
ｉ 均存储在 ｐｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｐ） 处理机中．

２） 准备工作：
① ｒ（０）ｕ ＝ ｆ － （Ａｘ（０） ＋ Ｂｙ（０）） 和 ｒ（０）ｖ ＝ ｇ － ＢＴｘ（０） 的计算：在 ｐｉ 中，对初始向量 ｘ（０）

ｉ ，ｙ（０）
ｉ 进

行一次全收集后得到 ｘ（０） 和 ｙ（０），计算 ｒ（０）ｕｉ ＝ ｆｉ － （Ａｉｘ（０） ＋ Ｂｉｙ（０）） 和 ｒ（０）ｖｉ ＝ ｇｉ － Ｂｉｘ（０） ．
② ｑ（０）

ｕ ＝ Ａｒ（０）ｕ ＋ Ｂｒ（０）ｖ 和 ｑ（０）
ｖ ＝ ＢＴｒ（０）ｕ 的计算：在 ｐｉ 中，对向量 ｒ（０）ｕｉ ，ｒ（０）ｖｉ 进行一次全收集后

得到 ｒ（０）ｕ 和 ｒ（０）ｖ ，计算 ｑ（０）
ｕｉ ＝Ａｉｒ（０）ｕ ＋ Ｂｉｒ（０）ｖ ，ｑ（０）

ｖｉ ＝Ｂｉｒ（０）ｕ 和（ｒ（０）ｕ ，ｒ（０）ｕ ） ＋ （ｒ（０）ｖ ，ｒ（０）ｖ ）；令 ｚ（０）ｕｉ ＝ ｑ（０）
ｕｉ

和 ｚ（０）ｖｉ ＝ ｑ（０）
ｖｉ ．

３） 循环过程：
步骤 １ 　 在 ｐｉ 中，计算内积（ｚ（ｋ）ｕｉ ，ｚ（ｋ）ｕｉ ） ＋ （ｚ（ｋ）ｖｉ ，ｚ（ｋ）ｖｉ ），全规约后得到（ｚ（ｋ）ｕ ，ｚ（ｋ）ｕ ） ＋ （ｚ（ｋ）ｖ ，

ｚ（ｋ）ｖ ），再计算 αｋ ＝ （（ｒ（ｋ）ｕ ，ｒ（ｋ）ｕ ） ＋ （ｒ（ｋ）ｖ ，ｒ（ｋ）ｖ ）） ／ （（ｚ（ｋ）ｕ ，ｚ（ｋ）ｕ ） ＋ （ｚ（ｋ）ｖ ，ｚ（ｋ）ｖ ）） ．
步骤 ２　 在 ｐｉ 中，计算 ｘ（ｋ＋１）

ｉ ＝ ｘ（ｋ）
ｉ ＋ αｋｚ（ｋ）ｕｉ ，ｙ（ｋ＋１）

ｉ ＝ ｙ（ｋ）
ｉ ＋ αｋｚ（ｋ）ｖｉ ，对 ｘ（ｋ＋１）

ｉ 和 ｙ（ｋ＋１）
ｉ 进行一

次全收集得到 ｘ（ｋ＋１） 和 ｙ（ｋ＋１）；再计算 ｒ（ｋ＋１）ｕｉ ＝ ｆｉ － （Ａｉｘ（ｋ＋１） ＋ Ｂｉｙ（ｋ＋１）），ｒ（ｋ＋１）ｖｉ ＝ ｇｉ － Ｂｉｘ（ｋ＋１） ．
步骤 ３　 在 ｐｉ 中，对 ｒ（ｋ＋１）ｕｉ 和 ｒ（ｋ＋１）ｖｉ 进行一次全收集得到 ｒ（ｋ＋１）ｕ 和 ｒ（ｋ＋１）ｖ ，再计算 ｑ（ｋ＋１）

ｕｉ ＝
Ａｉｒ（ｋ

＋１）
ｕ ＋ Ｂｉｒ（ｋ

＋１）
ｖ ，ｑ（ｋ＋１）

ｖｉ ＝ Ｂｉｒ（ｋ
＋１）

ｕ 和 （ｒ（ｋ＋１）ｕ ，ｒ（ｋ＋１）ｕ ） ＋ （ｒ（ｋ＋１）ｖ ，ｒ（ｋ＋１）ｖ ）； 若 （ｒ（ｋ＋１）ｕ ，ｒ（ｋ＋１）ｕ ） ＋
（ｒ（ｋ＋１）ｖ ，ｒ（ｋ＋１）ｖ ） ＜ ε， 停止，否则继续计算．

步骤 ４　 在 ｐｉ 中，计算 Ｍｒ（ｋ） ＝ ｒ（ｋ），计算 ｚ（ｋ＋１）ｕｉ ＝ ｑ（ｋ＋１）
ｕｉ ＋ β ｋｚ（ｋ）ｕｉ ，ｚ（ｋ＋１）ｖｉ ＝ ｑ（ｋ＋１）

ｖｉ ＋ β ｋｚ（ｋ）ｖｉ ．
步骤 ５　 置 ｋ ｋ ＋ １， 返回步骤 １．
由上面的并行实现过程可以发现：每迭代 １ 步需要的通讯是 １ 次全归约，２ 次全收集，串

行运算是 １ 次内积；可见随着处理器的增多，并行性将会急速下降．

２　 预处理变形共轭梯度法及并行实现

预处理技术是指在方程两边同时乘以预处理矩阵，将其化为一个与之等价但系数矩阵奇

异值分布更集中的方程的技术．本文采用矩阵多项式构造预处理条件子 Ｍ －１，使其近似地等于

系数矩阵 Ｈ －１ ．
２．１　 预处理变形共轭梯度法

若 Ｍ 是预处理条件子，则预处理变形共轭梯度算法如下［５］：
１） 任意给定初始向量 ｘ（０） ∈ Ｒ（ｍ＋ｎ），置 ｋ １ 计算

　 　 ｒ（０） ＝ ｂ － Ｈｘ（０），解 Ｍｒ（０） ＝ ｒ（０），置 ｐ（０） ＝ （Ｍ －１Ｈ） Ｔｒ（０）；
２） 若 ｒ（ｋ） ＝ ０ 或者 ｒ（ｋ） ≠ ０ 而 ｐ（ｋ） ＝ ０ 停止计算，否则计算

　 　 αｋ ＝ ［ ｒ（ｋ），ｒ（ｋ）］ ／ ［ｐ（ｋ），ｐ（ｋ）］， ｘ（ｋ＋１） ＝ ｘ（ｋ） ＋ αｋｐ（ｋ）；
３） 计算

　 　 ｒ（ｋ＋１） ＝ ｂ － Ｈｘ（ｋ＋１）；
４） 若 （ｒ（ｋ＋１），ｒ（ｋ＋１）） ＜ ε， 停止计算，否则继续计算；
５） 求解 Ｍｒ（ｋ＋１） ＝ ｒ（ｋ＋１）， 计算

　 　 β ｋ ＝ ［ ｒ（ｋ＋１），ｒ（ｋ＋１）］ ／ ［ ｒ（ｋ），ｒ（ｋ）］，
　 　 ｐ（ｋ＋１） ＝ （Ｍ －１Ｈ） Ｔｒ（ｋ＋１） ＋ β ｋｐ（ｋ）；
６） 置 ｋ ｋ ＋ １， 转 ２）．
从上面的算法可以知道：ＰＭＣＧ 算法只是在 ＭＣＧ 算法的基础上多求解了 ２ 个线性方程组
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方程 Ｍｒ（ｋ） ＝ ｒ（ｋ） 和ＭＴｚ（ｋ＋１） ＝ ｒ（ｋ＋１） ．为了加速 ＭＣＧ 算法的收敛性，且尽量保持 ＭＣＧ 算法的并

行性，需要构造合适的预条件子 Ｍ ．
２．２　 预处理方法

设 Ｈ ＝ Ｄ － Ｎ，且 Ｄ 可逆，若 Ｄ －１Ｎ 的谱半径 ρ（Ｄ －１Ｎ） ＜ １， 则有

　 　 Ｈ －１ ＝ （Ｉ － Ｄ －１Ｎ） －１Ｄ －１ ＝ ∑
∞

ｉ ＝ ０
（Ｄ －１Ｎ） ｉＤ －１，

取预处理条件子

　 　 Ｍ －１ ＝ （Ｉ ＋ Ｄ －１Ｎ ＋ （Ｄ －１Ｎ） ２ ＋ … ＋ （Ｄ －１Ｎ） ｑ－１）Ｄ －１ ．
若 Ｄ 给定，便有 Ｎ ＝ Ｄ － Ｈ；则求解方程组 Ｍｒ（ｋ） ＝ ｒ（ｋ） 的迭代格式为

任选 ｒ（ｋ，０），
ｆｏｒ　 ｈ ＝ ０，１，…，ｑ － １（ｑ 为常数）
　 　 ｒ（ｋ，ｈ＋１） ＝ Ｄ －１（（Ｄ － Ｈ） ｒ（ｋ，ｈ） ＋ ｒ（ｋ））
ｅｎｄ
　 　 ｒ（ｋ） ＝ ｒ（ｋ，ｑ） ．

因为要求 Ｄ －１ 容易计算，且具有并行性，所以这里取 Ｄ 是对角矩阵．但由于系数矩阵 Ｈ 的特殊

结构，故采用以下形式：

　 　 Ｄ ＝
Ｄ１

Ｄ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

其中 Ｄ１ 为矩阵 Ａ 的对角矩阵，Ｄ２ 为矩阵 ＢＴＢ 的对角矩阵．
类似地，便有求解方程组 ＭＴｚ（ｋ＋１） ＝ ｒ（ｋ＋１） 的迭代格式：
任选 ｚ（ｋ＋１，０），
ｆｏｒ　 ｈ ＝ ０，１，…，ｑ － １（ｑ 为常数）
　 　 ｚ（ｋ＋１，ｈ＋１） ＝ Ｄ －１（（Ｄ － Ｈ） Ｔｚ（ｋ＋１，ｈ） ＋ ｒ（ｋ＋１））
ｅｎｄ
　 　 ｚ（ｋ＋１） ＝ ｚ（ｋ＋１，ｑ） ．
通过构造系数矩阵近似逆的多项式作预处理条件矩阵的逆矩阵，并利用上面的迭代法迭

代 ｑ 次实现，这样使系数矩阵奇异值密集度会随着 ｑ 的增大而更集中，从而加快 ＭＣＧ 算法的

收敛速度．
２．３　 算法并行实现

为叙述方便，设处理机台数为 ｐ，ｐ整除 ｎ及ｍ，且 ｎ ＝ ｐｌ与ｍ ＝ ｐｓ，ｐｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｐ） 表示第

ｉ 台处理机．在 １．２ 小节符号的基础上，还需引进

　 　 Ｄ１ ＝ （ＤＴ
１１，ＤＴ

１２，…，ＤＴ
１ｐ） Ｔ， Ｄ２ ＝ （ＤＴ

２１，ＤＴ
２２，…，ＤＴ

２ｐ） Ｔ，
　 　 ｒ（ｋ）

ｕ ＝ （（ ｒ（ｋ）
ｕ１ ） Ｔ，（ ｒ（ｋ）

ｕ２ ） Ｔ，…，（ ｒ（ｋ）
ｕｐ ） Ｔ） Ｔ， ｒ（ｋ）

ｖ ＝ （（ ｒ（ｋ）
ｖ１ ） Ｔ，（ ｒ（ｋ）

ｖ２ ） Ｔ，…，（ ｒ（ｋ）
ｖｐ ） Ｔ） Ｔ，

　 　 ｐ（ｋ）
ｕ ＝ （（ｐ（ｋ）

ｕ１ ） Ｔ，（ｐ（ｋ）
ｕ２ ） Ｔ，…，（ｐ（ｋ）

ｕｐ ） Ｔ） Ｔ， ｐ（ｋ）
ｖ ＝ （（ｐ（ｋ）

ｖ１ ） Ｔ，（ｐ（ｋ）
ｖ２ ） Ｔ，…，（ｐ（ｋ）

ｖｐ ） Ｔ） Ｔ，
其中 Ｄ１ｉ，Ｄ２ｉ 分别是 ｌ × ｎ 与 ｓ × ｍ 矩阵．ｒ（ｋ）

ｕｉ ，ｐ（ｋ）
ｕｉ 均是 ｌ 维列向量，ｒ（ｋ）

ｖｉ ，ｐ（ｋ）
ｖｉ 均是 ｓ 维列向量．

１） 存储方式

将 Ａｉ，Ｂｉ，Ｂｉ， ｆｉ，ｇｉ，ｘ（０）
ｉ 和 ｙ（０）

ｉ 均存储在 ｐｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｐ） 处理机中．
２） 准备工作

① ｒ（０）ｕ ＝ ｆ － （Ａｘ（０） ＋ Ｂｙ（０）） 和 ｒ（０）ｖ ＝ ｇ － ＢＴｘ（０） 的计算：在 ｐｉ 中，对初始向量 ｘ（０）
ｉ ，ｙ（０）

ｉ 进
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行一次全收集后得到 ｘ（０） 和 ｙ（０）；计算 ｒ（０）ｕｉ ＝ ｆｉ － （Ａｉｘ（０） ＋ Ｂｉｙ（０）） 和 ｒ（０）ｖｉ ＝ ｇｉ － Ｂｉｘ（０） ．
② 预处理过程

　 　 Ｍ
ｒ（０）
ｕ

ｒ（０）
ｖ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ＝
ｒ（０）ｕ

ｒ（０）ｖ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ 的求解： 记 Ｄ１ ＝ ｄｉａｇ（Ｄ１１，Ｄ１２，…，Ｄ１ｐ），Ｄ２ ＝ ｄｉａｇ（Ｄ２１，Ｄ２２，…，

Ｄ２ｐ），选初始向量 ｒ（０，０）
ｕｉ ，ｒ（０，０）

ｖｉ ，
ｆｏｒ　 ｈ ＝ ０，１，…，ｑ － １（ｑ 为常数）
在 ｐｉ 中，对 ｒ（ｈ，０）

ｕｉ 和 ｒ（ｈ，０）
ｖｉ 进行一次全收集得到 ｒ（ｈ，０）

ｕ 和 ｒ（ｈ，０）
ｖ ， 计算

　 　 ｒ（ｈ＋１，０）
ｕｉ ＝ Ｄ －１

１ｉ （（Ｄ１ｉ － Ａｉ） ｒ（ｈ，０）
ｕ － Ｂｉ ｒ（ｈ，０）

ｖ ＋ ｒ（０）ｕ ）
　 　 ｒ（ｈ＋１，０）

ｖｉ ＝ Ｄ －１
２ｉ （ － Ｂｉ ｒ（ｈ，０）

ｕ ＋ Ｄ２ｉ ｒ（ｈ，０）
ｖ ＋ ｒ（０）ｖ ）

ｅｎｄ
　 　 ｒ（０）

ｕｉ ＝ ｒ（ｑ，０）
ｕｉ ， ｒ（０）

ｖｉ ＝ ｒ（ｑ，０）
ｖｉ ．

ｐ（０）
ｕ

ｐ（０）
ｖ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ＝ （Ｍ －１Ｈ） Ｔ
ｒ（０）
ｕ

ｒ（０）
ｖ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ 的计算：首先求解方程组 ＭＴ
ｚ（０）ｕ

ｚ（０）ｖ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ＝
ｒ（０）
ｕ

ｒ（０）
ｖ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ，然后计算
ｐ（０）
ｕ

ｐ（０）
ｖ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ＝

ＨＴ
ｚ（０）ｕ

ｚ（０）ｖ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ．在 ｐｉ 中，选初始向量 ｚ（０，０）
ｕｉ ，ｚ（０，０）

ｖｉ ，求解方法跟上面迭代方法一样，迭代 ｑ 次后，得到

ｚ（０）ｕｉ 和 ｚ（０）ｖｉ ．
③ 在 ｐｉ 中，计算（ ｒ（０）

ｕｉ ，ｒ（０）
ｕｉ ） ＋ （ ｒ（０）

ｖｉ ，ｒ（０）
ｖｉ ），全规约后得到（ ｒ（０）

ｕ ，ｒ（０）
ｕ ） ＋ （ ｒ（０）

ｖ ，ｒ（０）
ｖ ） ．

④ 在 ｐｉ 中，对 ｚ（０）ｕｉ ，ｚ（０）ｖｉ 进行一次全收集得到 ｚ（０）ｕ 和 ｚ（０）ｖ ，计算 ｐ（０）
ｕｉ ＝ Ａｉｚ（０）ｕ ＋ Ｂｉｚ（０）ｖ 和 ｐ（０）

ｖｉ

＝ Ｂｉｚ（０）ｕ ．
３） 循环过程

步骤 １　 在 ｐｉ 中，计算内积（ｐ（ｋ）
ｕｉ ，ｐ（ｋ）

ｕｉ ） ＋ （ｐ（ｋ）
ｖｉ ，ｐ（ｋ）

ｖｉ ），全规约后得到（ｐ（ｋ）
ｕ ，ｐ（ｋ）

ｕ ） ＋ （ｐ（ｋ）
ｖ ，

ｐ（ｋ）
ｖ ） ．

步骤 ２　 在 ｐｉ 中，计算αｋ ＝ （（ ｒ（ｋ）
ｕ ，ｒ（ｋ）

ｕ ） ＋ （ ｒ（ｋ）
ｖ ，ｒ（ｋ）

ｖ ）） ／ （（ｐ（ｋ）
ｕ ，ｐ（ｋ）

ｕ ） ＋ （ｐ（ｋ）
ｖ ，ｐ（ｋ）

ｖ ）），再计

算 ｘ（ｋ＋１）
ｉ ＝ ｘ（ｋ）

ｉ ＋ αｋｐ（ｋ）
ｕｉ ，ｙ（ｋ＋１）

ｉ ＝ ｙ（ｋ）
ｉ ＋ αｋｐ（ｋ）

ｖｉ ；然后对 ｘ（ｋ＋１）
ｉ 和 ｙ（ｋ＋１）

ｉ 进行一次全收集得到 ｘ（ｋ＋１）

和 ｙ（ｋ＋１），再计算 ｒ（ｋ＋１）ｕｉ ＝ ｆｉ － （Ａｉｘ（ｋ＋１） ＋ Ｂｉｙ（ｋ＋１）），ｒ（ｋ＋１）ｖｉ ＝ ｇｉ － Ｂｉｘ（ｋ＋１） ．
步骤 ３　 在 ｐｉ 中，计算（ｒ（ｋ＋１）ｕｉ ，ｒ（ｋ＋１）ｕｉ ） 和（ｒ（ｋ＋１）ｖｉ ，ｒ（ｋ＋１）ｖｉ ），全规约后得到（ｒ（ｋ＋１）ｕ ，ｒ（ｋ＋１）ｕ ） 和

（ｒ（ｋ＋１）ｖ ，ｒ（ｋ＋１）ｖ ） ．若（ｒ（ｋ＋１）ｕ ，ｒ（ｋ＋１）ｕ ） ＋ （ｒ（ｋ＋１）ｖ ，ｒ（ｋ＋１）ｖ ） ＜ ε， 停止，否则继续计算．

步骤 ４　 求解 Ｍ
ｒ（ｋ＋１）
ｕ

ｒ（ｋ＋１）
ｖ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ＝
ｒ（ｋ＋１）ｕ

ｒ（ｋ＋１）ｖ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ．任选初始向量 ｒ（ｋ＋１，０）
ｕｉ ，ｒ（ｋ＋１，０）

ｖｉ ，求解方法跟上述迭代方

法一样，迭代 ｑ 次后在 ｐｉ 中得到 ｒ（ｋ＋１）
ｕｉ 和 ｒ（ｋ＋１）

ｖｉ ．
步骤 ５　 在 ｐｉ 中，计算内积（ ｒ（ｋ＋１）

ｕｉ ，ｒ（ｋ＋１）
ｕｉ ） ＋ （ ｒ（ｋ＋１）

ｖｉ ，ｒ（ｋ＋１）
ｖｉ ），全规约后得到（ ｒ（ｋ＋１）

ｕ ，ｒ（ｋ＋１）
ｕ ）

＋ （ ｒ（ｋ＋１）
ｖ ，ｒ（ｋ＋１）

ｖ ）； 再计算

　 　 β ｋ ＝ （（ ｒ（ｋ＋１）
ｕ ，ｒ（ｋ＋１）

ｕ ） ＋ （ ｒ（ｋ＋１）
ｖ ，ｒ（ｋ＋１）

ｖ ）） ／ （（ ｒ（ｋ）
ｕ ，ｒ（ｋ）

ｕ ） ＋ （ ｒ（ｋ）
ｖ ，ｒ（ｋ）

ｖ ）） ．

步骤 ６　 求解 ＭＴ
ｚ（ｋ＋１）ｕ

ｚ（ｋ＋１）ｖ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ＝
ｒ（ｋ＋１）
ｕ

ｒ（ｋ＋１）
ｖ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ．在 ｐｉ 中，任选初始向量 ｚ（ｋ＋１，０）ｕｉ ，ｚ（ｋ＋１，０）ｖｉ ，求解方法与上

述迭代方法一样，迭代 ｑ 次后得到 ｚ（ｋ＋１）ｕｉ 和 ｚ（ｋ＋１）ｖｉ ．
步骤 ７　 在 ｐｉ 中，对 ｚ（ｋ＋１）ｕｉ 和 ｚ（ｋ＋１）ｖｉ 进行一次全收集得到 ｚ（ｋ＋１）ｕ 和 ｚ（ｋ＋１）ｖ ， 再计算
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　 　 ｐ（ｋ＋１）
ｕｉ ＝ Ａｉｚ（ｋ

＋１）
ｕ ＋ Ｂｉｚ（ｋ

＋１）
ｖ ＋ β ｋｐ（ｋ）

ｕｉ ， ｐ（ｋ＋１）
ｖｉ ＝ Ｂｉｚ（ｋ

＋１）
ｕ ＋ β ｋｐ（ｋ）

ｖｉ ．
步骤 ８　 置 ｋ ｋ ＋ １， 返回步骤 １．
从上面的并行实现过程可以知道，本文算法每迭代 １ 步需要通讯是：２ 次全收集，２ 次全归

约，并无串行计算，与 ＭＣＧ 算法的并行性基本相同；另外，预处理迭代过程中，每迭代 １ 步只需

要 １ 次全收集，并行性明显优于 ＭＣＧ 算法，如果能够有效地提高收敛速度，本文算法一定优于

ＭＣＧ 算法．

３　 数值算例与结果分析

为了验证算法的有效性与并行性，在 Ｌｅｎｏｖｏ 深腾 １８００ 集群并行机上分别采用 ＭＣＧ 法与

本文给出的 ＰＭＣＧ 法对算例进行计算并比较．在迭代计算过程中，所有的初始向量均取零向

量，终止条件 ε ＝ １０ －８ ．
算例　 考虑 Ｓｔｏｋｅｓ 问题［８］

　 　

－ μΔｕ ＋ Ñｗ ＝ ｆ
　
， （ｘ，ｙ） ∈ Ω，

Ñｕ ＝ ｇ， （ｘ，ｙ） ∈ Ω，
ｕ ＝ ０， （ｘ，ｙ） ∈ ∂Ω，

∫
Ω
ｗ（ｘ）ｄｘ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

其中， Ω ＝ （０，１） × （０，１） ⊂ Ｒ２，∂Ω是 Ω 的边界．采用流体力学离散化方法对其离散化，可将本

题转化为求解方程组（１）的线性方程问题，其中

　 　 Ａ ＝
Ｉ 􀱋 Ｔ ＋ Ｔ 􀱋 Ｉ ０

０ Ｉ 􀱋 Ｔ ＋ Ｔ 􀱋 Ｉ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ∈ Ｒ２ｌ２×２ｌ２， Ｂ ＝

Ｉ 􀱋 Ｆ
Ｆ 􀱋 Ｉ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ∈ Ｒ２ｌ２×ｌ２，

　 　 Ｔ ＝ １
ｈ２

２ － １
－ １ ２ － １

－ １ ２ ⋱
⋱ ⋱ － １

－ １ ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

∈ Ｒ ｌ ×ｌ，

　 　 Ｆ ＝ １
ｈ

１
－ １ １

－ １ １
⋱ ⋱

－ １ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

∈ Ｒ ｌ ×ｌ，

􀱋是 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 内积， ｈ ＝ １ ／ （ ｌ ＋ １） 是离散网格尺寸．其中右端项的值取系数矩阵 Ｈ 每行元素

之和．
显然，线性方程组（１）中的 ｎ ＝ ２ｌ２，ｍ ＝ ｌ２ ．当 ｌ ＝ ２０，４０ 时，采用 ＭＣＧ 法与 ＰＭＣＧ 法计算结

果分别见表 １ 和 ２．

表 １，２ 中 ｐ 表示处理机台数，Ｔ（ ｓ） 表示时间，Ｋ 表示迭代次数，Ｅ 表示相对并行效率，Ｅ
－
表

示绝对并行效率，Δ 表示误差．由于一台处理机的计算时间较长，因此我们采用多台计算机的

计算时间，并且使用多台处理机中最小的计算时间作为基准来计算加速比和并行效率．
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表 １　 计算结果 （ ｌ ＝ ２０）
Ｔａｂｌｅ １　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ （ ｌ ＝ ２０）

ｐ １ ２ ４ ８

ＭＣＧ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

Ｔ ／ ｓ ３９．２１ １９．５３ ９．９１ ７．３２
Ｋ ２ ８０３ ２ ８０３ ２ ８０３ ２ ８０３
Ｅ ０．９９ ０．９９ ０．６７

Ｅ
－ ０．６７ ０．６７ ０．６６ ０．４５
Δ ９．５０Ｅ－０９ ９．５０Ｅ－０９ ９．５０Ｅ－０９ ９．５０Ｅ－０９

ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｏｆ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ
ｑ ＝ １

Ｔ ／ ｓ ４３．７０ ２１．０３ １０．４５ ８．１９
Ｋ ２ ８３３ ２ ８３３ ２ ８３３ ２ ８３３
Ｅ ０．９９ ０．９９ ０．６７

Ｅ
－ ０．６１ ０．６３ ０．６３ ０．４０
Δ ８．５５Ｅ－０９ ８．５５Ｅ－０９ ８．５５Ｅ－０９ ８．５５Ｅ－０９

ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｏｆ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ
ｑ ＝ ２

Ｔ ／ ｓ ３０．０２ １４．２６ ７．０９ ６．３９
Ｋ １ １３２ １ １３２ １ １３２ １ １３２
Ｅ ０．９９ ０．９９ ０．５９

Ｅ
－ ０．８８ ０．９３ ０．９３ ０．５２
Δ ７．０５Ｅ－０９ ７．０５Ｅ－０９ ７．０５Ｅ－０９ ７．０５Ｅ－０９

ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｏｆ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ
ｑ ＝ ４

Ｔ ／ ｓ ２６．４５ １２．１８ ６．１２ ５．４８
Ｋ ６２２ ６２２ ６２２ ６２２
Ｅ ０．９９ ０．９９ ０．６０

Ｅ
－ １ ０．９９ ０．９９ ０．６０
Δ ６．９０Ｅ－０９ ６．９０Ｅ－０９ ６．９０Ｅ－０９ ６．９０Ｅ－０９

表 ２　 计算结果 （ ｌ ＝ ４０）
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ （ ｌ ＝ ４０）

ｐ １ ２ ４ ８

ＭＣＧ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

Ｔ ／ ｓ ７９７．５９ ４３２．４２ ２７８．７１ ２７８．７１
Ｋ １３ ６４２ １３ ６４２ １３ ６４２ １３ ６４２
Ｅ ０．９２ ０．７２ ０．６６

Ｅ
－ ０．７９ ０．７３ ０．５７ ０．５２
Δ ７．４０Ｅ－０９ ７．４０Ｅ－０９ ７．４０Ｅ－０９ ７．４０Ｅ－０９

ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｏｆ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ
ｑ ＝ １

Ｔ ／ ｓ ８７８．１０ ４７５．０９ ３１２．９５ ２６９．５３
Ｋ １３ ７０４ １３ ７０４ １３ ７０４ １３ ７０４
Ｅ ０．９２ ０．７０ ０．６５

Ｅ
－ ０．７２ ０．６７ ０．５１ ０．４７
Δ ６．９９Ｅ－０９ ６．９９Ｅ－０９ ６．９９Ｅ－０９ ６．９９Ｅ－０９

ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｏｆ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ
ｑ ＝ ２

Ｔ ／ ｓ ７２０．７８ ３７４．１９ ２４０．３７ ２１６．５５
Ｋ ５ ７０４ ５ ７０４ ５ ７０４ ５ ７０４
Ｅ ０．９６ ０．７５ ０．６７

Ｅ
－ ０．８８ ０．８５ ０．６６ ０．５８
Δ ８．４４Ｅ－０９ ８．４４Ｅ－０９ ８．４４Ｅ－０９ ８．４４Ｅ－０９

ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｏｆ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ
ｑ ＝ ４

Ｔ ／ ｓ ６３３．２８ ３１８．２６ ２０４．１９ １８２．５０
Ｋ ２ ９２１ ２ ９２１ ２ ９２１ ２ ９２１
Ｅ ０．９９ ０．７８ ０．７０

Ｅ
－ １ ０．９９ ０．７８ ０．７０
Δ ７．１５Ｅ－０９ ７．１５Ｅ－０９ ７．１５Ｅ－０９ ７．１５Ｅ－０９

　 　 由以上计算结果可以得到如下结论：
１） 本文算法在预处理内迭代两步以上时，减少了迭代次数与运行时间，表明该预处理方
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法提高了变形共轭梯度法的收敛速度，具有良好的并行性，且内迭代次数 ｑ ＝ ４ 时效果最好．
２） 比较表中数据，只迭代一次的预处理方法失效．当预处理内迭代一步时，就是取 Ｍ －１ ＝

Ｄ －１，由于该算例中矩阵Ａ与ＢＴＢ的主对角元素均相等，所以Ｄ是数量矩阵，故Ｄ －１Ｈ的奇异值

分布与 Ｈ 相同，所以对本例只迭代一次的预处理方法无效．
３） 比较表中数据，当计算规模较小时，处理机的台数较少时，本文算法的并行效率可高达

０􀆰 ９８ 以上，但是随着处理机台数的增加，由于整体内积的计算与全收集而引起的大规模通讯

使得并行效率大大降低．当计算规模适当大时， 处理机台数的增加， 不会快速减少并行效率．
可见在具有一定的计算规模时， 且采用适当数量处理机的情况下， 本文算法确实具有良好的

并行性．

４　 结 束 语

本文主要运用 ＰＭＣＧ 法求解 Ｓｔｏｋｅｓ 方程离散化的线性方程组．首先构造系数矩阵近似逆

的多项式表达式，以此作为预处理矩阵的逆矩阵，对方程组进行预处理；然后采用变形共轭梯

度法并行求解预处理后的线性方程组．最后通过分别采用本文算法与 ＭＣＧ 算法计算实例，测
试本文算法的有效性．计算结果表明，本文算法不仅有效地提高了 ＭＣＧ 算法的收敛速度，而且

提高了并行效率．

致谢　 作者对西北工业大学高性能计算研究与发展中心对本文的支持表示衷心的感谢．
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