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摘要：　 将四元数引入多体动力学系统，用以描述刚体转动分量，继而据此将问题转入约束动力学

领域，建立相关的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 体系．然后引入作用量并进行有限元近似，并保证格点上严格满足约束

条件，则根据分析结构力学基本理论，可导出逐步积分的递推格式，并且积分保辛．该法具有未知数

少、计算量小等优点，数值结果令人满意．
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引　 　 言

时至今日，四元数已经广泛应用于飞行器姿态控制、定位和稳定［１］、捷联式惯性导航系

统［２］的建立中，并显示出其优越性．与 Ｅｕｌｅｒ 角相比，四元数因其具有描述有限转动的无奇异位

置优点而著称；并且，由其表示的刚体运动学方程只涉及代数运算，在数值计算中避免了超越

方程的迭代求解，因此更利于计算机求解．有数值研究表明［１⁃２］，与 Ｅｕｌｅｒ 角速度方程相比，其计

算量仅为 Ｅｕｌｅｒ 角方程的 ３５％．
对于四元数的研究，多侧重于四元数的运动学表示，即用四元数表示运动学方程．与之相

反，基于四元数表述的刚体动力学则鲜有问津．近些年来才开始有学者逐渐关注与之相关的问

题，例如 Ｗｅｎｄｌａｎｄｔ 以及 Ｍａｒｓｄｅｎ［３］将保辛积分格式应用于四元数表述的刚体动力学问题，并
进行了初步分析；Ｂｅｔｓｃｈ 和 Ｓｉｅｂｅｒｔ［４］ 将问题导入 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系并进行了细致的分析；Ｎｉｅｌｓｅｎ
和 Ｋｒｅｎｋ［５］在此基础上又进行了进一步的研究工作．

本文作者［６］从 Ｋｅｒｒｙ⁃Ｋｌｅｉｎ（凯瑞⁃克莱因）参量入手，以酉矩阵表述四元数运算，建立了刚

体定点旋转的四元数表示，并将其导入微分代数方程的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 体系．根据分析结构力学的基

本观点［７⁃８］，并借鉴祖冲之方法论，引入离散系统的区段作用量，并在积分点上严格满足四元数

模等于 １ 的约束条件，达到了很好的保辛积分效果．今后，我们统称这种在积分节点上严格满

足约束方程的方法为“祖冲之类方法”．
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本文在现有工作的基础上，将刚体的质心位置向量与四元数共 ７ 个未知量作为广义位移

向量，辅以四元数的约束条件，来描述单个刚体的运动状态．据此建立起动能、势能表达，并将

刚体间的约束条件用广义位移表示，则将问题导入约束系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 体系．如此，则基于四

元数的多体动力学系统与刚体定点旋转在表达形式上无异，便可利用分析结构力学方法，引入

区段作用量进行时间离散，并在格点上满足约束条件，进行保辛积分．数值算例验证本方法效

果令人满意，可作为多刚体动力学问题数值仿真的高效方法．

１　 刚体动力学的四元数表示

无约束单刚体具有 ６ 个自由度，３ 个自由度用于表示质心平动，３ 个自由度表示刚体绕质

心转动．如图 １（ａ）所示，设空间惯性坐标系为 Ｏｘｙｚ，固定在刚体上的体轴系为Ｏ′ｘ′ｙ′ｚ′，Ｏ′是刚

体的质心．则其上任意一点 Ａ 位置向量 ｘ 可以表示为

　 　 ｘ（ ｔ） ＝ ｑｃ（ ｔ） ＋ Ｔ（ ｔ） Ｔ·ｘ′０， （１）
其中 Ｔ是空间轴系与体轴系的坐标转换矩阵，ｑｃ 是由空间轴系原点指向体轴系原点的矢径，即
质心的位置向量．ｘ′０为 Ａ点相对于质心Ｏ′的相对位置向量，上标“ ′” 表明 ｘ′０ 是在体轴系中表示

的，它与空间轴系间的转换关系为

　 　 ｘ′０ ＝ Ｔ·ｘ０ ． （２）

（ａ） 单刚体 （ｂ） 多刚体及其铰接

（ａ） Ａ ｓｉｎｇｌｅ ｂｏｄｙ （ｂ） Ａ ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ ｓｙｓｔｅｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｈｉｎｇｅ ｊｏｉｎｔ
图 １　 多刚体系统

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ ｓｙｓｔｅｍ

显然， ｑｃ 描述了质心的平移运动，而 Ｔ 则描述了刚体的 ３ 个旋转自由度．坐标转换矩阵 Ｔ
可由四元数表示为［９］

　 　 Ｔ ＝

ｅ２０ ＋ ｅ２１ － ｅ２２ － ｅ２３ ２（ｅ１ｅ２ ＋ ｅ０ｅ３） ２（ｅ１ｅ３ － ｅ０ｅ２）

２（ｅ１ｅ２ － ｅ０ｅ３） ｅ２０ － ｅ２１ ＋ ｅ２２ － ｅ２３ ２（ｅ２ｅ３ ＋ ｅ０ｅ１）

２（ｅ１ｅ３ ＋ ｅ０ｅ２） ２（ｅ２ｅ３ － ｅ０ｅ１） ｅ２０ － ｅ２１ － ｅ２２ ＋ ｅ２３
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． （３）

Ｔ 中的参量不是完全独立的，需要满足四元数的约束方程

　 　 ｇ（ｑｅ） ＝ ｑｅ·ｑｅ － １ ＝ ０， （４）
其中定义

　 　 ｑｅ ＝ { ｅ０ ｅ１ ｅ２ ｅ３ } Ｔ （５）
为四元数向量．这样，由四元数向量与约束方程（４）完全描述了刚体旋转的 ３ 个自由度．根据文

献［６］的论述，四元数向量与角速度之间存在如下关系式：
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　 　 ω １ ＝ ２ｑｅ·Ｇ１·ｑｅ， ω ２ ＝ ２ｑｅ·Ｇ２·ｑｅ， ω ３ ＝ ２ｑｅ·Ｇ３·ｑｅ， （６）
其中 ω １，ω ２，ω ３ 为角速度沿体轴系 ｘ′，ｙ′，ｚ′轴的分量，而Ｇ１，Ｇ２，Ｇ３ 是刚体旋转的陀螺矩阵，定
义为

　 　 Ｇ１ ＝
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将式（６）写成矩阵⁃向量乘积的形式，为
　 　 ω′ ＝ Ｇｅ（ｑｅ）·ｑｅ， （８）

其中

　 　
ω′ ＝ {ω １ ω ２ ω ３ } Ｔ，

Ｇｅ（ｑｅ） ＝ － { ２Ｇ１·ｑｅ ２Ｇ２·ｑｅ ２Ｇ３·ｑｅ } Ｔ ．{ （９）

式（８）亦为四元数向量的刚体运动学方程．
假设刚体质量为 Ｍ，并且不妨设体轴系 Ｏ′ｘ′ｙ′ｚ′３ 个坐标轴的方向与刚体的主惯性轴同．根

据刚体动力学的基本理论，刚体的动能可以分解为在质心处质量为 Ｍ 的质点的动能，加上刚

体绕该质点旋转的动能，即

　 　 Ｔ ＝ １
２

Ｍｖｃ·ｖｃ ＋ １
２

ω′·Ｊ′ｃ·ω′， （１０）

这里 ｖｃ ＝ ｑｃ 表示质心的速度，
　 　 Ｊ′ｃ ＝ ｄｉａｇ { Ｉ１，Ｉ２，Ｉ３ } （１１）

为以质心为参考点的惯性张量 Ｊｃ 在体轴系中的坐标表示．式（１０）的动能也可以写为

　 　 Ｔ ＝ １
２

ｑ·Ｇ（ｑ） Ｔ·Ｊ·Ｇ（ｑ）·ｑ ． （１２）

这里定义广义位移向量

　 　 ｑ ＝ { ｑＴ
ｃ ｑＴ

ｅ } Ｔ， （１３）
而矩阵 Ｊ 与 Ｇ 分别为

　 　 Ｊ ＝
ＭＩ３×３ ０
０ Ｊ′ｃ
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Ｊ 可以定义为刚体的广义质量．将系统的势能形式的表示为 Ｖ（ｑ）， 则根据上述的式（４）、（１２）
～ （１４），扩展的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数可以写为

　 　 Ｌｅ（ｑ，ｑ，λ） ＝ １
２

ｑ·Ｇ（ｑ） Ｔ·Ｊ·Ｇ（ｑ）·ｑ － Ｖ（ｑ） － λｇ（ｑ）， （１５）

λ 是 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子．根据 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数，便可写出单刚体系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程．当刚体受到约束

作用时，根据式（１）便可写出约束方程．例如刚体在 Ａ 点受到球铰作用，则约束方程为

　 　 Φ（Ｓ）（ｑ） ＝ ｑ０（ ｔ） ＋ Ｔ（ ｔ） Ｔ·ｘ′０ ＝ ０， （１６）
其中 Ｔ 显然是四元数向量 ｑｅ 的函数．此时的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数只需在式（１５）的基础上减去 γ·Φ（Ｓ）（ｑ）
项即可，γ 为与式（１６）相关的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子．

由于本文的侧重点在于数值求解，本节中仅论述了单刚体自由运动与约束情况下的 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 函数的表示形式，而关于 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数的进一步讨论，例如 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程等便省略了．
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根据系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数便可引入离散系统的区段作用量，继而得到对偶方程，根据分析结构

力学理论，数值积分便可进行．具体的逐步积分过程，待论述多体动力学的四元数表示之后便

可一并给出．

２　 多体动力学系统

多体运动是由各刚体本身的运动加上刚体之间的约束作用组成的，刚体本身运动与约束

条件相容便形成了多体运动．下面将基于四元数向量，对多体动力学进行描述．考虑一个多体

系统由 ｎ个刚体组成，它们之间通过ｍ个额外的约束保持相连．对于特定的刚体 Ｉ，广义坐标被

表示为

　 　 ｑＩ ＝ { ｑＴ
ｃＩ ｑＴ

ｅＩ } Ｔ 　 　 （ Ｉ ＝ １，２，…，ｎ）， （１７）
其中 ｑｃＩ 与 ｑｅＩ 分别为第 Ｉ 个刚体的质心位置向量与表示旋转的四元数向量．定义多刚体的广义

位移向量：
　 　 ｕ ＝ { ｑＴ

１ ｑＴ
２ … ｑＴ

ｎ } Ｔ ． （１８）
这样整个系统的动能便可形式的表示为

　 　 Ｔ ＝ ∑
Ｉ
ＴＩ ＝ ∑
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１
２
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（ｕ）·ｕ， （１９）

其中各矩阵分别为
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ＭＩ 与 Ｊ′Ｉｃ分别为第 Ｉ 个刚体的质量与惯性张量（体轴系下）．由于广义位移中含有四元数向量，
所以应该满足四元数的约束条件，可以写为

　 　 ｇ（ｕ） ＝ ０，
ｇ（ｕ） ＝ { ｇ１（ｑｅ１） ｇ２（ｑｅ２） … ｇｎ（ｑｅｎ） } Ｔ，

ｇＩ（ｑｅＩ） ＝ ｑｅＩ·ｑｅＩ － １ ＝ ０，　 　 Ｉ ＝ １，２，…，ｎ ．{ （２１）

将各刚体之间的约束条件（外部约束）形式地写为

　 　 Φ（ｕ） ＝ ０． （２２）
Φ（ｕ） 是 ｍ × １ 的列向量，并将势能表示为

　 　 Ｖ ＝ Ｖ（ｕ） ． （２３）
于是便可以得到多体动力学系统的扩展的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数，即

　 　 Ｌｅ（ｕ，ｕ，λ，γ） ＝

　 　 　 　 １
２

ｕ·Ｇ
－
（ｕ） Ｔ·Ｊ·Ｇ

－
（ｕ）·ｕ － Ｖ（ｕ） － λ·ｇ（ｕ） － γ·Φ（ｕ）， （２４）

其中

　 　 λ ＝ { λ １ λ ２ … λ ｎ } Ｔ， γ ＝ { γ １ γ ２ … γｍ } Ｔ （２５）
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为 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子．观察式（２４）与（１５），两式在形式上并无太大差异，当 ｎ ＝ １ 的特定情形，式
（２４）便退化为式（１５）．

３　 运动学约束

上 １ 节以式（２２）的形式，给出了约束方程的表达式，本节将以球铰为例，详细地介绍在四

元数表述下约束方程的具体形式．如图 １（ｂ）所示，刚体 Ｉ 与刚体 Ｊ 之间以球铰 Ｓ 相连．根据式

（１），定义由 ｑＩ 表示的铰接点的位置向量

　 　 ΦＩ（ｑＩ） ＝ ｑｃＩ（ ｔ） ＋ ＴＩ（ ｔ） Ｔ·ｘ′０Ｉ， （２６）
其中 ＴＩ 是第 Ｉ 个刚体的坐标旋转矩阵，

　 　 ｘ′０Ｉ ＝ { ｘ′０Ｉ ｙ′０Ｉ ｚ′０Ｉ } Ｔ （２７）
为铰接点相对于质心 ＯＩ 的矢径．如此，刚体 Ｉ 与刚体 Ｊ 之间的约束可以表示为

　 　 Φ（Ｓ）
ＩＪ （ｑＩ，ｑＪ） ＝ ΦＪ（ｑＪ） － ΦＩ（ｑＩ） ＝ ０． （２８）

这样本文已经给出了式（２４）中的所有可以预先确定的表达式，再根据实际情况确定系统势能

的表达式，则可根据作用量原理进行离散求解了．显然求解时会涉及到式（２８）关于广义位移向

量的导数．一个简洁的表达式可以使求导变得简洁，为此，笔者希望将 Ｔ 表示成四元数向量 ｑｅ

的函数．实际上根据式（３），Ｔ 中各元素可以表示为

　 　 Ｔｉｊ ＝ ｑｅ·Ｔ ｉｊ·ｑｅ，　 　 ｉ ＝ １，２，３； ｊ ＝ １，２，３． （２９）
这里 Ｔｉｊ 表示矩阵 Ｔ 中第 ｉ 行第 ｊ 列的元素，而 Ｔ ｉｊ 则是有如下定义的正交矩阵元：
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０ １ ０ ０
０ ０ － １ ０
０ ０ ０ － １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

， Ｔ２２ ＝

１ ０ ０ ０
０ － １ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ － １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，

Ｔ１２ ＝

０ ０ ０ １
０ ０ １ ０
０ １ ０ ０
１ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

， Ｔ２３ ＝

０ １ ０ ０
１ ０ ０ ０
０ ０ ０ １
０ ０ １ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

（３０）

而其它矩阵元可由式（３０）生成，为

　 　
Ｔ３３ ＝ Ｔ１１·Ｔ２２， Ｔ３１ ＝ Ｔ１２·Ｔ２３，
Ｔ２１ ＝ Ｔ２２·Ｔ１２·Ｔ１１， Ｔ１３ ＝ Ｔ１１·Ｔ３１·Ｔ３３， Ｔ３２ ＝ Ｔ３３·Ｔ２３·Ｔ２２ ．

{ （３１）

根据式（２６） ～ （３１），再经过一番推导，便可得出

　 　

∂ΦＩ（ｑＩ）
∂ｑＩ

＝

∂ΦＩ（ｑＩ）
∂ｑｃＩ

∂ΦＩ（ｑＩ）
∂ｑｅＩ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，

∂ΦＩ（ｑＩ）
∂ｑｃＩ

＝ Ｉ３×３，

∂ΦＩ（ｑＩ）
∂ｑｅＩ

＝ ＫＩ１ｑｅＩ ＫＩ２ｑｅＩ ＫＩ３ｑｅＩ[ ] ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï

（３２）

其中
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　 　 ＫＩｉ ＝ ２（ｘ′０Ｉ１Ｔ１ｉ ＋ ｘ′０Ｉ２Ｔ２ｉ ＋ ｘ′０Ｉ３Ｔ３ｉ），　 　 ｉ ＝ １，２，３．
于是联系式（２８）便可得出刚体 Ｉ 与刚体 Ｊ 之间的约束方程关于 ｑＩ，ｑＪ 的导数等．

４　 多体动力学的逐步积分保辛算法

对于多体动力学系统，根据式（２４）给出的扩展的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数，在时间方向上进行变分，
便可将问题导入微分⁃代数方程领域．然而分析求解是困难的，应寻求数值求解方法．根据分析

结构力学原理，可引入作用量将问题导入离散系统．就步骤来说，首先运用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子，保证

离散积分点的约束条件严格满足；再在时间区段内，用时间有限元离散代替差分离散；然后运

用作用量的变分原理以代替微分方程，进行逐步积分．分析结构力学理论保证可达到每步积分

的自动保辛．
具体来说，取离散时间区段 η，ｔ０ ＝ ０，ｔ１ ＝ η，…，ｔｋ ＝ ｋη，… ．可假设 ｔｋ－１ 时的位移与速度是

ｕｋ－１，ｕｋ－１ 已知，并满足约束方程．现在的问题是要通过 ｔｋ－１ 步的已知量计算下一个时间步的ｕｋ，
ｕｋ ．为此首先引入时间（ ｔｋ－１，ｔｋ） 的区段作用量（含约束）

　 　 Ｓｋ（ｕｋ－１，ｕｋ，λｋ－１，λｋ，γｋ－１，γｋ） ＝ ∫ｔ ｋ
ｔｋ－１

Ｌｅ（ｕ，ｕ，λ，γ）ｄｔ， （３３）

然后进行有限元近似， 设在 ｋ⁃ 区段内位移取为平均位移， ｕ＃ｋ ＝ （ｕｋ－１ ＋ ｕｋ） ／ ２， 速度为 ｕ＃ｋ ＝
（ｕｋ － ｕｋ－１） ／ η， 约束在区段内可近似为

　 　
λ·ｇ（ｕ） ＝ （λｋ－１·ｇ（ｕｋ－１） ＋ λｋ·ｇ（ｕｋ）） ／ η，
γ·Φ（ｕ） ＝ （γｋ－１·Φ（ｕｋ－１） ＋ γｋ·Φ（ｕｋ）） ／ η ．{ （３４）

这里利用了 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子乘以一个常数不影响最终计算．
这样就可以得到区段作用量的有限元近似：

　 　 Ｓｋ（ｕｋ－１，ｕｋ，λｋ－１，λｋ，γｋ－１，γｋ） ＝ η
２

ｕ＃ｋ·Ｇ
－
（ｕ＃ｋ） Ｔ·Ｊ·Ｇ

－
（ｕ＃ｋ）·ｕ＃ｋ －

　 　 　 　 ηＶ（ｕ＃ｋ） － λｋ－１·ｇ（ｕｋ－１） － λｋ·ｇ（ｕｋ） －
　 　 　 　 γｋ－１·Φ（ｕｋ－１） － γｋ·Φ（ｕｋ） ． （３５）

此时作用量 Ｓｋ 已是两端独立自变量 { ｕＴ
ｋ－１ λＴ

ｋ－１ γＴ
ｋ－１ } Ｔ 与 { ｕＴ

ｋ λＴ
ｋ γＴ

ｋ } Ｔ 的函数．Ｌａｇｒａｎｇｅ
原理的位移约束条件已经在节点处严格满足，区段内部的约束条件则由有限元插值近似满足．

根据离散系统的分析结构力学，引入对偶方程

　 　
ｆｋ－１ ＝ － ∂Ｓｋ ／ ∂ｕｋ－１， ｇ（ｕｋ－１） ＝ ０， Φ（ｕｋ－１） ＝ ０；
ｆｋ ＝ ∂Ｓｋ ／ ∂ｕｋ， ｇ（ｕｋ） ＝ ０， Φ（ｕｋ） ＝ ０ ．{ （３６）

则状态变量为 ｖｋ ＝ { ｕＴ
ｋ ｆＴｋ } Ｔ ．按分析结构力学方法，从 ｖｋ－１ 可递推 ｖｋ，该变换保辛，但带有参

变量 λｋ－１，γｋ－１ ．确定 λｋ－１，γｋ－１ 要根据节点约束条件 ｇ（ｕｋ） ＝ ０，Φ（ｕｋ） ＝ ０．
实际工程中，给定的初始条件通常为 Ｅｕｌｅｒ 角 （φ０，θ ０，ψ ０），以及贴体坐标系下角速度矢量

ω′０ 等，这些物理量与四元数之间的变换关系在一般的介绍四元数应用的书中便可找到［１⁃２］，继
而便可获得多体运动的初始状态向量 ｕ０，ｕ０ ．初始时刻的 ｆ０ 则由 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 变换：

　 　 ｆ ＝ ∂Ｌ（ｕ，ｕ） ／ ∂ｕ ＝ Ｇ
－
（ｕ） Ｔ·Ｊ·Ｇ

－
（ｕ）·ｕ （３７）

确定．得到初始时刻的状态变量 ｖ０ ＝ { ｑＴ
０ ｐＴ

０ } Ｔ，便可递推的求解出 ｖｋ（ｋ ＝ １，２，３，…） ．实际计

算时，根据式（３６），区段作用量 Ｓｋ 与 Ｓｋ＋１ 均产生 ｆｋ， 两者相等有动力学方程：
　 　 － ∂Ｓｋ＋１ ／ ∂ｕｋ ＝ ∂Ｓｋ ／ ∂ｕｋ ． （３８）
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此式联立约束方程

　 　 ｇ（ｕｋ＋１） ＝ ０， Φ（ｕｋ＋１） ＝ ０ （３９）
便可迭代求解．

具体算法如下：
１） 初始时刻，已知 ｕ０，ｕ０，根据式（３７） 计算 ｆ０；
２） 联立方程 ｆ０ ＝ － ∂Ｓ１ ／ ∂ｕ０，ｇ（ｕ１） ＝ ０，Φ（ｕ１） ＝ ０，迭代求解 ｕ１，λ０，γ０；
３） 假设已经求得 ｕｋ－１，ｕｋ，则 ｕｋ＋１，λｋ，γｋ 由式（３８） 加上非线性约束方程 ｇ（ｑｋ＋１） ＝ ０ 迭代

得到．

５　 数值例题与讨论

算例　 ４ 个相同长方体质量块，互相之间球铰相连，图 ２（ａ）给出了链接形式．Ｍ ＝ １２ ｋｇ，长
宽高为 { １，０．５，３ } ， ｍ，以质心为参考点的主惯性张量为 Ｊ ＝ ｄｉａｇ { ９．２５，１０．０，１．２５ } ， ｋｇ·ｍ２ ．刚
体 １ 的姿态角为 Θ１ ＝ { π ／ ４ π ／ ４ ０ } ，刚体 ２ 的姿态角 Θ２ ＝ Θ１，刚体 ３ 的姿态角 Θ３ ＝
{ π ／ ４ ３π ／ ４ ０ } ，刚体４的姿态角Θ４ ＝Θ３，在此状态自由下放．根据此初始条件，各刚体的初

始角速度均为０．（注： 对于Θ ＝ {ϕ θ ψ } 为例，表示刚体１转动前体轴系各轴方向与惯性系

同，然后刚体沿 ｚ′ 轴旋转 ϕ，在转动后的体轴系中再沿 ｘ′ 轴旋转 θ，之后再沿 ｚ′ 轴旋转 ψ ．）

（ａ） ｔ ＝ ０ ｓ （ｂ） ｔ ＝ １ ｓ （ｃ） ｔ ＝ ２ ｓ （ｄ） ｔ ＝ ３ ｓ
图 ２　 球铰链在选定时间点的运动

Ｆｉｇ．２　 Ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｈａｉｎ ｗｉｔｈ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｈｉｎｇｅｓ ａｔ ｓｅｌｅｃｔｅｄ ｍｏｍｅｎｔｓ

此球铰链放置于均匀的引力场中，在 ｚ 轴负向上受重力加速度 ｇ ＝ ９．８ ｍ ／ ｓ２ 作用，重力势

能可以表示为

　 　 Ｖ（ｕ） ＝ － ∑
Ｉ
ＭＩ ｆｇ·ｑｃＩ， （４０）

其中 ｆｇ ＝ { ０ ０ － ｇ } Ｔ 为重力加速度矢量．将式（４０）代入式（３５），然后根据式（３６）便可求出

多体逐步积分格式，由于是非线性方程，每一步需要迭代求解．本文取时间步长为 Δｔ ＝ ０．００２ ｓ ．
　 　 图 ２（ａ） ～ （ｄ）给出了铰链在初始位置释放后 １～３ ｓ 的运动状态．图 ３（ａ）给出了系统机械

能随着时间的变换规律．可以观察到，由于采用了保辛方法，能量基本保持不变．图 ３（ｂ）、（ｃ）
给出了系统约束随时间的变换规律．误差达到 １０－１５的量级，可见无论是四元数模为 １ 的约束条

件还是铰接条件都得到了很好的满足．
图 ４（ａ） ～ （ｄ）分别给出了第 １ 个长方块从初始时刻到 ｔ ＝ １０ ｓ， ｔ ＝ ２０ ｓ， ｔ ＝ ４０ ｓ 以及 ｔ ＝

１００ ｓ 的运动轨迹沿 ｘ⁃ｚ 平面的投影．ｘ⁃ｚ 平面实际上是初始时刻 ４ 个长方块质心所在平面，ｘ 轴

上的基矢量为

　 　 ｉ ＝ － ２
２

ｉ ＋ ２
２

ｊ，
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图 ３（ａ） 　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数随时间变化

Ｆｉｇ．３（ａ） 　 Ｔｈｅ Ｈａｍｉｌｔｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｔｉｍｅ

图 ３（ｂ）　 四元数约束误差随时间变化 图 ３（ｃ） 　 铰接约束误差随时间变化

Ｆｉｇ．３（ｂ） 　 Ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｑｕａｔｅｒｎｉｏｎ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ Ｆｉｇ．３（ｃ） 　 Ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｈｉｎｇｅｓ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ
ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｔｉｍｅ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｔｉｍｅ

（ａ） ｔ ≤ １０ ｓ （ｂ） ｔ ≤ ２０ ｓ

（ｃ） ｔ ≤ ４０ ｓ （ｄ） ｔ ≤ １００ ｓ

图 ４　 第 １ 个长方体质心不同时刻轨迹沿 ｘ⁃ｚ 平面的投影 ｘ ＝ － ２
２

ｘ ＋ ２
２

ｙ( )
Ｆｉｇ．４　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂａｒｙｃｅｎｔｅｒ ｏｆ ｔｈｅ １ｓｔ ｂｏｄｙ ｏｎ ｔｈｅ ｘ⁃ｚ ｐｌａｎｅ ｘ ＝ － ２

２
ｘ ＋ ２

２
ｙ( )

其中 ｉ， ｊ 为惯性系 ｘ，ｙ 轴的基矢量．从理论角度上，由于重力的方向沿 ｚ 轴向下，并在初始时刻
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位于 ｘ⁃ｚ平面内， 所以在任意时刻 ｔ，其质心仍应在 ｘ⁃ｚ平面内．据此分析，由于约束条件的限制，
第 １ 个长方块的质心在 ｘ⁃ｚ 平面的投影应该是以 Ｏ 点为圆心的圆弧．从图 ４ 给出的投影图可以

看出，在 ０～１０ ｓ 之间，随着摆动的进行，质心的轨迹仍在 ｘ⁃ｚ 平面内．在 １０ ｓ 以后，质心逐渐开

始偏离 ｘ⁃ｚ 平面，并越发明显，这与理论分析不符合，这是铰接条件造成的．球铰链不限制各长

方块沿 ｚ′轴的转动，所以沿 ｘ⁃ｚ平面的运动是不稳定的，任意微小的扰动都会使质心偏离 ｘ⁃ｚ平
面，并且不再返回该平面．

６　 结　 　 论

本文基于四元数理论，重新对多体动力学系统进行了描述．然后根据分析结构力学基本原

理，先导出问题的区段作用量，进而对其进行有限元插值离散．借鉴祖冲之类方法的成功经验，
通过 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子，在插值节点处严格满足位移约束条件．进而通过对作用量变分而代替微分

方程进行求解．这样不仅很好地满足了约束条件，而且积分保辛．基于四元数的多体动力学表

示具有形式简单、未知量少的特点，并且避免了采用 Ｅｕｌｅｒ 角时可能出现的奇异现象与超越方

程的迭代求解，特别适合数值仿真，可作为多体系统仿真分析的有力工具．
本文仅仅给出了多体系统的一般表示形式，并未对特殊的约束条件的表示形式详加分析．

并且对于保辛积分的应用、仿真分析研究也并未深入，还有很多工作有待展开．
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