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摘要：　 利用复模态正交性理论的数值实验发现并提出了标号现象．首先根据复模态理论在两种状

态空间格式下，对不同振动系统的状态向量解耦功能进行分析，其次提出了对称及非对称重频系

统的状态向量正交性的相关结论并进行了数值验证；继而发现并提出了标号现象，并指出了克服

标号现象的方法；最后以工程应用中的一个常见的灵敏度分析问题为例，用数值算例的结果说明

了忽略标号现象可能存在的风险．
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引　 　 言

振动系统依据其阻尼矩阵的特点可分为无阻尼系统、比例阻尼系统及一般粘性阻尼系统

３ 种．无阻尼系统的模态被称为实模态，系统频率可依据特征方程 （ω２Ｍ ＋ Ｋ）ｘ ＝ ０ 求解，得到

实频率 ω ｒ 及相对应的实模态，其中 Ｍ 为系统的质量矩阵，Ｋ 为系统的刚度矩阵．当系统的阻尼

矩阵满足 Ｃ ＝ αＭ ＋ βＫ（α，β 为实常数） 时，称为比例阻尼系统，其具有复频率 λ ｒ，λ ｒ 满足（λ ２
ｒ

＋ λ ｒα） ／ （λ ｒβ ＋ １） ＝ － ω ２
ｒ ，这里的ω ｒ 为该系统所对应的无阻尼系统的实频率，同时比例阻尼系

统与无阻尼系统具有相等的实模态向量．对于一般粘性阻尼系统，其频率与模态都是复值的，
该系统的特征问题可表示为 （λ ２Ｍ ＋ λＣ ＋ Ｋ）ｘ ＝ ０．为了将系统特征问题转化为实值矩阵的一

般特征问题，常将系统方程转化为状态空间形式，一种常见的状态方程形式为 Ａｙ ＋ Ｂｙ ＝ ０，其
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ú ．它的优势在于当系统性质矩阵为对称阵时，状态矩阵 Ａ 和

Ｂ 也为对称阵，此时它的右状态向量系是正交的．另一种常见的状态方程形式为 Ｈｙ － ｙ ＝ ０，其

中状态矩阵为 Ｈ ＝
０ Ｅ

－ Ｍ －１Ｋ － Ｍ －１Ｃ
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ú ．这种类型的状态矩阵常常不是对称的，这会导致它的

右状态向量系不具有正交关系，但它的优点是振动系统的特征问题转化为一般矩阵 Ｈ 的特征

问题，而不是像前一种那样转化为关于矩阵Ａ和Ｂ的广义特征问题，这一点对系统处于亏损时
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的振动分析起到重要的作用［１⁃２］ ．随着研究需要的扩大，对两种状态方程格式均需引入左状态

向量才能满足工程应用的要求［３⁃５］ ．讨论状态向量的正交性及其振动问题的意义在于 ２Ｎ 维的

状态向量的前 Ｎ 维或后 Ｎ 维恰为原振动系统的模态向量，对状态向量所做的运算均可平移至

模态向量，从而利用模态向量来实现原振动系统的分析与控制．
事实上，实模态在实际中是根本不存在的，而复模态从实验中是可以鉴别的．目前，很多结

构分析领域中，如模态校正、损伤识别、优化设计和随机有限元等，还很少应用复模态分析，多
数情况下仅依赖于无阻尼实模态分析．当然在实际问题中，为了能使用无阻尼实模态理论，常
常在分析中合并复模态［６］ ．近年来，陆续有一些文献得出有关非对称单频系统的状态向量正交

性的结论［７⁃９］，但只在理论上作出推导，未曾在数值上进行验证，而且对重频系统状态向量正交

性的研究还很少见．
由于复模态理论来自于工程实践，其复杂性也并非理论推导所能够完全揭示的．从理论上

来说，由振动系统的左、右模态所构造的状态向量可解耦不同状态空间格式的状态矩阵，但由

本文的研究可知，左、右状态向量的正交性理论存在异常现象：规范化后左、右状态向量在状态

矩阵加权时的非正交元并未出现在对角线上，而是发生了错位，这极有可能导致振动分析与控

制领域中关于正交性解耦后的结论出现偏差和谬误，在本文最后的数值算例中也说明了这一

点，当然本文也给出了克服这种异常现象的方法．

１　 复模态的正交性

实模态参数包括固有频率、阻尼比及实模态，其主要的应用是进行多自由度振动系统的动

力响应分析．对于经典阻尼系统，利用无阻尼固有频率及实模态能够将阻尼矩阵对角化，因此

使用振型迭加法即可实现振动系统的动力响应分析，并获得解析解．而对于非经典阻尼系统，
由于无阻尼固有频率及实模态无法将阻尼矩阵对角化，因此只能使用直接积分法获得迭代后

的近似解序列，或者是略去模态阻尼矩阵的非对角元，使之近似对角化，再使用经典阻尼系统

的算法近似求解动力响应．事实上除了直接积分法，以上方法均依赖于实模态和固有频率，必
须先将质量和刚度矩阵严格对角化，然后重点处理阻尼阵．但从其对角化的证明过程可知，这
需要两个充分条件，首先是质量和刚度矩阵必须对称，其次是固有频率必须各不相同［１０］ ．若在

实际应用中遇到非对称系统或重频系统，上述方法则不再适用．
复模态参数包括复频率及复模态向量，可用于直接解耦非经典阻尼系统，但其计算响应的

过程相当复杂［１１⁃１２］ ．如果将 Ｎ 维空间中的非经典阻尼系统转化到 ２Ｎ 维的状态空间中去描述，
就可以利用复模态构造状态向量，使用状态向量对角化状态矩阵来实现状态方程的解耦，再把

得到的响应解返回到 Ｎ 维空间中，即可求得用复模态参数表达的非经典阻尼系统响应的解析

解．但从其对角化的证明过程可知，这仍然需要两个充分条件，一个是质量、刚度和阻尼矩阵必

须对称，另一个是复频率必须各不相同［１３］ ．同样若在实际应用中遇到非对称系统或重频系统，
上述方法也将不再适用．由此可见，无论实模态理论还是复模态理论，都需要仔细分析其正交

性及对角化条件，才能处理好非对称系统及重频系统的振动分析．利用实、复模态参数正交性

还可以求出多种灵敏度信息，并可进行模型修正、结构优化及损伤识别等．由于在工程应用中

必须面对系统的对称性及重复频率问题，因此有必要考虑非对称或重复频率对系统模态参数

正交性的影响．
１．１　 复模态理论

描述自由度为 Ｎ 的线性阻尼离散系统的动力方程为

　 　 Ｍｘ（ ｔ） ＋ Ｃｘ（ ｔ） ＋ Ｋｘ（ ｔ） ＝ ０， （１）
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式中 Ｍ，Ｃ和Ｋ∈ ＲＮ×Ｎ 分别为系统的质量、阻尼和刚度矩阵，其特征方程为 ｄｅｔ［ ｓ２Ｍ ＋ ｓＣ ＋ Ｋ］
＝ ０，该方程有 ２Ｎ 个呈复共轭对出现的根 ｓ１，ｓ２，…，ｓ２Ｎ（其中 ｓｉ ＋１ 为 ｓｉ 的共轭（ ｉ ＝ １，３，…，２Ｎ －
１）），称为系统的频率；这些频率对应着两组呈复共轭对出现的模态向量， 称满足 ｓ２ｉ Ｍｕｉ ＋
ｓｉＣｕｉ ＋ Ｋｕｉ ＝ ０ （ ｉ ＝ １，２，…，２Ｎ） 的 ｕ１，ｕ２，…，ｕ２Ｎ 为系统（１） 的右模态向量，其中 ｕｉ ＋１ 为 ｕｉ 的

共轭，ｉ ＝ １，３，…，２Ｎ － １；类似地，称满足 ｓ２ｉ ｖＨ
ｉ Ｍ ＋ ｓｉｖＨ

ｉ Ｃ ＋ ｖＨ
ｉ Ｋ ＝ ０Ｈ（ ｉ ＝ １，２，…，２Ｎ） 的 ｖ１，ｖ２，

…，ｖ２Ｎ 为系统（１） 的左模态向量，其中 ｖｉ ＋１ 为 ｖｉ 的共轭，ｉ ＝ １，３，…，２Ｎ － １，（·）Ｈ 表示（·） 的共

轭转置．当 Ｍ，Ｃ 和 Ｋ 为对称阵时，系统（１） 的左、右模态向量是相同的，但当 Ｍ，Ｃ 和 Ｋ 不是对

称矩阵时，左、右模态向量一般是不同的．
１．２　 Ｆ１（Ａ，Ｂ） ＝ ０ 型的状态方程

设

　 　 ｙ（ ｔ） ＝
ｘ（ ｔ）
ｘ（ ｔ）{ } ∈ Ｃ２Ｎ ． （２）

代入式（１），则该二阶系统将转化为如下一阶系统：
　 　 Ａｙ（ ｔ） ＋ Ｂｙ（ ｔ） ＝ ０， （３）

其中
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称 Ａ 和 Ｂ 为系统的状态矩阵，则系统（１）对应的广义特征问题为

　 　 ｓＡφ ＝ － Ｂφ， （５）
记为 Ｆ１（Ａ，Ｂ） ＝ ０ 型的状态方程，其中 ｓ 为系统（１）的频率，

　 　 φ ＝
ｓｕ
ｕ{ } ∈ Ｃ２Ｎ （６）

为状态矩阵 Ａ 和 Ｂ 的右状态向量，它的后 Ｎ 维恰为振动系统（１） 的右模态向量． 记 Φ ＝
［φ１ φ２ … φ２Ｎ］ 为右状态向量矩阵．
１．３　 Ｆ１（Ａ，Ｂ） ＝ ０ 型的状态向量的正交性

对于对称单频系统，系统的性质矩阵 Ｍ，Ｃ和Ｋ对称，且频率全不相同，则这些右状态向量

在Ａ和Ｂ加权的条件下是内部正交的［１０］，那么对右状态向量进行规范化，可将状态矩阵Ａ和Ｂ
对角化，有

　 　 ΦＨＡΦ ＝ Ｅ， （７）
　 　 ΦＨＢΦ ＝ Λ ＝ － ｄｉａｇ（ ｓ１，ｓ２，…，ｓ２Ｎ） ． （８）
对于对称重频系统，系统的性质矩阵Ｍ，Ｃ和Ｋ对称，但存在重复频率现象，根据酉空间理

论这些右状态向量不能保证在 Ａ 和 Ｂ 加权的条件下是正交的．虽然不同特征值所对应的右状

态向量之间仍然是加权正交的［１０］，但对于重频所对应的那些右状态向量则有可能不具有正交

性，在非亏损的条件下可通过 Ｓｃｈｍｉｄｔ（施密特）正交化过程来实现正交性．
而在非对称系统中，即使频率全不相同，则这些状态向量在 Ａ和Ｂ加权的条件下也不能保

证正交性［７］， 因此有必要引入状态矩阵的左状态向量．
定义 １　 设向量 ψ ｊ ∈ Ｃ２Ｎ 也与频率 ｓ ｊ 相联系的，并满足

　 　 ｓ ｊψＨ
ｊ Ａ ＋ ψＨ

ｊ Ｂ ＝ ０， （９）
其中
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　 　 ψ ＝
ｓｖ
ｖ{ } ， （１０）

称其为状态矩阵 Ａ 和 Ｂ 的左状态向量，它的后 Ｎ 维恰为系统（１） 的左模态向量． 记 Ψ ＝
［ψ１ ψ２ … ψ２Ｎ］ 为左状态向量矩阵．如果系统为单频系统，即频率全不相同，则左、右状态

向量在 Ａ 和 Ｂ 加权的条件下是正交的，那么对这些状态向量进行规范化，可得

　 　 ΨＨＡΦ ＝ Ｅ， （１１）
　 　 ΨＨＢΦ ＝ Λ ＝ － ｄｉａｇ（ ｓ１，ｓ２，…，ｓ２Ｎ） ． （１２）
此外，在非对称系统中，还存在重频现象，根据酉空间理论这些左、右状态向量在 Ａ和Ｂ加

权的条件下是不能保证正交性的．虽然不同特征值所对应的左、右状态向量之间仍然是加权正

交的［７］，但对于重频所对应的那些左、右状态向量即可能并不正交，此时 Ｓｃｈｍｉｄｔ 正交化技术

的应用也存在困难，这是因为相对于对称重频系统来说，重频对应的所有状态向量满足的是同

一特征方程，根据酉空间理论实施正交化后仍然满足原特征方程，但对于非对称重频系统左、
右状态向量所满足的特征方程是不同的，因此相应的正交化策略还有待进一步研究．
１．４　 Ｆ２（Ｈ） ＝ ０ 型的状态方程

设

　 　 ｙ（ ｔ） ＝
ｘ（ ｔ）
ｘ（ ｔ）{ } ∈ Ｃ２Ｎ， （１３）

代入式（１），则该二阶系统将转化为如下一阶系统：
　 　 Ｈｙ（ ｔ） － ｙ（ ｔ） ＝ ０， （１４）

其中

　 　 Ｈ ＝
０ Ｅ

－ Ｍ －１Ｋ － Ｍ －１Ｃ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （１５）

称其为系统的状态矩阵．原系统（１）的特征问题转化为状态矩阵 Ｈ 的一般特征问题：
　 　 Ｈｇ ＝ ｓｇ， （１６）

记为 Ｆ２（Ｈ） ＝ ０ 型的状态方程，其中 ｓ 为系统（１）的频率，

　 　 ｇ ＝
ｕ
ｓｕ{ } ∈ Ｃ２Ｎ， （１７）

称其为状态矩阵 Ｈ 的右状态向量，它的前 Ｎ 维恰为振动系统（１） 的右模态向量． 记 Ｇ ＝
［ｇ１ ｇ２ … ｇ２Ｎ］ 为右状态向量矩阵．由于状态矩阵 Ｈ 是非对称的，它的右状态向量之间无

论如何也不具有加权正交性，因此有必要引入状态矩阵 Ｈ 的左状态向量．
１．５　 Ｆ２（Ｈ） ＝ ０ 型的状态向量的正交性

定义 ２　 对向量 ｒｋ ∈ Ｃ２Ｎ， 如果有

　 　 ｒＨｋ Ｈ ＝ ｓｋｒＨｋ ， （１８）
则称 ｒｋ（ｋ ＝ １，２，…，２Ｎ） 为矩阵 Ｈ 的左状态向量［９］，其中

　 　 ｒ ＝
ＫＴｖ

－ ｓＭＴｖ{ } ， （１９）

记 Ｒ ＝ ［ｒ１ ｒ２ … ｒ２Ｎ］ 为左状态向量矩阵．
如果系统为单频系统，左、右状态向量在 Ｈ 加权的条件下是正交的，规范这些状态向量可

得解耦功能为
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　 　 ＲＨＧ ＝ Ｅ， （２０）
　 　 ＲＨＨＧ ＝ ｄｉａｇ（ ｓ１，ｓ２，…，ｓ２Ｎ） ． （２１）

而对于重频系统，这些左、右状态向量不能保证正交性．虽然不同频率所对应的左、右状态向量

之间仍然是正交的［９］，但对于重频所对应的那些左、右状态向量却可能并不正交．

２　 振动系统的状态向量的正交性理论的数值实验

２．１　 对称重频系统的数值算例

在一个 ５ 自由度的质量弹性阻尼系统中，设只在垂直方向上产生振动，如图 １ 所示．

图 １　 ５⁃自由度非比例阻尼系统

Ｆｉｇ．１　 Ａ ５⁃ＤＯＦ ｎｏｎ⁃ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌｌｙ ｄａｍｐｅｄ ｓｙｓｔｅｍ

系统的刚度 Ｋ （单位：Ｎ ／ ｍ）、质量 Ｍ （单位：ｋｇ）和阻尼阵 Ｃ （单位：Ｎ·ｓ ／ ｍ）分别为

　 　 Ｍ ＝

ｍ１ ０ ０ ０ ０
０ ｍ２ ０ ０ ０
０ ０ ｍ３ ０ ０

０ ０ ０
ｍ３Ｌ２

１２
０

０ ０ ０ ０
ｍ３Ｌ２

１２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＝

２００ ０ ０ ０ ０
０ ５００ ０ ０ ０
０ ０ １ ０００ ０ ０
０ ０ ０ ８ ３３３ ０
０ ０ ０ ０ ８ ３３３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

Ｃ ＝
ｃ１ － ｃ１ ０ ０ ０
－ ｃ１ ｃ１ ＋ ｃ２ － ｃ２ ０ ０

０ － ｃ２ ｃ２ ＋ ｃ３ ＋ ｃ４ ＋ ｃ５ ＋ ｃ６ － Ｌ
２
（ｃ３ － ｃ４ ＋ ｃ５ － ｃ６） － Ｌ

２
（ｃ３ ＋ ｃ４ － ｃ５ － ｃ６）

０ ０ － Ｌ
２
（ｃ３ － ｃ４ ＋ ｃ５ － ｃ６）

Ｌ２

４
（ｃ３ ＋ ｃ４ ＋ ｃ５ ＋ ｃ６）

Ｌ２

４
（ｃ３ － ｃ４ － ｃ５ － ｃ６）

０ ０ － Ｌ
２
（ｃ３ ＋ ｃ４ － ｃ５ － ｃ６）

Ｌ２

４
（ｃ３ － ｃ４ － ｃ５ － ｃ６）

Ｌ２

４
（ｃ３ ＋ ｃ４ ＋ ｃ５ ＋ ｃ６）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

＝
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４ － ４ ０ ０ ０
－ ４ １０ － ６ ０ ０
０ － ６ １６６ ０ ０
０ ０ ０ ４ ０００ ０
０ ０ ０ ０ ４ ０００

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

Ｋ ＝
ｋ１ － ｋ１ ０ ０ ０
－ ｋ１ ｋ１ ＋ ｋ２ － ｋ２ ０ ０

０ － ｋ２ ｋ２ ＋ ｋ３ ＋ ｋ４ ＋ ｋ５ ＋ ｋ６ － Ｌ
２
（ｋ３ － ｋ４ ＋ ｋ５ － ｋ６） － Ｌ

２
（ｋ３ ＋ ｋ４ － ｋ５ － ｋ６）

０ ０ － Ｌ
２
（ｋ３ － ｋ４ ＋ ｋ５ － ｋ６）

Ｌ２

４
（ｋ３ ＋ ｋ４ ＋ ｋ５ ＋ ｋ６）

Ｌ２

４
（ｋ３ － ｋ４ － ｋ５ － ｋ６）

０ ０ － Ｌ
２
（ｋ３ ＋ ｋ４ － ｋ５ － ｋ６）

Ｌ２

４
（ｋ３ － ｋ４ － ｋ５ － ｋ６）

Ｌ２

４
（ｋ３ ＋ ｋ４ ＋ ｋ５ ＋ ｋ６）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

＝

１０ ０００ － １０ ０００ ０ ０ ０
－ １０ ０００ ３０ ０００ － ２０ ０００ ０ ０

０ － ２０ ０００ ２４ ０００ ０ ０
０ ０ ０ １００ ０００ ０
０ ０ ０ ０ １００ ０００

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

．

表 １　 系统的特征值（２．１ 小节的算例）
Ｔａｂｌｅ １　 Ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｆｏｒ ｔｈｅ ｅｘａｍｐｌｅ ｉｎ ｓｅｃｔｉｏｎ ２．１

ｉ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ ｍｏｄｅ ｓｉ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｔｈｅ ｌｅｆｔ ｍｏｄｅ ｓｉ
１ －０．０２４ ５＋９．７００ ０ｉ －０．０２４ ５＋９．７００ ０ｉ

２ －０．０２４ ５－９．７００ ０ｉ －０．０２４ ５－９．７００ ０ｉ

３ －０．０３５ ２＋６．１３５ ４ｉ －０．０３５ ２＋６．１３５ ４ｉ

４ －０．０３５ ２－６．１３５ ４ｉ －０．０３５ ２－６．１３５ ４ｉ

５ －０．０４３ ３＋１．５０２ ３ｉ －０．０４３ ３＋１．５０２ ３ｉ

６ －０．０４３ ３－１．５０２ ３ｉ －０．０４３ ３－１．５０２ ３ｉ

７ －０．２４０ ０＋３．４５５ ８ｉ －０．２４０ ０＋３．４５５ ８ｉ

８ －０．２４０ ０－３．４５５ ８ｉ －０．２４０ ０－３．４５５ ８ｉ

９ －０．２４０ ０＋３．４５５ ８ｉ －０．２４０ ０＋３．４５５ ８ｉ

１０ －０．２４０ ０－３．４５５ ８ｉ －０．２４０ ０－３．４５５ ８ｉ

　 　 由表 １ 可知左、右模态向量所对应的频率序号完全一致，记为 ｓ１，ｓ２，…，ｓ１０，且第 ７、第 ９ 和

第 ８、第 １０ 为两对复值的二重频率，利用右模态按式（６） 构造右状态向量为 φ１，φ２，…，φ１０，经
验证，只有取ΦＮ ＝ ［φ２，φ１，φ４，φ３，φ６，φ５，φ８，φ７，φ１０，φ９］ 时，才有

　 　
ΦＨ

ＮＡΦ ＝ Ｅ，
ΦＨ

ＮＢΦ ＝ － ｄｉａｇ［ ｓ１，ｓ２，ｓ３，ｓ４，ｓ５，ｓ６，ｓ７，ｓ８，ｓ９，ｓ１０］，
{

其中 Φ ＝ ［φ１，φ２，φ３，φ４，φ５，φ６，φ７，φ８，φ９，φ１０］ ．再根据式（１７） 和式（１９） 构造左、右状态向

量 ｇ１，ｇ２，…，ｇ１０ 和 ｒ１，ｒ２，…，ｒ１０，同样，只有取左、右状态矩阵为 Ｒ ＝ ［ｒ２，ｒ１，ｒ４，ｒ３，ｒ６，ｒ５，ｒ８，ｒ７，
ｒ１０，ｒ９］ 和 Ｇ ＝ ［ｇ１，ｇ２，…，ｇ１０］ 时，才有

　 　
ＲＨＧ ＝ Ｅ，
ＲＨＨＧ ＝ ｄｉａｇ［ ｓ１，ｓ２，ｓ３，ｓ４，ｓ５，ｓ６，ｓ７，ｓ８，ｓ９，ｓ１０］ ．{
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可见，这两种形式的状态向量均发生了次序上的调整，才能实现如前文所述的那些对角化

解耦功能．但此算例中重频所对应的右状态向量之间恰好也是正交的．
２．２　 非对称单频系统的数值算例

非对称系统可在这样一个质量阻尼陀螺弹性系统中得以展示，图 ２ 中显示的是一个刚性

转子的简图，它是基于柔性支撑的．

图 ２　 刚性转子简图

Ｆｉｇ．２　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ａ ｆｌｅｘｉｂｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｒｉｇｉｄ ｒｏｔｏｒ

它是一个刚性的圆柱，长为 ０．５ ｍ，直径为 ０．２ ｍ，密度为 ７ ８１０ ｋｇ ／ ｍ３，这个转子是由弹簧

和减振器所构成的支座来支撑的，弹性刚度为 ｋｘ１
＝ １．６ ＧＮ ／ ｍ，ｋｘ２

＝ １．４ ＧＮ ／ ｍ，ｋｙ１
＝ １．１ ＧＮ ／ ｍ，

ｋｙ２
＝ １．６ ＧＮ ／ ｍ，其减振器的阻尼系数为 ｃｘ１ ＝ ｃｘ２ ＝ ｃｙ１ ＝ ｃｙ２ ＝ １ ｋＮ·ｓ ／ ｍ，４ 个自由度是关于转子

质量中心的横向位移和正交于转子轴线的两个方向的转动，运动方程的不对称性来自于回转

影响，这种影响因转动速度而增加，本文选择一个合适的转动速度是 ８ ３００ ｒ ／ ｍｉｎ，并产生了如

下系统矩阵：

　 　 Ｍ ＝

１２２．６８ ０ ０ ０
０ １２２．６８ ０ ０
０ ０ ２．８６２ ５ ０
０ ０ ０ ２．８６２ ５

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

，

　 　 Ｃ ＝

２ ０ ０ ０
０ ２ ０ ０
０ ０ ０．１２５ ０．５３３ １５
０ ０ － ０．５３３ １５ ０．１２５

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

，

　 　 Ｋ ＝

２．１ ０ ０ ０．０２５
０ ３ － ０．０５ ０
０ － ０．０５ ０．１８７ ５ ０

０．０２５ ０ ０ ０．１３１ ２５

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

．

由表 ２ 可见，左、右模态向量所对应的频率序号完全一致，记为 ｓ１，ｓ２，…，ｓ８，利用左、右模

态按式（６） 和式（１０） 构造Ｆ１（Ａ，Ｂ） ＝ ０型的左、右状态向量．当左、右状态向量矩阵分别为Ψ ＝
［ψ２，ψ１，ψ４，ψ３，ψ６，ψ５，ψ８，ψ７］ 和 Φ ＝ ［φ１，φ２，…，φ８］ 时，可得

　 　
ΨＨＡΦ ＝ Ｅ，
ΨＨＢΦ ＝ － ｄｉａｇ［ ｓ１，ｓ２，ｓ３，ｓ４，ｓ５，ｓ６，ｓ７，ｓ８］ ．{

再按式（１７）和式（１９）构造 Ｆ２（Ｈ） ＝ ０ 型的左、右状态向量，当左、右状态向量矩阵分别为 Ｇ ＝
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［ｇ１，ｇ２，…，ｇ８］ 和 Ｒ ＝ ［ｒ２，ｒ１，ｒ４，ｒ３，ｒ６，ｒ５，ｒ８，ｒ７］ 时，可得

　 　
ＲＨＧ ＝ Ｅ，
ＲＨＨＧ ＝ ｄｉａｇ［ ｓ１，ｓ２，ｓ３，ｓ４，ｓ５，ｓ６，ｓ７，ｓ８］ ．{

可见，这两种形式的状态向量也需要次序上的调整，才能实现如前文所述的那些对角化解

耦功能．
表 ２　 系统的特征值（２．２ 小节的算例）

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｆｏｒ ｔｈｅ ｅｘａｍｐｌｅ ｉｎ ｓｅｃｔｉｏｎ ２．２

ｉ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ ｍｏｄｅ ｓｉ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｔｈｅ ｌｅｆｔ ｍｏｄｅ ｓｉ
１ ０．０２９ ７＋０．３４７ ５ｉ ０．０２９ ７＋０．３４７ ５ｉ

２ ０．０２９ ７－０．３４７ ５ｉ ０．０２９ ７－０．３４７ ５ｉ

３ ０．００８ ２＋０．１３０ ２ｉ ０．００８ ２＋０．１３０ ２ｉ

４ ０．００８ ２－０．１３０ ２ｉ ０．００８ ２－０．１３０ ２ｉ

５ ０．０１１ ７＋０．１５９ ２ｉ ０．０１１ ７＋０．１５９ ２ｉ

６ ０．０１１ ７－０．１５９ ２ｉ ０．０１１ ７－０．１５９ ２ｉ

７ ０．０１０ ４＋０．１５３ ５ｉ ０．０１０ ４＋０．１５３ ５ｉ

８ ０．０１０ ４－０．１５３ ５ｉ ０．０１０ ４－０．１５３ ５ｉ

２．３　 非对称重频系统的数值算例

设以 ｐ 为设计参数的某非对称阻尼系统的质量、阻尼和刚度矩阵分别为

　 　 Ｍ（ｐ） ＝ ｄｉａｇ［１，１，１，１］，

　 　 Ｋ（ｐ） ＝

－ １ ＋ ２ｐ２ ｐ（１ － ｐ２ － ２ｑ２） ２ｐ２ｑ２ － ｐｑ２（ｐ２ ＋ ｑ２）
０ － （ｐ２ ＋ ２ｑ２） ２ｐｑ２ － ｑ２（ｐ２ ＋ ｑ２）
１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，

　 　 Ｃ（ｐ） ＝

３ｐ － （１ ＋ ｐ２ ＋ ２ｑ２） ｐ（１ ＋ ２ｑ２） － ｑ２（ｐ２ ＋ ｑ２）
２ １ ０ ０
０ ２ １ ０
０ ０ ２ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，

其中 ｑ ＝ １ ＋ ｐ，且系统的初始状态为 ｐ ＝ － １， 此时系统的特征值见表 ３．
表 ３　 系统的特征值（２．３ 小节的算例）

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｆｏｒ ｔｈｅ ｅｘａｍｐｌｅ ｉｎ ｓｅｃｔｉｏｎ ２．３

ｉ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ ｍｏｄｅ ｓｉ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｔｈｅ ｌｅｆｔ ｍｏｄｅ ｓｉ
１ １．３４３ ８－０．９９３ ４ｉ １．３４３ ８－０．９９３ ４ｉ

２ １．３４３ ８＋０．９９３ ４ｉ １．３４３ ８＋０．９９３ ４ｉ

３ －１．０５９ ７－０．７３１ ６ｉ －１．０５９ ７－０．７３１ ６ｉ

４ －１．０５９ ７＋０．７３１ ６ｉ －１．０５９ ７＋０．７３１ ６ｉ

５ －１ ０

６ ０．４３１ ８ ０．４３１ ８

７ ０ －１

８ ０ ０

　 　 由表 ３ 可知，左、右状态向量所对应的频率在数值上完全相同，但在序号上有所变化，与右

模态所对应的第 ７、第 ８ 个和与左模态所对应的第 ５、第 ８ 个频率为两对重频．记右状态向量所

对应的频率为 ｓ１，ｓ２，…，ｓ８，左状态向量所对应的频率在数值上与它们一致，但序号则做必要的
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调整．利用左、右模态按式（６） 和式（１０） 构造Ｆ１（Ａ，Ｂ）＝ ０型的左、右状态向量，当取左、右状态

向量矩阵的子矩阵为 Ψ ＝ ［ψ２，ψ１，ψ４，ψ３，ψ６］ 和 Φ ＝ ［φ１，φ２，φ３，φ４，φ６］ 时，才有

　 　
ΨＨＡΦ ＝ Ｅ５×５，
ΨＨＢΦ ＝ － ｄｉａｇ［ ｓ１，ｓ２，ｓ３，ｓ４，ｓ６］ ．{

再按式（１７）和式（１９）构造 Ｆ２（Ｈ） ＝ ０ 型的左、右状态向量，当取左、右状态向量矩阵的子矩阵

为 Ｒ ＝ ［ｒ２，ｒ１，ｒ４，ｒ３，ｒ６］ 和 Ｇ ＝ ［ｇ１，ｇ２，ｇ３，ｇ４，ｇ６］ 时，也才有

　 　
ＲＨＧ ＝ Ｅ５×５，
ＲＨＨＧ ＝ ｄｉａｇ［ ｓ１，ｓ２，ｓ３，ｓ４，ｓ６］ ．{

可见 ２．３ 小节的算例中的两种形式的状态向量也需要次序上的调整，才能部分实现如前

文所述的那些对角化解耦功能．同时 ２．３ 小节的算例还说明无论在哪种状态方程的形式下，重
频所对应的一对状态向量与其它状态向量无论如何都不正交．这与 １．３ 和 １．５ 小节中叙述的关

于重频系统状态向量的正交性结论是一致的．
此外，由 ３ 个算例可知，使用 Ｆ１（Ａ，Ｂ） ＝ ０ 型及 Ｆ２（Ｈ） ＝ ０ 型状态向量所产生的解耦功能

是一致的．

３　 标 号 现 象

上述所有算例中均存在“标号现象”．所谓“标号现象”，举例来说，针对单频对称系统的一

对特征值 ｓｉ 及 ｓ ｊ，它们所对应的状态向量记为 φｉ 和 φｊ， 由本文的实验结果可知

　 　 φＨ
ｉ Ａφｊ ＝

０， ｉ ＝ ｊ，
１， ｉ ≠ ｊ ．{

这与现有的理论是不同的，这会导致对角化的结果出现异常，这是因为若记 Φ ＝ ［φｉ，φｊ］， 则

由上文所述的数值实验的结果可知

　 　 ΦＨＡΦ ＝ ０ １
１ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

　 　 ΦＨＢΦ ＝ －
０ ｓ１
ｓ２ ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

或 ΦＨＢΦ ＝ －
０ ｓ２
ｓ１ ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

当然这种现象可以通过标号的调整得以解决，因此仍可实现与现有理论相同的对角化结果．

４　 忽略标号现象对工程振动分析可能产生的影响

事实上，标号现象在振动分析领域中的影响是不可忽视的．下面仅以 ２．２ 小节的算例为

例，在忽略状态向量标号现象的情况下，按照文献［７］中忽略标号现象的算法计算频率的灵敏

度，再通过调整标号使状态向量恢复正确的解耦功能后，计算频率灵敏度，并把这两种计算结

果与差分灵敏度作对比．具体结果见表 ４．需要说明的是， 现设计参数取 ｍ１， 记 ｓ（ｏ）ｉ，ｍ１
为按文献

［７］ 忽略标号现象所计算的频率灵敏度， ｓ（ｔ）ｉ，ｍ１
为调整状态向量标号后按文献［７］ 计算的频率

灵敏度， ｓ（ｄ）ｉ，ｍ１
为设计参数的扰动量为Δｍ１ ／ ｍ１ ＝ ０．０１ 时所得的差分频率灵敏度．具体结果如表 ４

所示．
由表 ４ 可知，调整标号后的计算结果与差分计算结果的一致性较好，而未曾调整标号时的

计算结果与差分计算结果相去甚远，这说明标号现象的影响是很大的，因此在使用模态理论进

行振动分析及控制的方程解耦时，都要进行正交性检验，这样就可以有效克服标号现象的影

响，避免产生不必要的谬误及偏差．

９８０１复模态正交性理论的异常现象及对策分析



表 ４　 频率灵敏度的计算结果对比（２．２ 小节的算例）
Ｔａｂｌｅ ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｔｈｒｅｅ ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｆｏｒ ｓｔａｔｅ ｖｅｃｔｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘａｍｐｌｅ ｉｎ ｓｅｃｔｉｏｎ ２．２

ｓｉ ｓ（ｏ）ｉ，ｍ１
（×１０－３） ｓ（ｔ）ｉ，ｍ１

（×１０－３） ｓ（ｄ）ｉ，ｍ１
（×１０－３）

１ ０．０００ ６－０．００３ ４ｉ －０．０００ １ｉ －０．０００ １ｉ

２ ０．０００ ６＋０．００３ ４ｉ ０．０００ １ｉ ０．０００ １ｉ

３ ０．０６６ ７－０．５２５ ９ｉ ０．０６８ ８－０．５２１ ７ｉ ０．０６２ １－０．５２５ ９ｉ

４ ０．０６６ ７＋０．５２５ ９ｉ ０．０６８ ８＋０．５２１ ７ｉ ０．０６２ １＋０．５２５ ９ｉ

５ ０．１４２ ２－０．９６７ ７ｉ ０．００２ ６－０．００５ ３ｉ ０．００２ ０－０．００４ １ｉ

６ ０．１４２ ２＋０．９６７ ７ｉ ０．００２ ６＋０．００５ ３ｉ ０．００２ ０＋０．００４ １ｉ

７ ０．０９４ ６－０．６９４ ４ｉ －０．００４ ９－０．００２ ８ｉ －０．００３ ７－０．００２ ０ｉ

８ ０．０９４ ６＋０．６９４ ４ｉ －０．００４ ９＋０．００２ ８ｉ －０．００３ ７＋０．００２ ０ｉ

５　 结　 　 论

本文针对两种常见的状态方程格式，指出了利用系统的模态向量所构造的左、右状态向

量，可以实现相同的解耦功能．文中还通过对对称重频系统、非对称单频系统及非对称重频系

统这 ３ 种不同类型的振动系统进行数值实验，揭示了状态向量正交性的异常现象，并指出通过

调整状态向量的次序，才能实现其解耦功能．在工程计算中，可以通过正交性检验，有效地避免

标号现象对计算结果精度产生的影响．
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