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摘要：　 多介质大变形流动数值模拟的关键和难点是在精确追踪物质界面的同时又能够处理好流

体的大变形运动． 将 ＭＯＦ （ｍｏｍｅｎｔ⁃ｏｆ⁃ｆｌｕｉｄ） 界面重构算法与多介质任意 Ｌａｇｒａｎｇｅ⁃Ｅｕｌｅｒ 方法

（ＭＭＡＬＥ）相耦合，形成 ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 方法，并应用于多介质大变形流动问题的数值模拟研究．
ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 方法在传统的 ＡＬＥ 方法基础上，允许计算网格边界跨过物质界面，允许存在混合网

格，即一个网格内可以存在两种或两种以上物质；在混合网格内，利用 ＭＯＦ 界面重构算法来确定

物质界面的位置和方向．数值算例表明， ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 方法是模拟多介质大变形流动的有效手段，
并且具有较好的数值精度和界面分辨率．
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引　 　 言

在天体物理、武器物理、惯性约束聚变［１］等领域，很多问题都涉及到多介质大变形流动．多
介质大变形流动有两个重要的特点：一是存在多种物质，物质之间存在着清晰的物质界面；二
是流体的变形很大．这类问题由于自身流场的复杂性和多介质界面的严重扭曲，在理论研究中

存在诸多难点，具有很强的挑战性．目前，数值模拟仍是研究这类问题的重要手段之一．如何在

精确追踪物质界面的同时又能够处理好流体的大变形运动，是多介质大变形流动数值模拟的

关键和难点［２］ ．
目前，多介质大变形流动的数值模拟主要有 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方法、Ｅｕｌｅｒ 方法和任意 Ｌａｇｒａｎｇｅ⁃Ｅｕ⁃

ｌｅｒ（ＡＬＥ）方法［３］ ．Ｌａｇｒａｎｇｅ 方法追踪物质界面非常方便，但网格随着流体的运动容易发生大变

形，网格的大变形扭曲将引入较大的数值误差，甚至导致计算终止．Ｅｕｌｅｒ 方法在整个计算过程

中网格固定不动，能够处理流体的大变形，但 Ｅｕｌｅｒ 方法网格之间物理量的输运将产生较大的
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数值耗散．ＡＬＥ 方法是 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方法和 Ｅｕｌｅｒ 方法的耦合，能够有效缓解网格的大变形．为了维

持清晰的物质界面，ＡＬＥ 方法在重分重映时（本文中重分指保持网格拓扑不变的重分）通常只

在单个物质内部进行，即保持物质界面的重分重映［４］ ．这种策略对物质界面变形不大的问题是

有效的，但是对于物质界面变形很大的问题则同样无能为力，因为在物质界面变形很大的情况

下保持界面的网格重分是非常困难的．例如 Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｔａｙｌｏｒ（瑞利⁃泰勒）不稳定性问题发展后

期形成的钉尖型界面，以此为边界很难生成高质量的网格．
为了改变多介质大变形流动数值模拟的困境，近年来，美、欧、俄、中等国家的若干研究小

组，特别是涉及核科学研究的美国 Ｌｏｓ Ａｌａｍｏｓ（洛斯阿拉莫斯）和 Ｌｉｖｅｒｍｏｒｅ（利弗莫尔）国家实

验室在该领域开展了大量相关的研究．近几年来，它们基于传统的 ＡＬＥ 方法发展了 ＭＭＡＬＥ 方

法［５⁃７］ ．与传统的 ＡＬＥ 方法不同，ＭＭＡＬＥ 方法对于变形很大的物质界面放弃保持界面为 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 网格线的限制，允许物质界面跨过网格，允许存在混合网格（网格内有两种或两种以上

物质），这样就减少了网格重分的约束．与此同时，ＭＭＡＬＥ 方法要求重分的网格与拉氏网格尽

量接近，这样能够减小物理量的数值扩散．对于像高压缩内爆这种多介质大变形、大收缩比问

题，ＭＭＡＬＥ 方法具有明显的优势［８］ ．
本文将 ＭＯＦ 界面重构与 ＭＭＡＬＥ 方法相耦合，形成 ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 方法，并应用于多介质

大变形流动问题的数值模拟研究．与传统的 ＡＬＥ 方法，或者基于 ＶＯＦ（ｖｏｌｕｍｅ ｏｆ ｆｌｕｉｄ ）的多介

质 ＡＬＥ 方法相比，ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 方法具有更好的数值精度和分辨率，重构的物质界面具有更

为丰富的局部细化特征．文章首先描述了 ＭＯＦ 界面重构；然后将 ＭＯＦ 与 ＭＭＡＬＥ 方法相耦合，
建立了 ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 方法，并详细给出了 ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 方法的计算流程、混合网格模型、封闭

模型等；最后给出了多介质大变形流动典型问题的 ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 数值模拟算例，并给出结论．

１　 ＭＯＦ 界面重构

ＭＯＦ 是一种界面重构方法，与 ＶＯＦ 类似，在混合网格内也是用一条直线来近似物质界

面［９⁃１１］，如图 １ 所示．但与 ＶＯＦ 不同的是，ＭＯＦ 方法不但利用混合网格内各介质的体积份额，
而且还利用介质的形心来重构界面．ＭＯＦ 具有二阶精度，由于重构只在混合网格内部进行，能
够分辨单个网格尺度下的界面特征，并且不需要相邻网格的信息，容易实现并行计算和处理物

理边界上的混合网格［９］ ．英国核武研究院的 Ｂａｒｌｏｗ 教授在报告中指出 ＭＯＦ 是一种深具潜力的

界面重构方法［８］ ．

图 １　 ＭＯＦ 界面重构

Ｆｉｇ．１　 ＭＯＦ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ

图 １ 中展现了一个包含两种物质的混合网格，
曲线段是真实的物质界面，直线段是重构的界面，阴
影部分 Ω 是参考物质． ϕ 是界面方向与 ｘ 轴的夹角，
（ｎｘ，ｎｙ） ＝ （ｃｏｓ ϕ，ｓｉｎ ϕ） 是界面单位法向量．（ｘｃ，ｙｃ）
是参考形心，平面几何下定义为

　 　 ｘｃ ＝
∫
Ω
ｘｄｘｄｙ

ＡΩ
， ｙｃ ＝

∫
Ω
ｙｄｘｄｙ

ＡΩ
， （１）

其中 ＡΩ ＝ ∫
Ω
ｄｘｄｙ 是 Ω 的面积．在混合网格的体积份

额得到严格满足的前提下，ＭＯＦ 要求计算形心与参

考形心之间的误差最小．即令目标函数
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　 　 Ｅ（ϕ） ＝ ［ｘｃｏｍｐ
ｃ （ϕ） － ｘｃ］ ２ ＋ ［ｙｃｏｍｐ

ｃ （ϕ） － ｙｃ］ ２ （２）
取极小值的 ϕ 就是所求的界面方向，式中（ｘｃｏｍｐ

ｃ ，ｙｃｏｍｐ
ｃ ） 是计算形心．

平面几何下重构的物质界面可以表示为直线 ｎｘ·ｘ ＋ ｎｙ·ｙ ＋ ｄ ＝ ０，有两个自由变量（界面方

向和截距 ｄ）， 但只有一个约束条件（体积份额）．因此该问题是超定的，必须通过优化算法求

解，本文使用的是不需求导的 Ｂｒｅｎｔ 算法［１２］ ．在一个两种介质的混合网格内，使用 Ｂｒｅｎｔ 算法求

解一元优化问题的 ＭＯＦ 界面重构的过程如下：
（ａ） 选取界面方向初值，作为 Ｂｒｅｎｔ 算法的迭代初值．一般选取

　 　 （ｎｘ０，ｎｙ０） ＝
（ｘｃ － ｘｃｅｌｌ

ｃ ，ｙｃ － ｙｃｅｌｌ
ｃ ）

（ｘｃ － ｘｃｅｌｌ
ｃ ） ２ ＋ （ｙｃ － ｙｃｅｌｌ

ｃ ） ２
，

这里 （ｘｃｅｌｌ
ｃ ，ｙｃｅｌｌ

ｃ ） 是混合网格的形心．进而求得初始界面方向的夹角 ϕ０ ．
（ｂ） 确定 Ｂｒｅｎｔ 算法的搜索区间．初始界面方向确定之后， 将 Ｂｒｅｎｔ 的搜索区间设置为

［ϕ０ － ４５°，ϕ０ ＋ ４５°］， 实际计算表明该搜索区间对绝大多数应用适合．
（ｃ） 对于确定的界面方向，用泛洪法［９］在混合网格中计算界面截距 ｄ， 以精确满足给定的

体积份额．
（ｄ） 调用 Ｂｒｅｎｔ 优化算法， 求得使目标函数（２）取极小的变量 ϕｍｉｎ， （ｎｘ，ｎｙ） ＝ （ｃｏｓ ϕｍｉｎ，

ｓｉｎ ϕｍｉｎ） 即是所求的界面方向．再一次调用泛洪法确定截距 ｄｍｉｎ ．

２　 ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 方法

将 ＭＯＦ 界面重构耦合进 ＭＭＡＬＥ，形成 ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 方法．由于混合网格的出现，在 ＭＯＦ⁃
ＭＭＡＬＥ 方法中重点是对混合网格的处理．首先给出 ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 方法的计算流程，然后给出

计算的各个步骤．
２．１　 计算流程

除了包括传统 ＡＬＥ 方法 ３ 个步骤：拉氏计算、网格重分和物理量重映，ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 方法

还需要建立混合网格模型、调用封闭模型更新体积份额、调用 ＭＯＦ 界面重构确定界面位置，其
整体计算流程如图 ２ 所示．在 ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 方法的计算过程中，ＭＯＦ 界面重构在拉氏网格上

进行，拉氏计算为其提供混合网格中各物质的体积份额和形心，而 ＭＯＦ 界面重构又为混合网

格的物理量重映提供清晰的物质界面，这样就实现了 ＭＯＦ 与 ＭＭＡＬＥ 计算的耦合．

图 ２　 ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 方法计算流程

Ｆｉｇ．２　 Ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ ｍｅｔｈｏｄ

２．２　 混合网格模型

采用单速度多介质流体力学守恒方程组对多介质大变形流动进行建模［１３］ ．基于该模型，
混合网格内各物质具有相同的速度，但是具有不同的热力学量，如密度、比内能、压力等，如图

３ 所示．单速度多介质流体力学守恒方程组可写为
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图 ３　 混合网格模型

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ｍｉｘｅｄ ｃｅｌｌ ｍｏｄｅｌ

　 　

ｄｕ
ｄｔ

＝ － １
ρ
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ｄｔ
＝ － ρ ｉ Ñ·ｕｉ，

ｄβ ｉ
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（３）

其中， ρ ｉ，ｕｉ，β ｉ，ｅｉ 和 ｐｉ 分别是第 ｉ种介质的密度、速度、体积份额、比内能和压力，ｕ， ρ 和 ｐ是流

体的速度、等效密度和等效压力，ｘ 是空间坐标，ｔ 是时间．状态方程为

　 　 ｐｉ ＝ ｐｉ（ρ ｉ，ｅｉ） ． （４）
由公式（３）第 ３ 式可以得到

　 　 ∑
ｉ
β ｉ Ñ·ｕｉ ＝ Ñ·ｕ ． （５）

由于未知量多于方程的数目，因此守恒方程组（３），（４）是不封闭的，需要增加额外的假设

才能计算各物质的散度 Ñ·ｕｉ 和混合网格的等效压力 ｐ， 此项内容在 ２．５ 小节中讨论．
２．３　 拉氏计算

拉氏计算采用相容性算法［１４⁃１７］ ．相容性算法是在交错网格上建立的一种经典的流体力学

格式，本文将其拓展至多介质的情形．动量方程的半离散形式为

　 　 Ｍｐ

ｄｕｐ

ｄｔ
＝ ∑

ｚ
ｆ ｐｚ ， （６）

其中 Ｍｐ 为节点质量，由等效密度计算得到； ｆ ｐｚ 为网格 ｚ节点 ｐ处的作用力，由等效压力计算得

到．第 ｋ 种物质内能方程的离散形式为

　 　 Ｍｋ，ｚ

ｄｅｋ，ｚ
ｄｔ

＝ － ∑
ｐ
Ｆｋ，ｚ ｆ ｚｋ，ｐ·ｕｐ， （７）

其中 Ｍｋ，ｚ 为网格 ｚ 第 ｋ 种物质的质量，ｅｋ，ｚ 为第 ｋ 种物质的比内能，Ｆｋ，ｚ 为第 ｋ 种物质的体积份

额， ｆ ｚ
ｋ，ｐ·ｕｐ 为网格 ｚ 第 ｋ 种物质作用力在节点 ｐ 的做功．需要注意的是，这里 ｆ ｚ

ｋ，ｐ是认为第 ｋ 种

物质充满整个混合网格计算得到的．
时间离散采用预估⁃校正算法［１４］，在时间上达到两阶精度．

２．４　 重分和重映

目前在实际计算中采用简单的重分策略，例如退回到初始网格，即相当于 Ｅｕｌｅｒ 网格．根据

不同的问题，可能相应会做一些调整．
在多介质情况下，由 ＭＯＦ 确定的界面位置被用于物理量重映．物理量重映包括网格量重

映和节点量重映两类，目前均采用面积求交的策略．对于网格量（如密度、体积、内能）重映，利
用 Ｓｕｔｈｅｒｌａｎｄ⁃Ｈｏｄｇｍａｎ 多边形求交算法，计算新网格与拉氏网格上每一种介质的交集，根据守

恒量，重映得到新网格上的网格量．对于节点量（如速度）和子网格质量，采用子网格重映方

法［１８］ ．将新网格和拉氏网格都拆分为 ２×２ 的子网格，在拉氏子网格上利用 ＭＯＦ 重构的界面确

定每一种介质的区域，然后由子网格重映算法得到新网格的节点速度和子网格质量．
２．５　 封闭模型

在 ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 方法的拉氏步，不但需要更新动量和能量方程的物理量，而且需要更新
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混合网格的体积份额；在重映步结束时，需要计算混合网格的等效压力．选择合适的封闭模型

对于 ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 方法至关重要，这里采用各介质压力增量相等并考虑压力弛豫过程的封闭

模型［１３］ ．
首先考虑各介质压力增量相等，即 Δｐｉ ＝ Δｐｋ， 由声速定义可得

　 　
ｄｐｉ

ｄｔ
＝ ｃ２ｉ

ｄρ ｉ

ｄｔ
＝ － ρ ｉｃ２ｉ Ñ·ｕｉ， （８）

由此可以得到 ρ ｉｃ２ｉ Ñ·ｕｉ ＝ ρ ｋｃ２ｋ Ñ·ｕｋ， 代入式（５）有
　 　 Ñ·ｕｉ ＝ λ ｉ Ñ·ｕ， （９）

其中　 　 λ ｉ ＝ ( ρ ｉｃ２ｉ∑
ｋ
β ｋ ／ （ρ ｋｃ２ｋ） )

－１
．

压力弛豫过程的散度为

　 　 Ñ·ｕｉ ＝ －
Δｐｉ

τρ ｉｃ２ｉ
， （１０）

其中 Δｐｉ ＝ ｃ－τ（ｐ － ｐｉ） ／ ｈ，ｃ
－ 为平均声速，τ 是时间步长．两个过程叠加得到

　 　 Ñ·ｕｉ ＝ λ ｉÑ·ｕ －
Δｐｉ

τρ ｉｃ２ｉ
， （１１）

容易推出等效压力

　 　 ｐ ＝ ∑
ｉ
β ｉλ ｉｐｉ ． （１２）

３　 数 值 算 例

应用 ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 方法对多介质大变形流动的典型问题，包括两种介质激波管问题、三
介质界面问题、Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｔａｙｌｏｒ 不稳定性问题和激波气泡相互作用问题进行了数值模拟研究．
所有算例均基于平面几何，采用理想气体状态方程 ｐ ＝ ρｅ（γ － １），其中 γ 是比热比．
３．１　 两种介质激波管问题

激波管区域为［０，１］，初始时刻中间位置 ｘ ＝ ０．５ 有一隔膜将左右两边物质分割开．左边物

质的初始状态为（ρ ｌ，ｐｌ，ｕｌ，γ ｌ） ＝ （１，１，０，１．４），右边物质的初始状态为（ρ ｒ，ｐｒ，ｕｒ，γ ｒ） ＝ （０．１２５，
０．１，０，５ ／ ３） ．由于两侧 γ 不同，这是一个真正的多介质问题．

表 １　 两种介质激波管问题 ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 和拉氏计算结果在接触间断处的比较

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ２⁃ｍａｔｅｒｉａｌ ｓｈｏｃｋ ｔｕｂｅ ｐｒｏｂｌｅｍ， ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

ａｎｄ Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｔ ｔｈｅ ｃｏｎｔａｃｔ ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ

ｃｏｎｔａｃｔ ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｕ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｐ
ｄｅｎｓｉｔｙ ρ

ｌｅｆｔ ｒｉｇｈｔ

ｅｘａｃｔ ０．６８０ ５０ ０．９０１ ４０８ ０．３１４ ３８３ ０．４３７ ５６５ ０．２３７ ５３６

Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ２００ ｃｅｌｌｓ ０．６７９ ８６ ０．９０１ ２３５ ０．３１４ ４２１ ０．４３７ ０４９ ０．２０７ ０３６

Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ４００ ｃｅｌｌｓ ０．６８０ ０１ ０．９０１ ３０１ ０．３１４ ３６７ ０．４３７ ２１０ ０．２０４ ４６８

ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ ２００ ｃｅｌｌｓ ０．６７８ ７０ ０．８９６ ６６３ ０．３１６ ９１１ ０．４３５ ８２６ ０．２４２ ７９４

ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ ４００ ｃｅｌｌｓ ０．６７９ ２５ ０．８９６ ９７３ ０．３１６ ６００ ０．４３６ ２０８ ０．２４１ ６６６

　 　 激波管的 ４ 个边界均设置为固壁，初始网格均匀分布．分别划分 ２００ 和 ４００ 个网格，使用

ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 方法对该问题进行了模拟．计算到 ｔｆ ＝ ０．２ 时刻，将计算结果与精确解和拉氏结果

（４００ 网格）进行了比较，如图 ４ 所示．为了清楚起见，图中数据点是稀疏后的结果．对于 ＭＯＦ⁃
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ＭＭＡＬＥ 计算，时间步长固定为 １０－４，在拉氏步之后将拉氏网格重分回初始网格．

（ａ） 压力 （ｂ） 密度

（ａ） Ｐｒｅｓｓｕｒｅ （ｂ） Ｄｅｎｓｉｔｙ

（ｃ） 比内能 （ｄ） 速度

（ｃ） Ｓｐｅｃｉｆｉｃ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｅｎｅｒｇｙ （ｄ） Ｖｅｌｏｃｉｔｙ
图 ４　 两种介质激波管问题 ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 计算结果与精确解、拉氏计算结果的比较

Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅ ２⁃ｍａｔｅｒｉａｌ ｓｈｏｃｋ ｔｕｂｅ ｐｒｏｂｌｅｍ， ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ
ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ ｒｅｓｕｌｔｓ

图 ５　 三介质界面问题

Ｆｉｇ．５　 Ａ ｔｒｉｐｌｅ ｐｏｉｎｔ ｐｒｏｂｌｅｍ

从上面的数值结果来看，ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 和拉氏结果都与精确解吻合得较好．但是在接触间

断附近拉氏结果有明显的壁热现象，在图 ４（ｃ）上表现为比内能突然升高，而 ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 结

果则没有这个现象．表 １ 详细比较了两种方法计算结果在接触间断处的差别．从具体数据分析
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可知，接触间断处拉氏计算的位置和密度等物理量均稍好于 ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 计算的结果，这是

因为精确追踪物质界面正是拉氏方法的优势所在．即便如此，ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 结果还是令人比较

满意的．

（ａ） ｔ ＝ ３ （ｂ） ｔ ＝ ６
图 ６　 三介质界面问题 ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 模拟结果

Ｆｉｇ．６　 Ｔｈｅ ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒｉｐｌｅ ｐｏｉｎｔ ｐｒｏｂｌｅｍ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ

图 ７　 ｔ ＝ ６ 时刻旋涡附近放大图

Ｆｉｇ．７　 Ｅｎｌａｒｇｅｄ ｖｉｅｗ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒｉｐｌｅ ｐｏｉｎｔ ｐｒｏｂｌｅｍ ａｔ ｔｈｅ ｖｏｒｔｅｘ ｆｏｒ ｔ ＝ ６

（ａ） 初始几何与数据 （ｂ） 初始网格

（ａ） Ｉｎｉｔｉａｌ ｇｅｏｍｅｔｒｙ ａｎｄ ｄａｔａ （ｂ） Ｉｎｉｔｉａｌ ｍｅｓｈ
图 ８　 Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｔａｙｌｏｒ 不稳定性问题

Ｆｉｇ．８　 Ｔｈｅ Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｔａｙｌｏｒ ｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍ

３．２　 三介质界面问题

在矩形计算区域［０，７］×［０，３］上存在 ３ 种介质，３ 种介质界面相交于一点 ｐ，如图 ５ 所示．
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区域左边是第 １ 种介质，初始状态（ρ １，ｐ１，ｕ１，γ １） ＝ （１，１，０，１．５）；区域右下是第 ２ 种物质，初始

状态（ρ ２，ｐ２，ｕ２，γ ２） ＝ （１，０．１，０，１．４）； 区域右上是第 ３ 种物质， 初始状态 （ρ ３，ｐ３，ｕ３，γ ３） ＝
（０􀆰 １２５，０．１，０，１．５） ．初始时刻 ３ 种物质均静止，形成一个 Ｔ 型界面．左边的第 １ 种物质具有较

高的压力，将产生一道向右传播的激波．由于物质参数的不同，激波在第 ３ 种物质中传播得较

快，而在第 ２ 种物质中传播得较慢，这样沿着第 ２ 和第 ３ 种物质的界面产生剪切作用，进而导

致 Ｋｅｌｖｉｎ⁃Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 不稳定性，围绕点 ｐ 将形成一个旋涡．

（ａ） ｔ ＝ １ ～ ５ 的物质界面

（ａ） Ｔｈｅ ｍａｔｅｒｉａｌ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｆｏｒ ｔ ＝ １ ～ ５

（ｂ） ｔ ＝ ６ ～ １０ 的物质界面

（ｂ） Ｔｈｅ ｍａｔｅｒｉａｌ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｆｏｒ ｔ ＝ ６ ～ １０
图 ９　 Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｔａｙｌｏｒ 不稳定性问题 ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 模拟结果

Ｆｉｇ．９　 Ｔｈｅ ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｔａｙｌｏｒ ｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍ

计算使用 １４０×６０ 的均匀方形网格，所有边界均设置为固壁边界条件．时间步长固定为

０􀆰 ００１，计算到最后时刻 ｔｆ ＝ ６，每步计算均回到初始网格．该问题初始时刻不存在混合网格，混
合网格在第一步计算之后出现，并且计算区域中总有一个或多个混合网格同时包含 ３ 种物质．
图 ６是 ｔ ＝ ３和 ｔ ＝ ６ 两个时刻 ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 模拟的结果．旋涡随着时间不断发展，最后形成细长

的带状结构．ｔ ＝ ６ 时刻旋涡附近的放大图如图 ７ 示，从图中可以看出，ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 不但能够
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正确模拟多种物质界面的发展，而且重构的物质界面比较光滑．

（ａ） ｔ ＝ ８， ＭＯＦ （ｂ） ｔ ＝ ８， ＶＯＦ （ｃ） ｔ ＝ ９， ＭＯＦ （ｄ） ｔ ＝ ９， ＶＯＦ
图 １０　 ｔ ＝ ８ 和 ｔ ＝ ９ 两个时刻 ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 与 ｆｒｏｎｔ ｔｒａｃｋｉｎｇ，ＶＯＦ 结果的比较（白线是 ｆｒｏｎｔ ｔｒａｃｋｉｎｇ 结果）
Ｆｉｇ．１０　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ ｉｎｔｅｒｆａｃｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｏｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｏｎｔ ｔｒａｃｋｉｎｇ ａｎｄ ＶＯＦ ｆｏｒ ｔ ＝ ８ ａｎｄ ｔ ＝ ９

３．３　 Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｔａｙｌｏｒ 不稳定性问题

Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｔａｙｌｏｒ 不稳定性问题是最经典的多介质大变形问题之一，如图 ８（ａ）所示．在矩形

区域［０，１ ／ ３］×［０，１］上分布着两种流体，由界面 ｙｉ（ｘ） ＝ ０．５ ＋ ａ０ｃｏｓ（６πｘ） 分隔开，界面扰动幅

度 ａ０ ＝ ０．０１．上面流体的密度 ρ ｈ ＝ ２，下面流体的密度 ρ ｌ ＝ １，两种流体的比热比相等 γ ｈ ＝ γ ｌ ＝
１．４．流体在重力场中受重力作用，重力加速度 ｇ ＝ （ｇｘ，ｇｙ） Ｔ ＝ （０， － ０．１） Ｔ ．初始时刻两种流体

均静止不动，其压力分布由静压力平衡得到

　 　
ｐｈ（ｘ，ｙ） ＝ １ ＋ ρ ｈｇｙ（ｙ － １）， ｙ ＞ ｙｉ（ｘ），
ｐｌ（ｘ，ｙ） ＝ １ ＋ ρ ｈｇｙ［ｙｉ（ｘ） － １］ ＋ ρ ｌｇｙ［ｙ － ｙｉ（ｘ）］， ｙ ≤ ｙｉ（ｘ） ．{ （１３）

这种配置是不稳定的，随着时间发展，上面重的流体会往下沉而下面轻的流体会往上浮．
使用 ３４×１００ 的初始方形网格，如图 ８（ｂ）所示，初始就存在混合网格，体积份额等数据由余弦

界面与方形网格求交确定．使用 ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 进行数值模拟，４ 个边界均设置为固壁边界条件，

（ａ） ｔ ＝ ８ 时刻与 ＶＯＦ 结果的比对（局部）
（ａ） Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ（ｌｅｆｔ） ｗｉｔｈ ＶＯＦ（ｒｉｇｈｔ） ｆｏｒ ｔ ＝ ８
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（ｂ） ｔ ＝ ９ 时刻与 ＶＯＦ 结果的比对（局部）
（ｂ） Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ（ｌｅｆｔ） ｗｉｔｈ ＶＯＦ（ｒｉｇｈｔ） ｆｏｒ ｔ ＝ ９

图 １１　 重流体“钩状结构”放大图

Ｆｉｇ．１１　 Ｅｎｌａｒｇｅｄ ｖｉｅｗ ｏｆ ｔｈｅ ‘ｈｏｏｋ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ’ ｏｆ ｔｈｅ ｈｅａｖｙ ｆｌｕｉｄ

时间步长固定为 ０．００１，计算到最后时刻 ｔｆ ＝ １０．从时刻 １ 到时刻 １０ 的物质界面分别如图 ９ 所

示，从图中可以清晰地看出不稳定性发展的过程，尤其是不稳定性发展起来后，一些局部细节

能够准确而锐利地重构．

图 １２　 激波⁃气泡相互作用问题

Ｆｉｇ．１２　 Ｔｈｅ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ｏｆ ｓｈｏｃｋ ｗａｖｅ ｗｉｔｈ ａ Ｈｅｌｉｕｍ ｂｕｂｂｌｅ

图 １０ 中将 ｔ ＝ ８ 和 ｔ ＝ ９ 两个时刻的 ＭＯＦ 重构结果与 ｆｒｏｎｔ ｔｒａｃｋｉｎｇ 和 ＶＯＦ 结果进行了比

较．ＶＯＦ 结果来自于文献［５］，ｆｒｏｎｔ ｔｒａｃｋｉｎｇ 来自 ＦｒｏｎＴｉｅｒ 计算的结果．ｆｒｏｎｔ ｔｒａｃｋｉｎｇ 是一种比较

精确的界面追踪算法，这里将其作为参考解来检验 ＭＯＦ 重构界面的精度和分辨率．从图 １０ 可

以看出， ＭＯＦ 和 ＶＯＦ 结果与 ｆｒｏｎｔ ｔｒａｃｋｉｎｇ 从整体上来看均吻合得较好， 但在界面的局部细节

（ａ） ｔ ＝ ８００ × １０ －６
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（ｂ） ｔ ＝ １ １００ × １０ －６

（ｃ） ｔ ＝ １ ３４２ × １０ －６

图 １３　 ３ 个不同时刻氦气泡的界面

Ｆｉｇ．１３　 Ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｏｆ ｔｈｅ Ｈｅｌｉｕｍ ｂｕｂｂｌｅ ａｔ ３ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｓｔａｎｔｓ

特征上 ＭＯＦ 处理得要好一些．例如，在重流体“钉尖”卷起来之后，ＭＯＦ 能够较为准确地捕捉

到边缘的钩状结构，如图 １１ 所示．ＭＯＦ 界面重构只在混合网格内部进行，不需要相邻网格的信

息，这是其具有较好界面分辨率的原因所在．

图 １４　 ｔ ＝ １ ３４２ × １０ －６ 时刻 ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 氦气泡界面（左）与实验结果（右）比较

Ｆｉｇ．１４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ（ ｌｅｆｔ） ｗｉｔｈ ｔｈａｔ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ（ｒｉｇｈｔ） ｆｏｒ ｔ ＝ １ ３４２ × １０ －６

３．４　 激波与气泡相互作用问题

在计算区域［０，０．６５］×［－０．０８９，０．０８９］充满空气，其中包含有一个氦气泡，气泡中心 （ｘ，
ｙ） ＝ （０．３２，０），半径 ｒ ＝ ０．０２５，如图 １２ 所示．初始时刻所有物质均处于静止，空气状态（ρ ａ，ｐａ，
ｕａ，γ ａ） ＝ （１，１０５，０，１．４），氦气泡状态（ρＨｅ，ｐＨｅ，ｕＨｅ，γＨｅ） ＝ （０．１８２，１０５，０，１．６４８） ．在计算区域右
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端，有一活塞以恒定速度 ｕ∗ ＝ － １２４．８２４ 向左运动．通过 Ｒａｎｋｉｎｅ⁃Ｈｕｇｏｎｉｏｔ 关系，可以求得激波

速度 Ｄｃ ＝ － ４５６．４８２，在 ｔｉ ＝ ６６８ × １０ －６ 时刻激波开始与氦气泡发生相互作用．
初始计算区域划分为 ２６０×７２ 的均匀网格，在初始时刻就存在混合网格．右边界设置为常

速度边界，其余 ３ 条边界设置为固壁，时间步长固定为 １０－７ ．由于该问题右边界是运动的，因此

在网格重分时不能重映回初始网格，而是在右边界运动之后的区域上将网格进行重新均分，这
样每个时间步结束后网格总是均匀分布的．取最终计算时间 ｔｆ ＝ ｔｉ ＋ ６７４ × １０ －６ ＝ １ ３４２ × １０ －６，
３ 个典型时刻的界面如图 １３ 所示．

（ａ） ｔ ＝ ６６８ × １０ －６

（ｂ） ｔ ＝ ８００ × １０ －６

（ｃ） ｔ ＝ １ １００ × １０ －６

（ｄ） ｔ ＝ １ ３４２ × １０ －６

图 １５　 激波⁃气泡相互作用 ４ 个不同时刻的密度分布

Ｆｉｇ．１５　 Ｃｏｎｔｏｕｒ ｏｆ ｄｅｎｓｉｔｙ ａｔ ４ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｓｔａｎｔｓ ｆｏｒ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ｏｆ ｓｈｏｃｋ ｗａｖｅ ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ｈｅｌｉｕｍ ｂｕｂｂｌｅ

将最后时刻氦气泡的数值模拟结果与实验结果［１９］ 进行了对比（图 １４）．容易看出，ＭＯＦ⁃
ＭＭＡＬＥ 方法的结果与实验吻合得较好．下面图 １５ 是 ４ 个不同时刻密度分布图，分别对应激

波⁃气泡刚开始相互作用时刻以及图 １３ 中 ３ 个时刻，从中可以看出激波与氦气泡相互作用存

在复杂的物理过程，激波在气泡界面处的反射、折射、衍射、散射和涡结构的出现，导致物质界
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面发生变形．

４　 结　 　 论

实现了耦合 ＭＯＦ 界面重构的 ＭＭＡＬＥ 方法，形成 ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 方法，并应用于多介质大

变形流动问题的数值模拟研究．通过 ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 数值结果与精确解、ＶＯＦ 或实验结果的比

较，充分表明 ＭＯＦ⁃ＭＭＡＬＥ 方法是模拟多介质大变形流动问题的有效手段，同时表明 ＭＯＦ⁃
ＭＭＡＬＥ 具有较高的界面精度和较好的界面分辨率．下一步工作将加强对网格重分算法的研究

以及细化各种建模，增大网格规模，实现大规模并行计算．
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