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摘要：　 研究了内共振下简支边界屈曲黏弹性梁受迫振动稳态周期幅频响应．考虑 Ｋｅｌｖｉｎ 黏弹性本

构关系，并通过对非平凡平衡位形做坐标变换，建立屈曲梁横向振动的非线性偏微分⁃积分模型．基
于对控制方程的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 截断，得到多维非线性常微分方程组．在前两阶模态内共振存在的条件

下，运用多尺度法分析截断后的控制方程，利用可解性条件消除长期项，获得一阶主共振下的幅值

与相角方程．通过数值算例以展示系统稳态幅频响应关系以及失稳区域，从而聚焦系统共振中存在

的非线性现象，如跳跃现象、滞后现象，并讨论了双跳跃现象随轴向荷载的演化．通过直接数值方法

处理截断方程，数值验证近似解析解，计算结果表明多尺度法具有较高精度．
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引　 　 言

屈曲梁模型在工程结构设计中起着重要的作用．初始屈曲的大变形使得结构中的几何非

线性将成为不可忽略的因素，由于复杂的非线性特性，屈曲梁研究一直广受研究者关注［１⁃３］ ．
Ｌａｃａｒｂｏｎａｒａ 等［４］研究了主共振下屈曲梁的稳态幅频响应，发现使用单模态近似得到的响

应曲线不同于实验结果．Ｅｍａｍ 和 Ｎａｙｆｅｈ［５］ 通过 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 截断研究了主共振下的屈曲梁，得到

使用一阶截断会导致误差．在特定参数下，系统如果存在固有频率间的可公度关系，会引起非

线性模态间的强烈耦合．Ｎａｙｆｅｈ 和 Ｂａｌａｃｈａｎｄｒａｎ［６］指出屈曲梁系统由于平方项的存在可能会导

致内共振．针对固支初始屈曲梁，Ａｆａｎｅｈ 和 Ｉｂｒａｈｉｍ［７］ 发现了 １ ∶ １ 内共振下一阶模态和二阶模

态间的能量转移．Ｃｈｉｎ 等［８］分析了具有 ２ ∶ １ 内共振屈曲梁主参数共振更高阶模态的响应，发现

了响应曲线的双跳跃现象和饱和现象．另外，在实际工程应用中的绝大多数材料都具有黏弹

性，陈宁［９］对屈曲非线性黏弹性梁动力学行为进行了研究，结果表明屈曲黏弹性系统的动力

学行为和弹性梁有明显区别，因此黏弹性作为工程中阻尼因素建模的一种途径不能被忽略．
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Ｘｉｏｎｇ 等［１０］通过二阶 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 截断研究了黏弹性屈曲梁内共振时的周期响应和不稳定点的混

沌动力学行为．
本文研究主共振以及内共振条件下屈曲黏弹性梁在初始平衡位形附近的非线性振动．运

用无穷阶 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 截断方法结合多尺度近似解析方法，获得屈曲梁各阶模态的稳态幅频响应，
并着重考察滞后非线性现象以及双跳跃现象的形成和消失．基于数值求解截断控制方程，定量

和定性地验证多尺度分析的结果．

１　 振动控制方程

采用 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁模型，考虑经典 Ｋｅｌｖｉｎ 黏弹性本构关系，设梁的长度为 Ｌ，单位长度

质量和弹性模量分别为 ｍ 和 Ｅ，Λ 为梁的黏弹性系数，截面积和惯性矩为 Ａ 和 Ｉ，Ｘ 和 Ｔ 表示中

性轴坐标和时间，作用在梁上的分布载荷为 Ｆ（Ｘ）ｃｏｓ（ΩＴ），两端轴向压力为 Ｐ，梁的横向和轴

向位移分别为 Ｖ和 ｕ ．厚度为 ｄＸ的微元体的受力情况如图 １所示，其中ＦＳ，ＦＮ 和Ｍ分别表示剪

力、轴力和弯矩，箭头指向为正方向．

图 １　 简谐激励下屈曲梁示意图

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ａ ｂｕｃｋｌｅｄ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

Ｙ 方向的动力学方程为

　 　 ＦＳ － ＦＳ ＋
∂ＦＳ

∂Ｘ
ｄＸ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｆ（Ｘ）ｃｏｓ（ΩＴ）ｄＸ － ＦＮθ ＋

　 　 　 　 ＦＮθ ＋
∂（ＦＮθ）

∂Ｘ
ｄＸ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｍｄＸ ∂２Ｖ

∂Ｔ２ ． （１）

以右截面上任意点为矩心列出：
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在挠度较大的条件下，考虑计及非线性效应的几何方程，假设振动变形引起的应力沿着梁的轴

向变化很小，将轴力取作沿着梁在两端支撑之间长度上的平均值
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引入无量纲参数
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根据式（１）、（２）和（３）即可得无量纲化的振动控制方程：
　 　 ｖ，ｔｔ ＋ ｖ，ｘｘ ＋ ｋ２

ｆ ｖ，ｘｘｘｘ ＋ αｖ，ｘｘｘｘｔ ＝
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　 　 　 　 ｆ（ｘ）ｃｏｓ（ωｔ） ＋
ｋ２
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其中下标“，”表示对后面的变量取偏微分．此时，简支边界梁无量纲形式的边界条件为

　 　 ｖ（０，ｔ） ＝ ｖ（１，ｔ） ＝ ０， ｖ，ｘｘ（０，ｔ） ＝ ｖ，ｘｘ（１，ｔ） ＝ ０． （６）
梁处于屈曲状态时，只有一阶屈曲模态稳定［１１］ ．可设此时简支梁静屈曲位形具有形式

　 　 ｖ（ｘ） ＝ ＡＳｓｉｎ（πｘ） ． （７）
略去式（５）中与时间相关项，将式（７）代入计算即可得到

　 　 ＡＳ ＝ ２
ｋ１π

１ － ｋ２
ｆ π２ ． （８）

式（５）经过坐标变换 ｖ（ｘ，ｔ）↔ｖ（ｘ） ＋ ｖ（ｘ，ｔ）， 即得以屈曲位形为平衡位形的无量纲控制方程：
　 　 ｖ，ｔｔ ＋ π２ｋ２

ｆ ｖ，ｘｘ ＋ ｋ２
ｆ ｖ，ｘｘｘｘ ＋ αｖ，ｘｘｘｘｔ ＝
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２　 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 截断

对于屈曲黏弹性梁的控制方程（９），本文采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 截断方法，将位移 ｖ 分离成关于空

间 ｘ 和 ｔ 的两个函数，并设 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 展开式为［１２］

　 　 ｖ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
＋∞
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ｑｎ（ ｔ）ϕｎ（ｘ）， （１０）

式中， ｑｎ（ ｔ） 为广义位移函数，ϕｎ（ｘ）（ｎ ＝ １，２，３，…） 为试函数，选取为简支边界条件的模态函

数ϕｎ（ｘ） ＝ ｓｉｎ（ｎπｘ） ．将式（１０） 代入控制方程（９） 后，左右两端同时乘以权函数 ｓｉｎ（ｎπｘ）（ｎ ＝
１，２，３，…）， 并按位移在区间［０，１］上积分可得无穷个独立的常微分方程：
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式中

　 　 ＳＩＮＴ ＝ ２ＡＳｑ１（ ｔ） ＋ ∑
＋∞

ｋ ＝ １
ｋ２ｑ２

ｋ（ ｔ） ＋ ２α
ｋ２
ｆ
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ｋ２ｑｋ（ ｔ）ｑｋ（ ｔ） ] ． （１２）

３　 多尺度分析

引入快慢时间尺度 Ｔ０ ＝ ｔ 和 Ｔ１ ＝ εｔ， 运用多尺度法寻求如下形式近似解：
　 　 ｑｎ（Ｔ０，Ｔ１） ＝ εｑｎ１（Ｔ０，Ｔ１） ＋ ε２ｑｎ２（Ｔ０，Ｔ１） ＋ …， （１３）

其中 ｎ ＝ １，２，３，…，ε是与振幅同量级的无量纲小参数．本文研究在激励 ｆ（ｘ） ＝ ｂｓｉｎ（２πｘ） 下的

弱受迫振动，把外激励幅值重刻度为 ｆ↔ε２ ｆ，为了使黏弹性阻尼的效应与非线性效应出现在同

一摄动方程中，引入 α↔εα ．将式（１３） 代入式（１１） 中，使 ε 同次幂系数相等得

０９１１ 黏弹性屈曲梁非线性内共振稳态周期响应
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前两阶线性未扰系统固有频率可通过求解微分方程式（１４）的特征值确定，如表 １ 所示．给
定物理参数下，固有频率只随轴向荷载 Ｐ 变化．因此，屈曲梁提供了这样一种机构，可以通过方

便地调节两端轴力来实现内共振．
表 １　 系统前两阶固有频率

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ １ｓｔ ２ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｕｃｋｌｅｄ ｂｅａｍ

ｋｆ ≤ ０．０５２ ３３ ０．０５２ ３３ ＜ ｋｆ ＜ ０．１２３ ０１ ｋｆ ≥ ０．１２３ ０１

ω１ ２ ３π２ｋｆ ２ ３π２ｋｆ π ２ － ２ｋ２ｆ π２

ω２ ６ ２π２ｋｆ π ２ － ２ｋ２ｆ π２ ２ ３π２ｋｆ

　 　 令 ω２ ＝ ２ω１，可得 ２ ∶ １ 内共振条件为 ｋｆ ＝ ０．０６３ ６６ 或 ｋｆ ＝ ０．２０１ ３２．此时，高阶固有频率为

　 　 ωｎ ＝ （ｎ４ － ｎ２） π２ｋｆ 　 　 （ｎ ＝ ３，４，…） ． （１６）
当 ｋｆ ＝ ０．０６３ ６６ 时，齐次微分方程（１４）的解可以表示成如下形式：
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ｑ２１（Ｔ０，Ｔ１） ＝ Ｙ２（Ｔ１）ｅｉω１Ｔ０ ＋ ｃｃ，

ｑｎ１（Ｔ０，Ｔ１） ＝ Ｙｎ（Ｔ１）ｅｉωｎＴ０ ＋ ｃｃ　 　 （ｎ ＝ ３，４，…），
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ｃｃ 代表前面的共轭项．将式（１７）代入到式（１５）中可得
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２ｅｉ（ω２－ω１）Ｔ０ －

　 　 １６απ４ ｉω１Ｙ２ｅｉω１Ｔ０ － ２ｉω１Ｙ′２ｅｉω１Ｔ０ ＋ ｃｃ ＋ ＦＮＳＴ，

ｑｎ２ ，Ｔ０Ｔ０
＋ ω２

ｎｑｎ２ ＝ － ｎ２

２
ｋ２
１π４ＡＳＹ１Ｙ

－

ｎｅｉ（ω２－ωｎ）Ｔ０ －

　 　 ｎ４απ４ ｉωｎＹｎｅｉωｎＴ０ － ２ｉωｎＹ′ｎｅｉωｎＴ０ ＋ ｃｃ ＋ ＦＮＳＴ 　 　 （ｎ ＝ ３，４，…），

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（１８）

其中 ｃｃ 代表前面的共轭项， ＦＮＳＴ 代表不会给解带来久期项的所有项．此时由于存在 ２ ∶ １ 内共

振的耦合关系，非线性项产生久期项，对可解性条件产生影响．
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而当 ｋｆ ＝ ０．２０１ ３２ 时，可以得到此时内共振不会使得任何一项非线性项成为久期项，对可

解性条件无影响，因此本文只考虑 ｋｆ ＝ ０．０６３ ６６，ω２ ＝ ２ω１ 条件下的 ２ ∶ １ 内共振．
此时考察弱受迫系统发生一阶主共振时的振动特性．引入解谐参数 σ以及σ０，分别表示一

阶主共振下 ω 和 ω１ 以及 ω２ 和 ２ω１ 的接近程度：
　 　 ω２ ＝ ２ω１ ＋ εσ０， ω ＝ ω１ ＋ εσ ． （１９）

将 Ｙｎ（Ｔ１）（ｎ ＝ １，２，３，…） 表示为极坐标形式：

　 　 Ｙｎ（Ｔ１） ＝ １
２

ａｎ（Ｔ１）ｅｉγｎ（Ｔ１） ． （２０）

将式（１９）、（２０）代入式（１８）中，使等式两边 ｅｘｐ（ｉωｎＴ０） 系数相等得到可解性条件，并分离实

部虚部得

　 　

ａ′１ ＝
１
４

ω －１
２ ａ２

２ｋ２
１π４ＡＳｓｉｎ（２θ２ － θ１） － １

２
ａ１απ４ １ ＋

ｋ２
１Ａ２

Ｓ

２ｋ２
ｆ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ａ′２ ＝
ｂ
２

ω －１
１ ｓｉｎ θ２ － １

２
ω －１

１ ａ１ａ２ｋ２
１π４ＡＳｓｉｎ（２θ２ － θ１） － ８απ４ａ２，

ａ１θ′１ ＝ ａ１（２σ － σ０） － １
４

ω －１
２ ａ２

２ｋ２
１π４ＡＳｃｏｓ（２θ２ － θ１），

ａ２θ′２ ＝
ｂ
２

ω －１
１ ｃｏｓ θ２ － １

２
ω －１

１ ａ１ａ２ｋ２
１π４ＡＳｃｏｓ（２θ２ － θ１） ＋ ａ２σ，

ａ′ｎ ＝ －
１
２

ｎ４απ４ａｎ， ａｎθ′ｎ ＝ ０　 　 （ｎ ＝ ３，４，…），

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（２１）

式中 θ１ ＝ ２σＴ１ － σ０Ｔ１ － γ１，θ２ ＝ σＴ１ － γ２，θｎ ＝ γｎ ．对于稳态响应，幅值 ａｎ 和相角 θｎ 为常数，令
式（２１）左端为 ０，即可得前两阶模态的频率响应方程．此时未由外激励直接激发的高阶模态，
不具有前两阶模态间那样的内共振耦合关系，不能相互激发，故稳态响应为 ０．

　 　 ａ１ ＝
ｋ１π２ａ２

２

２α２π８ １ ＋
ｋ２
１Ａ２

Ｓ

２ｋ２
ｆ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ８（２σ － σ０） ２

， ａｎ ＝ ０　 　 （ｎ ＝ ３，４，…）， （２２）

　 　 ｂ２

４
＝

ω２αｋ２
１π８ １ ＋

ｋ２
１Ａ２

Ｓ

２ｋ２
ｆ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ａ３

２

２α２π８ １ ＋
ｋ２
１Ａ２

Ｓ

２ｋ２
ｆ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ８（２σ － σ０） ２

＋ ８απ４ω１ａ２

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

２

＋

　 　 　 　
ω２ｋ２

１π４（２σ － σ０）ａ３
２

α２π８ １ ＋
ｋ２
１Ａ２

Ｓ

２ｋ２
ｆ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ４（２σ － σ０） ２

－ ω１σａ２
ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

２

． （２３）

幅值与相角方程（２１）右端 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵的特征值的实部是否有正值出现决定了模态解的

稳定性，可以通过 Ｒｏｕｔｈ⁃Ｈｕｒｗｉｔｚ 判据对其进行判断，求解出稳定边界．

４　 具 体 算 例

本文为了将来实验仿真的可行性，选取一套可实现的物理参数．以超硬铝材料圆形截面梁

为例，材料的弹性模量 Ｅ ＝ ７４ ＧＰａ，梁长度 Ｌ ＝ ０．１ ｍ，截面半径取为 ０．００１ ｍ，轴向荷载为 Ｐ ＝
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１􀆰 ４３４ ０４ ｋＮ ．此时无量纲参数选取 ｋｆ ＝ ０．０６３ ６６，ｋ１ ＝ １２．７３２ ４０，α ＝ ０．０００ ０５，ｂ ＝ ０．００６．前两阶

固有频率分别为 ω１ ＝ ２．１７６ ５６，ω２ ＝ ４．３５３ １２．
图 ２ 给出了屈曲梁一阶主共振的幅频响应及稳定边界，解谐参数 σ作为控制参数，实线代

表失稳区域的边界，上三角形点代表稳态幅频响应．可以看出一阶主共振幅频响应既有软特性

又有硬特性．在 σ ＝ ０ 左右同时出现跳跃，呈双跳跃现象．响应曲线的多值区域存在不稳定的模

态解，并且对于系统参数的某些组合，响应曲线中心附近区域不存在稳定的稳态解．
如果以外激励幅值 ｂ 为控制参数，可以得出如图 ３ 所示的一阶主共振幅值响应．实线和虚

线分别表示稳定和不稳定的响应曲线．图 ３ 表明正好发生一阶主共振时，外激励幅值没有出现

跳跃区间．而当解谐参数 σ ≠ ０ 时，外激励幅值之间出现跳跃现象，也称之为滞后现象．

（ａ） ａ１ 模态 （ｂ） ａ２ 模态

（ａ） Ｍｏｄｅ ａ１ （ｂ） Ｍｏｄｅ ａ２

图 ２　 一阶主共振幅频响应和稳定边界

Ｆｉｇ．２　 Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ａｎｄ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｂｏｕｎｄａｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｐｒｉｎｃｉｐａｌ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ

（ａ） ａ１ 模态 （ｂ） ａ２ 模态

（ａ） Ｍｏｄｅ ａ１ （ｂ） Ｍｏｄｅ ａ２

图 ３　 滞后现象 （ａ１ 和 ａ２ 是 ｂ 的函数）

Ｆｉｇ．３　 Ｈｙｓｔｅｒｅｓｉｓ ｐｈｅｎｏｍｅｎｏｎ（ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ａｓ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｂ）

５　 双跳跃现象演化及数值验证

屈曲梁系统前两阶固有频率随轴力发生变化，通过改变轴向荷载可以使得系统内共振不

完全调谐，实现对内共振下主共振产生双跳跃现象进行机理上的探讨．
给定 α ＝ ０．０００ ０５，ｂ ＝ ０．００６，考察不同轴向荷载下 ａ２ 模态幅频响应曲线的变化．并且为了

验证多尺度方法的有效性，利用 ４ 阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法计算截断方程式（１１），将其结果同近似

解析解作对比．实线和虚线分别代表稳定和不稳定的近似解析解，圆点表示数值解（见图 ４）．
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（ａ） εσ０ ＝ １， Ｐ ＝ ２．３６６ ４３ ｋＮ （ｂ） εσ０ ＝ ０．５， Ｐ ＝ １．８１２ ５４ ｋＮ

（ｃ） εσ０ ＝ ０， Ｐ ＝ １．４３４ ０４ ｋＮ

（ｄ） εσ０ ＝ － １， Ｐ ＝ ０．９６４ ２４ ｋＮ （ｅ） εσ０ ＝ － １．５， Ｐ ＝ ０．８１２ ５１ ｋＮ

图 ４　 不同轴向荷载下一阶主共振频率响应曲线

Ｆｉｇ．４　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ⁃ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｕｃｋｌｅｄ ｂｅａｍ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｘｉａｌ ｌｏａｄｓ

当 Ｐ ＝ ２．３６６ ４３ ｋＮ时， ａ２ 模态的频率响应曲线弯向左边， 体现出软特性．此时响应曲线右

侧有一个小峰值．当 Ｐ ＝ １．８１２ ５４ ｋＮ时， 右侧的小峰值明显增大并且向右弯曲， 出现了双跳跃

现象， 同时在中心下倾处， 存在不稳定的模态解．当 Ｐ ＝ １．４３４ ０４ ｋＮ 时， εσ０ ＝ ０， 即处于内共

振完全调谐状态， 此时左右两侧峰值相等．当轴向荷载继续减少， 解谐参数 σ０ 变为负值．Ｐ ＝
０􀆰 ９６４ ２４ ｋＮ时，ａ２ 模态响应曲线此时左侧峰值小于右侧峰值．当 Ｐ ＝ ０．８１２ ５１ ｋＮ时，左侧波峰

明显退化降低，右侧峰值增大，此时响应曲线则只体现出了硬特性．值得注意的是，轴向压力 Ｐ
取为 ２􀆰 ３６６ ４３ ｋＮ 时，梁的轴向应力为 σｍａｘ ＝ ７５３．２５８ ０６ ＭＰａ 已经超过了超硬铝梁的屈服极

限，实际中不存在该情况，这里只为讨论说明双跳跃现象的演化过程而引入．
由图可知，数值方法所得到的结果与近似解析结果基本吻合，跳跃现象定性上得到证实．

验证了屈曲黏弹性梁横向弱受迫振动的基本特征以及多尺度方法的有效性．
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６　 结　 　 论

本文推导了黏弹性屈曲梁横向扰动控制方程，并基于无穷阶模态的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 截断方法结

合多尺度摄动方法研究了梁横向弱受迫非线性振动的稳态响应．研究发现，适当的轴向荷载会

使得系统前两阶模态存在内共振．在内共振条件下，得到了系统发生第一阶模态主共振时的幅

频响应关系．数值求解截断控制方程定量和定性验证了近似解析结果，得到以下结论：
１） 不参与内共振和主共振的高阶模态对系统的响应无影响．
２） 观察到响应曲线的双跳跃现象．在微调谐情况下，外激励幅值的改变会导致模态幅值

的跳跃，出现滞后现象．
３） 当远离内共振时，系统只表现出软特性或硬特性．当改变轴向荷载时，幅频响应曲线不

断演化，最终在完全内共振下产生对称双跳跃现象．内共振耦合拓宽了频率响应频带．
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