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摘要：　 研究发现，弯曲薄板 Ｂｅｔｔｉ（贝蒂）的功的互等定理命题中的两个主要前提，“一个弯曲薄

板”和“两组力的作用”是相互矛盾的，因为两组力的任意一组力都可以改变“一个弯曲薄板”成为

另外一个弯曲薄板．这一矛盾导致弯曲薄板 Ｂｅｔｔｉ 的功的互等定理是一个具有逻辑错误的定理．基
于对这一矛盾的分析，提出了修正的功的互等定理，在该定理中，给出了弯曲薄板的功的互等定理

的正确命题．同时，该修正的功的互等定理为功的互等法提供了理论基础，功的互等法是结构分析

的一个新颖的和强有力的方法．
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引　 　 言

功的互等定理一直被认为是固体力学中的一个经典性的能量原理．Ｍａｘｗｅｌｌ（麦克斯维尔）
首先在文献［１］中计算了一个位移互等定理的具体算例．其次，Ｂｅｔｔｉ 在文献［２］中提出了功的

互等定理，因而它有时又被称为 Ｂｅｔｔｉ 的功的互等定理．尔后，在文献［３］中 Ｒａｙｌｅｉｇｈ（瑞雷）推
广该定理到谐载作用的情况，而对动力学功的互等定理的一般研究是 Ｌａｍｂ（拉姆博）在文献

［４］中完成的．最后，Ａндреев（安德列夫）等在文献［５⁃９］中给出了该定理的一系列应用．
自 １９８０ 年以来，本文作者在功的互等定理的理论研究和应用方面发表了一些文章．在理

论研究方面，首先在文献［１０］中提出了修正的功的互等定理与叠加原理等价的两个原理．其
次，在文献［１１］中提出了广义功的互等定理，该定理可被应用于具有不同本构关系的两个小

变形线弹性体．作为应用，在文献［１２⁃１３］中，首先推广的功的互等定理于求解悬臂矩形板的弯

曲．尔后，在文献［１４⁃１６］中，继续推广该定理于求解矩形板的振动问题．在文献［１７⁃１８］中，在
线弹性力学平面问题和空间问题中的进一步应用的结果形成了结构分析的系统方法，称之为

功的互等法（ＲＭＷ）．
所有上述都是对功的互等定理的推广与应用．直到今天该定理仍被认为是正确的．然而，

我们的研究揭示了存在于“一个弯曲薄板”和“两组力的作用”之间的矛盾．基于对这一矛盾的

分析，提出了修正的功的互等定理，在该定理中给出了功的互等定理的正确命题．同时该定理

为功的互等法提供了理论基础，这是结构分析的一个新颖的和强有力的方法．
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１　 弯曲薄板 Ｂｅｔｔｉ 的功的互等定理

按文献［１９⁃２５］，小位移理论三维线弹性力学 Ｂｅｔｔｉ 的功的互等定理可以叙述为：一小变形

线弹性体分别受到第 １ 组力和第 ２ 组力的作用，则有第 １ 组力（包括体力和表面反力）在第 ２
组力所产生的相应位移上所做的功等于第 ２ 组力（包括体力和表面反力）在第 １ 组力所产生

的相应位移上所做的功．
分析 Ｂｅｔｔｉ 的功的互等定理可以看出：两组力应该是独立的和任意的，但必须保证该给定

弹性体是小变形的．其次，该两组力必须作用于同一线弹性体上．最后，该弹性体在两组力作用

下都应处于真实状态，即应该满足弹性力学的平衡方程、协调条件、位移边界条件、静力边界条

件和应力⁃应变关系这 ５ 大类方程．
为了更清楚地说明 Ｂｅｔｔｉ 的功的互等定理，兹给出如下两个定义．
两个相同的弹性体：具有相同形状、尺寸、本构关系和位移边界条件．
两个不相同的弹性体：具有相同形状、尺寸和本构关系，但具有不相同的位移边界条件．
两个相同的弹性体在相同载荷作用下具有相同的解，而在不相同载荷作用下具有不相同

的解．而不相同的两个弹性体在相同的载荷作用下具有不相同的解．
根据三维线弹性力学 Ｂｅｔｔｉ 的功的互等定理的一般叙述，小挠度线弹性弯曲薄板 Ｂｅｔｔｉ 的

功的互等定理可以叙述为：一小挠度线弹性弯曲薄板分别在第 １ 组力和第 ２ 组力作用下处于

真实状态，则有第 １ 组力（包括体力和表面反力）在第 ２ 组力作用所产生的相应的位移上所做

的功等于第 ２ 组力（包括体力和表面反力）在第 １ 组力作用下所产生的相应位移上所做的功．

２　 对弯曲薄板 Ｂｅｔｔｉ 的功的互等定理的分析

考虑一在一集中载荷作用下两邻边固定，另两邻边自由且角点悬空的弯曲矩形板，如图 １
（ａ）所示．这是一受力比较复杂的板，所以举其为例能更好地说明弯曲薄板 Ｂｅｔｔｉ 的功的互等定

理命题中的“一个弯曲薄板”和“两组力的作用”是一矛盾的两个前提．
图 ２ 为在均载作用下的同一弯曲矩形板．在图 １（ａ）和图 ２ 两板之间应用 Ｂｅｔｔｉ 的功的互等

定理，则有
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再次， 解除两固定边 ｘ ＝ ０ 和 ｙ ＝ ０ 边的弯曲约束， 分别代以作用在 ｘ ＝ ０ 和 ｙ ＝ ０ 两简支

边分布弯矩 Ｍ －
ｘ０ 和 Ｍ －

ｙ０， 该两分布弯矩的作用应保证 ｘ ＝ ０ 边和 ｙ ＝ ０ 边的转角为 ０， 于是可得

图 １（ｃ）所示矩形板．
应该知道，在图 １（ｃ）中所作用的一组外力是任意的和独立的，它们在保证该板为小挠度

和真实状态下有很多种选择的可能．
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图 １（ａ） 　 在一集中载荷作用下两邻边固定，另两 图 １（ｂ）　 在 １ 组力作用下两邻边固定另两邻边

邻边自由且角点悬空的弯曲矩形板 自由且角点悬空的弯曲矩形板

Ｆｉｇ．１（ａ） 　 Ａ ｂｅｎｄｉｎｇ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ２ Ｆｉｇ．１（ｂ） 　 Ａ ｂｅｎｄｉｎｇ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ２
ｆｉｘｅｄ ａｄｊａｃｅｎｔ ｅｄｇｅｓ， ２ ｆｒｅｅ ａｄｊａｃｅｎｔ ｆｉｘｅｄ ａｄｊａｃｅｎｔ ｅｄｇｅｓ， ２ ｆｒｅｅ ａｄｊａｃｅｎｔ
ｅｄｇｅｓ ａｎｄ ａ ｆｒｅｅ ｃｏｒｎｅｒ ｐｏｉｎｔ， ｅｄｇｅｓ ａｎｄ ａ ｆｒｅｅ ｃｏｒｎｅｒ ｐｏｉｎｔ，
ｕｎｄｅｒ ａ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｌｏａｄ ｕｎｄｅｒ ａ ｓｅｔ ｏｆ ｆｏｒｃｅｓ

图 １（ｃ） 　 在 １ 组力作用下两邻边简支另两邻边 图 １（ｄ） 　 在 １ 集中载荷用作下四边

自由且角点悬空的弯曲矩形板 简支的弯曲矩形板

Ｆｉｇ．１（ｃ） 　 Ａ ｂｅｎｄｉｎｇ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ２ Ｆｉｇ．１（ｄ） 　 Ａ ｂｅｎｄｉｎｇ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ４
ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ａｄｊａｃｅｎｔ ｅｄｇｅｓ， ２ ｆｒｅｅ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｅｄｇｅｓ ｕｎｄｅｒ
ａｄｊａｃｅｎｔ ｅｄｇｅｓ ａｎｄ ａ ｆｒｅｅ ｃｏｒｎｅｒ ｐｏｉｎｔ， ａ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｌｏａｄ
ｕｎｄｅｒ ａ ｓｅｔ ｏｆ ｆｏｒｃｅｓ

图 ２　 均载作用下两邻边固定，另两邻边自由且角点悬空的弯曲矩形板

Ｆｉｇ．２　 Ａ ｂｅｎｄｉｎｇ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ２ ｆｉｘｅｄ ａｄｊａｃｅｎｔ ｅｄｇｅｓ， ２ ｆｒｅｅ ａｄｊａｃｅｎｔ ｅｄｇｅｓ
ａｎｄ ａ ｆｒｅｅ ｃｏｒｎｅｒ ｐｏｉｎｔ ｕｎｄｅｒ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｌｏａｄ

最后，我们选择该组外力为下述特殊数值的一组： 在 Ｖ１ｘａ， Ｖ１ｙｂ， Ｒ１ａｂ 和 Ｐ１ 共同作用下，让
ｗ１（ｘ，ｙ） ｘ ＝ ａ，ｗ１（ｘ，ｙ） ｙ ＝ ｂ 和 ｗ１（ｘ，ｙ） ｘ ＝ ａ，ｙ ＝ ｂ 均为 ０，并且Ｍ ＋
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１ｙ０， 而弯曲矩形板

为小挠度．在这样一个过程之后，可以看到，图 １（ｃ）所示弯曲矩形板转换成图 １（ｄ）所示板．即，
在这样一组特殊载荷作用下，两邻边固定另两邻边自由且角点悬空的弯曲矩形板被转换成在
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一集中载荷作用下四边简支的弯曲矩形板．
因此我们得出结论，功的互等定理同样适用于分别受到第 １ 组力和第 ２ 组力作用的两个

不相同的弯曲矩形板．

３　 弯曲薄板的修正的功的互等定理

从上述分析，能够看到，Ｂｅｔｔｉ 的功的互等定理的命题在原则上不同于上述结论．这是由于

在证明 Ｂｅｔｔｉ 的功的互等定理的过程中，“一个弯曲薄板”和“两组力的作用”可能出现的矛盾

没有被考虑．事实上，两组力的任何一组力都有可能改变给定的弯曲薄板成为另一个弯曲薄

板．因此，必须解决这个矛盾．这里有两种解法，让我们分述如下：
３．１　 弯曲薄板的第一修正的功的互等定理

第 １ 个解法是保持“一个弯曲薄板”不变，而“两组力的作用”不再是独立的，而应满足已

知“一个弯曲薄板”的位移边界条件．为了比较清楚地说明这一问题，引入一个线性相关力的定

义，在这样力作用下，给定“一个弯曲薄板”的位移边界条件被满足．因此，Ｂｅｔｔｉ 的功的互等定

理可被修正如下：当一个弯曲薄板分别受到第 １ 组线性相关的力作用和第 ２ 组线性相关的力

作用时，则有第 １ 组线性相关的力（包括体力和表面反力）在第 ２ 组线性相关力作用所产生的

相应位移上所做的功等于第 ２ 组线性相关的力（包括体力和表面反力）在第 １ 组线性相关力

作用所产生的相应位移上所做的功．这就是弯曲薄板的第一修正的功的互等定理．
３．２　 弯曲薄板的第二修正的功的互等定理

解决上述矛盾的第 ２ 个方法是保持两组力的独立性，而“一个弯曲薄板”不能再被保持．这
是由于两组独立的力的任意一组力都可能改变已知的“一个弯曲薄板”成为另外一个弯曲薄

板．在这种情况下，Ｂｅｔｔｉ 的功的互等定理可被修正如下：当两个不相同的弯曲薄板分别受到第

１ 组独立的力和第 ２ 组独立的力作用时，则有第 １ 组的独立力（包括体力和表面反力）在第 ２
弯曲薄板的相应位移上所做的功等于第 ２ 组独立力（包括体力和表面反力）在第 １ 弯曲薄板

相应位移上所做的功．应该注意的是，两个弯曲薄板应该是线弹性的并且处于真实状态，两个

板都应是小挠度．
比较第一修正的功的互等定理与 Ｂｅｔｔｉ 的功的互等定理，可以看到，在两组力是线性相关

的条件下，Ｂｅｔｔｉ 的功的互等定理与第一修正的功的互等定理是一致的．
比较两个修正的功的互等定理，可以看到，第一修正的功的互等定理只适用于在两组线性

相关力作用下的一个弯曲薄板，而第二修正的功的互等定理适用于分别在第 １ 组独立的力和

第 ２ 组独立的力作用下的两个不相同的弯曲薄板．故采用第二修正的功的互等定理作为修正

的功的互等定理．

４　 弯曲薄板修正的功的互等定理的证明

考虑不相同的两个弯曲薄板，如图 ３（ａ）和图 ３（ｂ）所示．根据修正的功的互等定理，则有

第 １ 薄板的外力在第 ２ 薄板的相应挠度和转角上所做的功等于第 ２ 薄板的外力在第 １ 薄板的

相应挠度和转角上所做的功，于是有
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　 　 　 　 ∫
ｓ２θ
Ｍ
－

２ｎθ

∂ｗ－ １

∂ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

θ

ｄｓ ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｒ
－

２ｉｗ
－

１ｉ ． （３）

这里，带脚标 １，２ 的字母分别表示第 １ 薄板和第 ２ 薄板的相应力学量；带上横线并带脚标 １，２
的字母分别表示第 １ 薄板和第 ２ 薄板的真实边界值； ｓｖ，ｓｗ，ｓＭ 和 ｓθ 分别表示已知切力的边界

域、已知挠度的边界域、已知法向弯矩的边界域和已知法向转角的边界域．且

　 　 Ｖｎ ＝ Ｑｎ ＋
∂Ｍｎｓ

∂Ｓ
， Ｒｃ ＝ ［Ｍｎｓ（Ｓｃ ＋ Ｏ） － Ｍｎｓ（Ｓｃ － Ｏ）］ （４）

分别表示边界上的等效切力和角点力．

图 ３（ａ） 　 具有曲线边界的第 １ 弯曲矩形板 图 ３（ｂ） 　 具有曲线边界的第 ２ 弯曲矩形板

Ｆｉｇ．３（ａ） 　 Ｔｈｅ １ｓｔ ｂｅｎｄｉｎｇ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ Ｆｉｇ．３（ｂ） 　 Ｔｈｅ ２ｎｄ ｂｅｎｄｉｎｇ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ
ｃｕｒｖｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｕｒｖｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ

应用平衡方程、协调条件、弯矩⁃曲率的线性关系、扭矩⁃扭率的线性关系和 Ｇｒｅｅｎ（格林）公
式，式（３）左端第 １ 项成为

　 　 ∫∫
Ω
ｑ１ｗ２ｄｘｄｙ ＝ － ∫∫

Ω

∂Ｑ１ｘ

∂ｘ
＋

∂Ｑ１ｙ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｗ２ｄｘｄｙ ＝

　 　 　 　 － ∫
ｓ
（Ｑ１ｘ ｌ ＋ Ｑ１ｙｍ）ｗ２ｄｓ ＋ ∫∫

Ω
Ｑ１ｘ

∂ｗ２

∂ｘ
＋ Ｑ１ｙ

∂ｗ２

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘｄｙ ＝

　 　 　 　 － ∫
ｓ
（Ｑ１ｘ ｌ ＋ Ｑ１ｙｍ）ｗ２ｄｓ ＋ ∫∫

Ω

∂Ｍ１ｘ

∂ｘ
＋

∂Ｍ１ｘｙ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷
∂ｗ２

∂ｘ
＋

∂Ｍ１ｘｙ

∂ｘ
æ

è
ç

é

ë
ê
ê

＋ ∂Ｍ１ｙ

∂ｙ
ö

ø
÷
∂ｗ２

∂ｙ
ù

û
ú
ú ｄｘｄｙ ＝

　 　 　 　 － ∫
ｓ
（Ｑ１ｘ ｌ ＋ Ｑ１ｙｍ）ｄｓ ＋ ∫

ｓ
Ｍ１ｘ ｌ

∂ｗ２

∂ｘ
＋ Ｍ１ｙｍ

∂ｗ２

∂ｙ
＋ Ｍ１ｘｙ ｍ

∂ｗ２

∂ｘ
＋ ｌ

∂ｗ２

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｓ －

　 　 　 　 ∫∫
Ω
Ｍ１ｘ

∂２ｗ２

∂ｘ２
＋ Ｍ１ｙ

∂２ｗ２

∂ｙ２

æ

è
ç ＋ ２Ｍ１ｘｙ

∂２ｗ２

∂ｘ∂ｙ
ö

ø
÷ ｄｘｄｙ ＝

　 　 　 　 － ∫
ｓ
Ｑ１ｎｗ２ｄｓ ＋ ∫

ｓ
Ｍ１ｎ

∂ｗ２

∂ｎ
＋ Ｍ１ｎｓ

∂ｗ２

∂ｓ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｓ ＋

　 　 　 　 ∫∫
Ω

∂２ｗ１

∂ｘ２

∂２ｗ２

∂ｘ２
＋

∂２ｗ１

∂ｙ２

∂２ｗ２

∂ｙ２
＋ ν

∂２ｗ１

∂ｘ２

∂２ｗ２

∂ｙ２
＋

∂２ｗ１

∂ｙ２

∂２ｗ２

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋é

ë

ê
ê

　 　 　 　 ２（１ － ν）
∂２ｗ１

∂ｘ∂ｙ
∂２ｗ２

∂ｘ∂ｙ
ù

û
ú
ú ｄｘｄｙ ＝

　 　 　 　 － ∫
ｓ１ｖ
Ｖ１ｎｖｗ２ｖｄｓ － ∫

ｓ１ｗ
Ｖ１ｎｗｗ２ｗｄｓ ＋ ∫

ｓ１Ｍ
Ｍ１ｎ

∂ｗ２

∂ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｍ

ｄｓ ＋ ∫
ｓ１θ
Ｍ１ｎθ

∂ｗ２

∂ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

θ

ｄｓ －∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｒ１ｉｗ２ｉ ＋
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　 　 　 　 Ｄ∫∫
Ω

∂２ｗ１

∂ｘ２

∂２ｗ２

∂ｘ２
＋

∂２ｗ１

∂ｙ２

∂２ｗ２

∂ｙ２
＋ ν

∂２ｗ１

∂ｘ２

∂２ｗ２

∂ｙ２
＋

∂２ｗ１

∂ｙ２

∂２ｗ２

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋é

ë

ê
ê

　 　 　 　 ２（１ － ν）
∂２ｗ１

∂ｘ∂ｙ
∂２ｗ２

∂ｘ∂ｙ
ù

û
ú
ú ｄｘｄｙ ． （５）

将式（５）代入式（３）左端第 １ 项，并注意到两弯曲薄板都应满足位移边界条件和静力边界

条件，则有

　 　 － ∫
ｓ１ｖ
Ｖ１ｎｖｗ２ｖｄｓ ＋ ∫

ｓ１ｖ
Ｖ
－

１ｎｖｗ
－

２ｖｄｓ ＝ ０， （６）

　 　 － ∫
ｓ１ｗ
Ｖ１ｎｗｗ２ｗｄｓ ＋ ∫

ｓ１ｗ
Ｖ
－

１ｎｗｗ
－

２ｗｄｓ ＝ ０， （７）

　 　 ＋ ∫
ｓ１Ｍ
Ｍ１ｎ

∂ｗ２

∂ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｍ

ｄｓ － ∫
ｓ１Ｍ
Ｍ
－

１ｎ

∂ｗ－ ２

∂ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｍ

ｄｓ ＝ ０， （８）

　 　 ＋ ∫
ｓ１θ
Ｍ１ｎθ

∂ｗ２

∂ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

θ

ｄｓ － ∫
ｓ１θ
Ｍ
－

１ｎθ

∂ｗ－ ２

∂ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

θ

ｄｓ ＝ ０， （９）

　 　 － Ｒ１ｃｗ２ｃ ＋ Ｒ
－

１ｃｗ
－

２ｃ ＝ ０． （１０）
最后得到

　 　 ∫∫
Ω
ｑ１ｗ２ｄｘｄｙ ＋ ∫

ｓ１ｖ
Ｖ
－

１ｎｖｗ
－

２ｖｄｓ ＋ ∫
ｓ１ｗ
Ｖ
－

１ｎｗｗ
－

２ｗｄｓ － ∫
ｓ１Ｍ
Ｍ
－

１ｎＭ

∂ｗ－ ２

∂ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｍ

ｄｓ －

　 　 　 　 ∫
ｓ２θ
Ｍ
－

１ｎθ

∂ｗ－ ２

∂ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

θ

ｄｓ ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｒ
－

１ｉｗ
－

２ｉ ＝ Ｄ∫∫
Ω

∂２ｗ１

∂ｘ２

∂２ｗ２

∂ｘ２
＋

∂２ｗ１

∂ｙ２

∂２ｗ２

∂ｙ２

é

ë

ê
ê

＋

　 　 　 　 ν
∂２ｗ１

∂ｘ２

∂２ｗ２

∂ｙ２
＋

∂２ｗ１

∂ｙ２

∂２ｗ２

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ２ １ － ν( )

∂２ｗ１

∂ｘ∂ｙ
∂２ｗ２

∂ｘ∂ｙ
ù

û
ú
ú ｄｘｄｙ ． （１１）

同法，可证明式（３）的右端项也等于式（１１）的右端项，于是弯曲薄板的修正的功的互等定

理被证．

５　 Ｂｅｔｔｉ 的功的互等定理用于求解弯曲矩形板挠曲面方程的不可行性

考虑一在均布载荷作用下的两邻边固定另两邻边自由且角点悬空的弯曲矩形板作为实际

系统，如图 ２ 所示．首先，我们试图应用 Ｂｅｔｔｉ 的功的互等定理来求解这一问题．

图 ４　 在一单位集中载荷作用下两邻边固定，另两邻边自由且角点悬空的弯曲矩形板

Ｆｉｇ．４　 Ａ ｂｅｎｄｉｎｇ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ２ ｆｉｘｅｄ ａｄｊａｃｅｎｔ ｅｄｇｅｓ， ２ ｆｒｅｅ ａｄｊａｃｅｎｔ ｅｄｇｅｓ
ａｎｄ ａ ｆｒｅｅ ｃｏｒｎｅｒ ｐｏｉｎｔ ｕｎｄｅｒ ａ ｕｎｉｔ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｌｏａｄ

Ｂｅｔｔｉ 的功的互等定理限定，两组力必须分别作用于相同的矩形板上．因此，应该取在一单

位集中载荷作用下的相同矩形板作为基本系统，如图 ４ 所示．应用 Ｂｅｔｔｉ 的功的互等定理于图 ２
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所示实际系统和图 ４ 所示基本系统，得到

　 　 ｗ２（ξ，η） ＝ ∫ａ
０
∫ｂ

０
ｑ２ｗ１（ｘ，ｙ；ξ，η）ｄｘｄｙ， （１２）

其中 ｗ２（ξ，η） 是实际系统的解，和 ｗ１（ｘ，ｙ；ξ，η） 是基本系统的基本解；可知，求解 ｗ１（ｘ，ｙ；ξ，
η） 比求解 ｗ２（ξ，η） 要困难得多．而且只有在求出 ｗ１（ｘ，ｙ；ξ，η） 后再通过积分才能求出 ｗ２（ξ，
η） ．因此，试图应用 Ｂｅｔｔｉ 的功的互等定理来求解矩形板的挠曲面方程是不可行的．

６　 应用修正的功的互等定理于求解弯曲矩形板

挠曲面方程（功的互等法）
现在应用修正的功的互等定理求解如图 ２ 所示弯曲矩形板的挠曲面方程．去掉两个固定

边 ｘ ＝ ０ 和 ｙ ＝ ０ 的弯曲约束，用两个作用于 ｘ ＝ ０ 和 ｙ ＝ ０ 两个简支边的分布弯矩Ｍｘ０ 和Ｍｙ０ 代

替．于是得到图 ５ 所示弯曲矩形板的实际系统，并假设

　 　 Ｍｘ０ ＝ ∑
∞

ｎ ＝ １，２
Ａｎｓｉｎ（βｎｙ）， （１３）

　 　 Ｍｙ０ ＝ ∑
∞

ｍ ＝ １，２
Ｃｍｓｉｎ（αｍｘ）， （１４）

　 　 ｗｘａ ＝ ∑
∞

ｎ ＝ １，２
ｂｎｓｉｎ（βｎｙ） ＋ ｙ

ｂ
ｋ， （１５）

　 　 ｗｙｂ ＝ ∑
∞

ｍ ＝ １，２
ｄｍｓｉｎ（αｍｘ） ＋ ｘ

ａ
ｋ， （１６）

其中 αｍ ＝ ｍπ ／ ａ，βｎ ＝ ｎπ ／ ｂ；Ａｎ，Ｃｍ，ｂｎ，ｄｍ 和 ｋ 均为待定常数．

图 ５　 均载作用下两邻边固定，另两邻边自由 图 ６　 弯曲矩形板的基本系统

且角点悬空的弯曲矩形板的实际系统 Ｆｉｇ．６　 Ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｂｅｎｄｉｎｇ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ
Ｆｉｇ．５　 Ｔｈｅ ａ ｃｔｕａｌ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｂｅｎｄｉｎｇ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ

ｗｉｔｈ ２ ｆｉｘｅｄ ａｄｊａｃｅｎｔ ｅｄｇｅｓ， ２ ｆｒｅｅ ａｄｊａｃｅｎｔ
ｅｄｇｅｓ ａｎｄ ａ ｆｒｅｅ ｃｏｒｎｅｒ ｐｏｉｎｔ ｕｎｄｅｒ
ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｌｏａｄ

修正的功的互等定理适用于在各自外力作用下的两个不相同的弯曲矩形板．因此，可取在

一单位集中载荷作用下的四边简支矩形板作为基本系统，如图 ６ 所示．在图 ６ 所示基本系统矩

形板和图 ５ 所示实际系统矩形板之间应用修正的功的互等定理，则得

　 　 ｗ（ξ，η） ＝ ∫ａ
０
∫ｂ

０
ｑｗ１（ｘ，ｙ；ξ，η）ｄｘｄｙ ＋ ∫ｂ

０
Ｍｘ０ｗ１，ｘ０ｄｙ ＋ ∫ａ

０
Ｍｙ０ｗ１，ｙ０ｄｘ －

　 　 　 　 ∫ｂ
０
Ｖ１ｘａｗｘａｄｙ － ∫ａ

０
Ｖ１ｙｂｗｙｂｄｘ ＋ Ｒ１ａｂｋ， （１７）
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其中 ｗ（ξ，η） 是实际系统的挠曲面方程；ｗ１（ｘ，ｙ；ξ，η） 是基本解；ｗ１，ｘ０ 和ｗ１，ｙ０ 是基本系统在 ｘ ＝
０ 边和 ｙ ＝ ０ 边的转角；Ｖ１ｘａ 和 Ｖ１ｙｂ 是基本系统在 ｘ ＝ ０ 边和 ｙ ＝ ０ 边的等效切力；Ｒ１ａｂ 是基本系

统在 ｘ ＝ ａ，ｙ ＝ ｂ 角点上的角点力．它们都已被计算出来．
将式（１３） ～ （１６）、基本解及其相应的边界值代到式（１７）中，并且进行计算，则得

ｗ（ξ，η） ＝

　 　 ２ｑ
Ｄａ ∑

∞

ｍ ＝ １，２
１ ＋ １

２ｃｏｓｈ（（１ ／ ２）αｍｂ）
αｍ η － ｂ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎｈ αｍ η － ｂ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ －é

ë
êê{

　 　 ２ ＋ １
２

αｍｂｔａｎｈ
１
２

αｍｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓｈ αｍ η － ｂ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
úú } ［１ － （ － １）ｍ］

α５
ｍ

ｓｉｎ（αｍξ） ＋

　 　 １
２Ｄ ∑

∞

ｎ ＝ １，２
( －

βｎａ
ｓｉｎｈ２（βｎａ）

ｓｉｎｈ（βｎξ） ＋ ｃｏｔｈ（βｎａ）βｎξｃｏｓｈ（βｎξ） －

　 　 βｎξｓｉｎｈ（βｎξ） ) １
β２
ｎ

ｓｉｎ（βｎη）（Ａｎ） ＋

　 　 １
２Ｄ ∑

∞

ｍ ＝ １，２
( －

αｍｂ
ｓｉｎｈ２（αｍｂ）

ｓｉｎｈ（αｍη） ＋ ｃｏｔｈ（αｍｂ）αｍηｃｏｓｈ（αｍη） －

　 　 αｍηｓｉｎｈ（αｍη） ) １
α２

ｍ

ｓｉｎ（αｍη）（Ｃｍ） ＋

　 　 １
２ ∑

∞

ｎ ＝ １，２
［２ ＋ （１ － ν）（βｎａｃｏｔｈ（βｎａ） － βｎξｃｏｔｈ（βｎξ））］

ｓｉｎｈ（βｎξ）
ｓｉｎｈ（βｎａ）

ｓｉｎ（βｎη）（ｂｎ） ＋

　 　 １
２ ∑

∞

ｍ ＝ １，２
［２ ＋ （１ － ν）（αｍｂｃｏｔｈ（αｍｂ） － αｍηｃｏｔｈ（αｍη））］

ｓｉｎｈ（αｍη）
ｓｉｎｈ（αｍｂ）

ｓｉｎ（αｍξ）（ｄｍ） ＋

　 　 ξη
ａｂ

ｋ ． （１８）

式（１８）应满足下述边界条件：

　 　 ∂ｗ
∂ξ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ξ ＝ ０
＝ ０， （１９）

　 　 ∂ｗ
∂η

æ

è
ç

ö

ø
÷

η ＝ ０
＝ ０， （２０）

　 　 － Ｄ
∂３ｗ
∂ξ３

＋ （２ － ν） ∂３ｗ
∂ξ∂η２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ξ ＝ ａ

＝ ０， （２１）

　 　 － Ｄ
∂３ｗ
∂η３

＋ （２ － ν） ∂３ｗ
∂ξ２∂η

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

η ＝ ｂ

＝ ０， （２２）

　 　 － ２Ｄ（１ － ν） ∂３ｗ
∂ξ∂η

æ

è
ç

ö

ø
÷

ξ ＝ ａ，η ＝ ｂ
＝ ０； （２３）

而边界条件

　 　 ｗξ ＝ ０ ＝ ０， （２４）
　 　 ｗη ＝ ０ ＝ ０， （２５）

　 　
∂２ｗ
∂ξ２

＋ ν ∂２ｗ
∂η２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ξ ＝ ａ

＝ ０， （２６）
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∂２ｗ
∂η２

＋ ν ∂２ｗ
∂ξ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

η ＝ ｂ

＝ ０ （２７）

已被式（１８）所满足．
将式（１８）代入到式（１９） ～ （２３）中，得到关于边界条件（１９） ～ （２３）相应的执行方程：

　 　 ｑ
Ｄｂ

［１ ＋ （ － １） ｎ＋１］ ｔａｎｈ １
２

βｎａ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

βｎａ
２ ｃｏｓｈ２（（１ ／ ２）βｎａ）

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
β４
ｎ

＋

　 　 　 　 １
２Ｄ ｃｏｔｈ（βｎａ） －

βｎａ
ｓｉｎｈ２（βｎａ）

æ

è
ç

ö

ø
÷
Ａｎ

βｎ

＋ ２
Ｄｂ ∑

∞

ｍ ＝ １，２

αｍ βｎ

Ｋ２
ｍｎ

Ｃｍ ＋

　 　 　 　 １
２

１
ｓｉｎｈ（βｎａ）

＋ βｎａ
ｃｏｓｈ（βｎａ）
ｓｉｎｈ２（βｎａ）

＋ ν １
ｓｉｎｈ（βｎａ）

－ βｎａ
ｃｏｓｈ（βｎａ）
ｓｉｎｈ２（βｎａ）

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
βｎｂｎ ＋

　 　 　 　 ２
ｂ ∑

∞

ｍ ＝ １，２

（ － １）ｍ＋１αｍ

Ｋ２
ｍｎ

［β３
ｎ ＋ （２ － ν）α２

ｍ βｎ］ｄｍ ＋ ２
ａｂ

（ － １） ｎ＋１

βｎ
ｋ３ ＝ ０， （２８）

　 　 ｑ
Ｄａ

［１ ＋ （ － １）ｍ＋１］ ｔａｎｈ １
２

αｍｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

αｍｂ
２ ｃｏｓｈ２（（１ ／ ２）αｍｂ）

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
α４

ｍ

＋

　 　 　 　 ２
Ｄａ ∑

∞

ｎ ＝ １，２

αｍ βｎ

Ｋ２
ｍｎ

Ａ ＋ １
２Ｄ ｃｏｔｈ（αｍｂ） －

αｍｂ
ｓｉｎｈ２（αｍｂ）

æ

è
ç

ö

ø
÷
Ｃｍ

αｍ

＋

　 　 　 　 ２
ａ ∑

∞

ｎ ＝ １，２

（ － １）ｍ＋１αｍ

Ｋ２
ｍｎ

［α３
ｍ ＋ （２ － ν）α２

ｍ βｎ］ｂｎ ＋

　 　 　 　 １
２
［１ ＋ αｍｂｃｏｔｈ（αｍｂ） ＋ ν（１ － αｍｂｃｏｔｈ（αｍｂ））］αｍ

ｄｍ

ｓｉｎｈ（αｍｂ）
＋

　 　 　 　 ２
ａｂ

（ － １）ｍ＋１

αｍ
ｋ３ ＝ ０， （２９）

　 　 ｑ
ｂ
［１ ＋ （ － １） ｎ＋１］ － （３ － ν）ｔａｎｈ １

２
βｎａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ （１ － ν）

βｎａ
２ ｃｏｓｈ２（（１ ／ ２）βｎａ）

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
β２
ｎ

－

　 　 　 　 １
２
［（１ ＋ βｎａｃｏｔｈ（βｎａ）） ＋ ν（１ － βｎａｃｏｔｈ（βｎａ））］

βｎ

ｓｉｎｈ（βｎａ）
Ａｎ ＋

　 　 　 　 ２
ｂ ∑

∞

ｍ ＝ １，２

（ － １）ｍαｍ

Ｋ２
ｍｎ

［α２
ｍ βｎ ＋ （２ － ν）β３

ｎ］Ｃｍ ＋

　 　 　 　 Ｄ
２

é

ë

ê
ê
２（１ － ν２）ｃｏｓｈ（βｎａ） ＋

　 　 　 　 （１ － ν） ２ ｃｏｓｈ（βｎａ） ＋
βｎａ

ｓｉｎｈ（βｎａ）
æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û

ú
ú

β３
ｎ

ｓｉｎｈ（βｎａ）
ｂｎ －

　 　 　 　 ２Ｄ
ｂ

（１ － ν） ２ ∑
∞

ｍ ＝ １，２

（ － １）ｍ＋ｎα３
ｍ β３

ｎ

Ｋ２
ｍｎ

ｄｍ ＝ ０， （３０）

　 　 ｑ
ａ
［１ ＋ （ － １）ｍ＋１］ － （３ － ν）ｔａｎｈ １

２
αｍｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ （１ － ν）

αｍｂ
２ ｃｏｓｈ２（（１ ／ ２）αｍｂ）

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
α２

ｍ

＋

　 　 　 　 ２
ａ ∑

∞

ｎ ＝ １，２

（ － １） ｎβｎ

Ｋ２
ｍｎ

［αｍ β２
ｎ ＋ （２ － ν）α３

ｍ］Ａｎ －
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　 　 　 　 １
２
［（１ ＋ αｍｂｃｏｔｈ（αｍｂ）） ＋ ν（１ － αｍｂｃｏｔｈ（αｍｂ））］

αｍ

ｓｉｎｈ（αｍｂ）
Ｃｍ －

　 　 　 　 ２Ｄ
ａ

（１ － ν） ２∑
∞

ｎ ＝ １，２

（ － １）ｍ＋ｎα３
ｍ β３

ｎ

Ｋ２
ｍｎ

ｂｎ ＋ Ｄ
２

é

ë

ê
ê
２（１ － ν２）ｃｏｓｈ（αｍｂ） ＋

　 　 　 　 （１ － ν） ２ ｃｏｓｈ（αｍｂ） ＋
αｍｂ

ｓｉｎｈ（αｍｂ）
æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û

ú
ú

α３
ｍ

ｓｉｎｈ（αｍｂ）
ｄｍ ＝ ０， （３１）

　 　 ２ｑ
ｂ
（１ － ν）∑

∞

ｎ ＝ １，２
１ ＋ （ － １） ｎ＋１[ ] ｔａｎｈ １

２
βｎａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

βｎａ
２ ｃｏｓｈ２（（１ ／ ２）βｎａ）

æ

è
ç

ö

ø
÷
（ － １） ｎ

β３
ｎ

－

　 　 　 　 （１ － ν）∑
∞

ｎ ＝ １，２
（１ － βｎａｃｏｔｈ（βｎａ））

（ － １） ｎ

ｓｉｎｈ（βｎａ）
Ａｎ －

　 　 　 　 （１ － ν） ∑
∞

ｍ ＝ １，２
（１ － αｍｂｃｏｔｈ（αｍｂ））

（ － １） ｎ

ｓｉｎｈ（αｍｂ）
Ｃｍ －

　 　 　 　 Ｄ（１ － ν）∑
∞

ｎ ＝ １，２
ｃｏｓｈ（βｎａ） ＋

βｎａ
ｓｉｎｈ（βｎａ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋é

ë
ê
ê

　 　 　 　 ν ｃｏｓｈ（βｎａ） －
βｎａ

ｓｉｎｈ（βｎａ）
æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
ú
ú

（ － １） ｎβ２
ｎ

ｓｉｎｈ（βｎａ）
ｂｎ －

　 　 　 　 Ｄ（１ － ν） ∑
∞

ｍ ＝ １，２
ｃｏｓｈ（αｍｂ） ＋

αｍｂ
ｓｉｎｈ（αｍｂ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋é

ë
ê
ê

　 　 　 　 ν ｃｏｓｈ（αｍｂ） －
αｍｂ

ｓｉｎｈ（αｍｂ）
æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
ú
ú

（ － １）ｍα２
ｍ

ｓｉｎｈ（αｍｂ）
ｄｍ － ２Ｄ（１ － ν） １

ａｂ
ｋ３ ＝ ０． （３２）

作为一数值算例，取 ｂ ／ ａ ＝ １， ν ＝ ０．３， Ａｎ ＝ Ｃｍ， ｂｎ ＝ ｄｍ 和ｍ， ｎ ＝ １，２，…，２４．进行计算，沿
ｙ ＝ ａ 自由边的挠度值给于表 １，相应的挠度曲线示于图 ７．沿 ｙ ＝ ０ 固定边的弯矩给于表 ２ 和示

于图 ８．

图 ７　 ｙ ＝ ａ 自由边挠度分布 图 ８　 ｙ ＝ ０ 固定边的弯矩分布

Ｆｉｇ．７　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ Ｆｉｇ．８　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔ

ａｌｏｎｇ ｆｒｅｅ ｅｄｇｅ ｙ ＝ ａ ａｌｏｎｇ ｆｉｘｅｄ ｅｄｇｅ ｙ ＝ ０

表 １　 ｙ ＝ ａ 自由边挠度分布 （ｑａ４ ／ Ｄ）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ａｌｏｎｇ ｆｒｅｅ ｅｄｇｅ ｙ ＝ ａ（ｑａ４ ／ Ｄ）

ｘ ／ ａ ０ ０．２５ ０．５０ ０．７５ １．００
ｗｙａ ０ ０．００６ ７７０ ７ ０．０１９ ９９３ ０．０３２ ８７２ ０．０４３ ６７８
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表 ２　 ｙ ＝ ０ 固定边的弯矩分布 （ － ｑａ２）

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔ ａｌｏｎｇ ｆｉｘｅｄ ｅｄｇｅ ｙ ＝ ０（ － ｑａ２）

ｘ ／ ａ ０ ０．２ ０．４ ０．６ ０．８
Ｍｙ０ ０ ０．０３４ ７１９ ０．０９１ ０２０ ０．１６３ ２９０ ０．２３４ ０００

ｘ ／ ａ ０．９ ０．９５ ０．９７５
Ｍｙ０ ０．２９３ ２３０ ０．３２７ ０６０ ０．３２３ ４７０

　 　 本文所得的结果与文献［２６］相同，而本文的计算过程非常简便．

７　 结　 　 论

１） 弯曲薄板的 Ｂｅｔｔｉ 的功的互等定理命题的两个主要前提，“一个弯曲薄板”和“两组力的

作用”是相互矛盾的，这一矛盾导致 Ｂｅｔｔｉ 定理是一个有逻辑错误的定理．
２） 应用弯曲薄板的 Ｂｅｔｔｉ 的功的互等定理求解弯曲矩形板的挠曲面方程是不可行的．
３） 基于对弯曲薄板 Ｂｅｔｔｉ 的功的互等定理的分析，给出了弯曲薄板的修正的功的互等定

理，该定理可以叙述为：两个不相同的小挠度线弹性弯曲薄板分别在第 １ 组独立的力和第 ２ 组

独立的力作用下处于真实状态，则有作用于第 １ 弯曲薄板的外力（包括体力和边界反力）在第

２ 弯曲薄板相应位移上所做的功等于作用于第 ２ 弯曲薄板的外力（包括体力和边界反力）在第

１ 弯曲薄板相应位移上所做的功．
４） 弯曲薄板的修正的功的互等定理为功的互等法提供了理论基础，该法是求解弯曲矩形

板平衡、振动和稳定问题的一个新的和强有力的方法．
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ａｎｄ ｐｏｗｅｒｆｕｌ ｗａｙ ｔｏ ｔｈｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｂｅｎｄｉｎｇ ｐｌａｔｅｓ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： Ｂｅｔｔｉ’ｓ ｒｅｃｉｐｒｏｃａｌ ｔｈｅｏｒｅｍ ｏｆ ｗｏｒｋｓ； ｃｏｒｒｅｃｔｅｄ ｒｅｃｉｐｒｏｃａｌ ｔｈｅｏｒｅｍ ｏｆ ｗｏｒｋｓ；
１ ｂｅｎｄｉｎｇ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅ； ａｃｔｉｏｎ ｏｆ ２ ｓｅｔｓ ｏｆ ｆｏｒｃｅｓ

９０２１弯曲薄板的修正的功的互等定理及其应用


