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摘要：　 为了描述无晨昏电场情况下带电粒子在中性片磁场非小扰动区中运动的动力学特征，建
立了一个非线性的动力学系统．运用 Ｍａｗｈｉｎ 重合度理论探讨了一类非线性问题的周期解， 然后将

其应用于无晨昏电场情况下带电粒子在远磁尾中性片磁场非小扰动区中运动的动力学模型的周

期解问题的研究， 得出了带电粒子在初始位置逐渐远离中性片运动过程中存在周期轨的结果．在
此基础上，还可以进一步探讨该模型同宿轨等其它动力学行为的存在性问题．
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引　 　 言

在频繁的空间活动中，人们始终被空间环境对航天器的影响所困扰，如辐射带的剂量效

应、空间等离子体对航天器的充电效应、单个高能带电粒子造成的航天器失效等．这些影响可

能导致卫星故障甚至失效，影响了人类正常空间活动的开展．
磁层是上述现象发生的主要区域之一，研究太阳活动期间，磁层中的带电粒子环境及其动

力学过程，对解决上述问题将起到重要作用．因为磁层电磁场在不同区域的粒子动力学特征不

同，在这种复杂的磁层电磁场模式中研究磁层带电粒子的动力学问题，除利用轨道法外，其它

方法是非常困难的．所以根据磁层不同区域的电磁场特征，将磁层分成近地球区、近磁尾区和

远磁尾区 ３ 种不同区域．在远磁尾区，磁力线在赤道面上下基本上是反平行的，其南向分量很

小，因此远磁尾区的磁场可近似用中性片磁场来描述．文献［１⁃４］近似用比较简单的模式描述

不同区域的电磁场，并用不同的方法研究各个区域的粒子动力学问题．文献［５⁃９］给出了带电

粒子在磁尾磁场中运动的一般方程，再由一般方程推出带电粒子在远磁尾中性片磁场中的运

动方程，最后根据这个运动方程讨论带电粒子运动的基本规律．考虑到带电粒子在赤道面附近

的运动不满足小扰动条件，从而带电粒子的运动不能用漂移运动的小扰动理论来处理，文献

［１０］利用运动区方法讨论了带电粒子在远磁尾运动的某些特征．
无晨昏电场情况下带电粒子在远磁尾中性片磁场非小扰动区中的运动模型是非线性动力
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学模型， 具有复杂的动力行为．因此， 本文在上述工作的基础上， 建立了如下的非线性动力学

系统：
　 　 ｘ″ ＋ ÑＧ（ ｔ，ｘ） ＝ ｅ（ ｔ）， （１）

其中

ｘ（ ｔ） ＝ （ｘ１（ ｔ），ｘ２（ ｔ），…，ｘｎ（ ｔ）） Ｔ ∈ Ｒｎ， ｔ ∈ Ｒ， Ｇ ∈ Ｃ１（Ｒ × Ｒｎ，Ｒ）， ｅ ∈ ＣＴ（Ｒ，Ｒｎ） ．
许多学者在大气物理、海洋气候、动力系统等方面利用数值分析方法及奇异摄动等理论研

究了一些非线性问题［１１⁃１３］ ．本文运用 Ｍａｗｈｉｎ 重合度理论，得到了方程（１）周期解的存在性，然
后将其应用到方程（１）的特殊情形，即对应在无晨昏电场下带电粒子在中性片磁场非小扰动

区中沿 ｚ 方向的非线性波动方程，得到了一定条件下该模型存在周期轨的结果．笔者曾用这种

方法成功地解决了一些非线性模型的周期轨和同宿轨问题［１４⁃１５］ ．

１　 非线性动力学模型

在 Ｏｘｙｚ直角坐标系中，设 ｘ轴指向地球，在近磁尾和远磁尾的交界面上 ｘ为 ０．ｚ轴指向北，
ｙ 轴指向晨昏方向．ｚ ＝ ０ 平面上磁场为 ０， 而且在此平面上下磁场的方向相反， 即为中性片磁

场．文献［９］ 描述了带电粒子在中性片磁场中沿 ｚ 方向运动的基本方程：

　 　 ｄ２ｚ
ｄｔ２

＋
４ｖ２ ｓｉｎ２ β ０

Ｌ２
β

ｃｏｓ α０ －
２ｚ２０
Ｌ２
β

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｚ ＋

８ｖ２ ｓｉｎ２ β ０

Ｌ４
β

ｚ３ ＝ ０， （２）

其中 β ０ 代表粒子初始速度 ｖ０ 与 ｘ 轴的初始夹角，在中性片磁场中由于磁场沿 ｘ 轴方向，因此，
β ０ 代表粒子的初始投掷角；α０ 表示 ｖ０ 在 ｙｚ 平面上的投影与 ｙ 轴的初始夹角，相当于圆周轨道

中的经度角；Ｌβ 是投掷角为 β ０ 时的单位制（长度单位）．
为了研究带电粒子在非小扰动区域中沿 ｚ 方向的运动， 将方程（２）中的几个变量作如下

的变换：

　 　 τ ＝ （２ ２ ｖｓｉｎ β ０） ｔ， ｚ ＝ ｚαＺ， Ｂ ＝ ｚ２α， Ａ ＝
ｃｏｓ α０ － ２ｚ２０

２
，

其中 τ 为粒子速度及投掷角有关的时间参数．经过这些变换，并令 Ｌβ ＝ １， 方程（２）就变成

　 　 ｄ２Ｚ
ｄτ ２

＋ ＡＺ ＋ ＢＺ３ ＝ ０． （３）

显然方程（３）是方程（１）中取 ÑＧ（ ｔ，ｘ） ＝ Ａｘ ＋ Ｂｘ３，ｅ（ ｔ） ＝ ０，ｎ ＝ １ 的特殊情形．

２　 周期解的存在性

现考虑系统（１）的 Ｔ⁃ 周期解存在性问题，其中 Ｔ 为一正常数．
设

　 　 Ｘ ＝ ｘ ｜ ｘ ∈ Ｃ（Ｒ，Ｒｎ）， ｘ（ ｔ ＋ Ｔ） ≡ ｘ（ ｔ）{ } ，　 　 ∀ｘ ∈ Ｘ ．
定义

　 　 ｘ（ ｔ） ＝ ｘＴ（ ｔ）ｘ（ ｔ） ， ｘ ∞ ＝ ｍａｘ
ｔ∈［０，Ｔ］

ｘ（ ｔ） ， ｘ ｐ ＝ (∫Ｔ
０

ｘ（ ｔ） ｐｄｔ )
１ ／ ｐ

．

显然， Ｘ 是 Ｂａｎａｃｈ 空间．
分别定义算子

　 　 Ｌ： Ｄ（Ｌ） ⊂ Ｘ → Ｘ， Ｌｘ ＝ ｘ″ （４）
和　 　 　 Ｎ： Ｘ → Ｘ，
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　 　 ［Ｎｘ］（ ｔ） ＝ ｅ（ ｔ） － ÑＧ（ ｔ，ｘ（ ｔ））， （５）
其中

　 　 Ｄ（Ｌ） ＝ { ｘ ｜ ｘ ∈ Ｃ２（Ｒ，Ｒｎ）， ｘ（ ｔ ＋ Ｔ） ≡ ｘ（ ｔ） } ．
易见，方程（１）可转换成算子方程 Ｌｘ ＝ Ｎｘ ．此外，根据算子的定义，不难得出 ｋｅｒ Ｌ ＝ Ｒｎ，

　 　 Ｉｍ Ｌ ＝ { ｘ ∈ Ｙ， ∫Ｔ
０
ｘ（ ｓ）ｄｓ ＝ ０ } ，

因此， Ｌ 是指标为 ０ 的 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子［１６］ ．
令投影算子 Ｐ，Ｑ 分别为

　 　 Ｐ： Ｘ → ｋｅｒ Ｌ， Ｐｘ ＝ ｘ（０），

　 　 Ｑ： Ｙ → Ｉｍ Ｑ， Ｑｙ ＝ １
Ｔ ∫

Ｔ

０
ｙ（ ｓ）ｄｓ，

则 ｋｅｒ Ｌ ＝ Ｉｍ Ｐ，ｋｅｒ Ｑ ＝ Ｉｍ Ｌ ．
令 Ｋ：Ｉｍ Ｌ → Ｄ（Ｌ） ∩ ｋｅｒ Ｐ 表示 Ｌ ｜ Ｄ（Ｌ）∩ｋｅｒ Ｐ：Ｄ（Ｌ） ∩ ｋｅｒ Ｐ → Ｉｍ Ｌ 的唯一逆，根据数学分

析的知识和周期函数的性质不难得到

　 　 ［Ｋｙ］（ ｔ） ＝ ∫Ｔ
０
Ｒ（ ｔ，ｓ）ｙ（ ｓ）ｄｓ ∈ Ｄ（Ｌ），

其中

　 　 Ｒ（ ｔ，ｓ） ＝

ｓ（ ｔ － Ｔ）
Ｔ

， ０ ≤ ｓ ＜ ｔ ≤ Ｔ，

ｔ（ ｓ － Ｔ）
Ｔ

， ０ ≤ ｔ ＜ ｓ ≤ Ｔ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（６）

由式（５）、（６）可知 Ｎ 在 Ω
－
上是 Ｌ⁃ 紧的，其中 Ω 为 Ｘ 中的任意有界开集．

定理 １　 在系统（１）中，设

　 　 Ａ ＝ (∫Ｔ
０
｜ ｅ（ ｔ） ｜ ｍ／ （ｍ－１）ｄｔ )

（ｍ－１） ／ ｍ
，

若存在常数 ｍ０ ＞ ０， ｍ ＞ １， 使得内积〈ｘ， ÑＧ（ ｔ， ｘ）〉 ≤－ ｍ０ ｘ ｍ， ｘ ＜ ρ， 其中 ρ 为常数

且满足

　 　 ρ ＞ Ａ１ ／ （２（ｍ－１））·ｍ１ ／ （２（１－ｍ））
０ Ｔ －１ ／ ｍ·Ａ１ ／ （２（ｍ－１））·ｍ１ ／ （２（１－ｍ））

０ ＋ ＴＡ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

则系统（１）至少存在一个 Ｔ⁃ 周期解．
证明　 考虑方程 Ｌｘ ＝ λＮｘ，λ ∈（０，１），其中 Ｌ和Ｎ分别由式（４） 和（５） 所定义．如果 ｘ（ ｔ）

是算子方程 Ｌｘ ＝ λＮｘ，λ ∈ （０，１） 的任一解，则
　 　 ｘ″（ ｔ） ＝ λｅ（ ｔ） － λÑＧ（ ｔ，ｘ（ ｔ）） ． （７）

将方程（７）两边同乘以 ｘ（ ｔ），在［０，Ｔ］ 上积分，有

　 　 － ｘ′ ２
２ ＝ λ ∫Ｔ

０
〈ｘ，ｅ（ ｔ）〉ｄｔ － λ ∫Ｔ

０
〈ｘ，ÑＧ（ ｔ，ｘ）〉ｄｔ ．

由定理 １ 中条件及 Ｈöｌｅｒ 不等式得

　 　 ｘ′ ２
２ ＋ λｍ０ ｘ ｍ

ｍ ≤ λ ∫Ｔ
０

〈ｘ，ｅ（ ｔ）〉 ｄｔ ≤

　 　 　 　 λ ｘ ｍ (∫Ｔ
０

ｅ（ ｔ） ｍ／ （ｍ－１）ｄｔ )
（ｍ－１） ／ ｍ

＝ λＡ ｘ ｍ， （８）
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从而有 λｍ０ ｘ ｍ
ｍ ≤ λＡ ｘ ｍ， 得

　 　 ｘ ｍ ≤ Ａ
ｍ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ （ｍ－１）

＝ Ａ０ ． （９）

结合式（８）、（９）有 ｘ′ ２
２ ≤ λＡ ｘ ｍ ≤ ＡＡ０， 即

　 　 ｘ′ ２ ≤ ＡＡ０ ＝ Ａ１ ． （１０）
由文献［１７］的引理 ２．２ 知道

　 　 ｘ（ ｔ） ≤ Ｔ －１ ／ ｍ (∫ｔ ＋Ｔ ／ ２
ｔ －Ｔ ／ ２

ｘ（ ｓ） ｍｄｓ )
１ ／ ｍ

＋ Ｔ
２
Ｔ －１ ／ ２ (∫ｔ ＋Ｔ ／ ２

ｔ －Ｔ ／ ２
ｘ′（ ｓ） ２ｄｓ )

１ ／ ２
＝

　 　 　 　 Ｔ －１ ／ ｍ (∫Ｔ ／ ２
－Ｔ ／ ２

ｘ（ ｓ） ｍｄｓ )
１ ／ ｍ

＋ Ｔ
２ (∫Ｔ ／ ２

－Ｔ ／ ２
ｘ′（ ｓ） ２ｄｓ )

１ ／ ２
＝

　 　 　 　 Ｔ －１ ／ ｍ (∫Ｔ
０

ｘ（ ｓ） ｍｄｓ )
１ ／ ｍ

＋ Ｔ
２ (∫Ｔ

０
ｘ′（ ｓ） ２ｄｓ )

１ ／ ２
． （１１）

由式（１１）及（９）、（１０）得

　 　 ｘ ∞ ≤ Ｔ －１ ／ ｍ ｘ ｍ ＋ Ｔ
２

ｘ′ ２ ≤ Ｔ －１ ／ ｍＡ０ ＋ Ｔ
２

Ａ１ ＝

　 　 　 　 Ａ１ ／ （２（ｍ－１））·ｍ１ ／ （２（１－ｍ））
０ Ｔ －１ ／ ｍ·Ａ１ ／ （２（ｍ－１））·ｍ１ ／ （２（１－ｍ））

０ ＋ ＴＡ
２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝ Ｍ ．

又

　 　 ＱＮｘ ＝ １
Ｔ ∫

Ｔ

０
［ｅ（ ｔ） － ÑＧ（ ｔ，ｘ）］ｄｔ，

从而有

　 　 〈ｘ，ＱＮｘ〉 ＝ １
Ｔ ∫

Ｔ

０
〈ｘ，ｅ（ ｔ）〉ｄｔ － １

Ｔ ∫
Ｔ

０
〈ｘ，ÑＧ（ ｔ，ｘ）〉ｄｔ ≥

　 　 　 　 － １
Ｔ ∫

Ｔ

０
〈ｘ，ｅ（ ｔ）〉 ｄｔ ＋ １

Ｔ ∫
Ｔ

０
ｍ０ ｘ ｍｄｔ ≥

　 　 　 　 － ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ

ｅ（ ｔ） · ｘ ＋ ｍ０ ｘ ｍ ＝

　 　 　 　 ｘ ·[ｍ０ ｘ ｍ－１ － ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ

ｅ（ ｔ） ] ．

当 ｘ ＞ ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ

ｅ（ ｔ）( ) １ ／ （ｍ－１）ｍ１ ／ （１－ｍ）
０ ＝ Ｍ１ 时，〈ｘ，ＱＮｘ〉 ＞ ０．作

　 　 Ω ＝ { ｘ ｜ ｘ ∈ Ｘ， ｘ ∞ ≤ Ｍ ＋ Ｍ１ } ，　 　 ∀ｘ ∈ ∂Ω ∩ ｋｅｒ Ｌ，
有 ｘ ∞ ＝ Ｍ ＋ Ｍ１ ＞ Ｍ１，且〈ｘ，ＱＮｘ〉 ＞ ０．从而 ∀ｘ ∈ ∂Ω ∩ ｋｅｒ Ｌ 有 ＱＮｘ ≠０ 即 Ｎｘ ∉ Ｉｍ Ｌ ．
　 　 再令 Ｊ： Ｉｍ Ｑ → ｋｅｒ Ｌ，Ｊｘ ＝ ｘ ．

作同伦

　 　 Ｈ（ｘ，τ） ＝ τｘ ＋ （１ － τ）ＪＱＮｘ，　 　 τ ∈ ［０，１］
且

　 　 〈ｘ，Ｈ（ｘ，τ）〉 ＝ τ ｘ ２ ＋ （１ － τ）〈ｘ，ＱＮｘ〉 ＞ ０，　 　 ∀ｘ ∈ ∂Ω ∩ ｋｅｒ Ｌ ．
即 Ｈ（ｘ，τ） ≠ ０，∀ｘ ∈ ∂Ω ∩ ｋｅｒ Ｌ，τ ∈ ［０，１］ ．因此，

　 　 ｄｅｇ（ＪＱＮ，Ω ∩ ｋｅｒ Ｌ，０） ＝
　 　 　 　 ｄｅｇ（Ｈ（ｘ，０），Ω ∩ ｋｅｒ Ｌ，０） ＝
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　 　 　 　 ｄｅｇ（Ｈ（ｘ，１），Ω ∩ ｋｅｒ Ｌ，０） ＝
　 　 　 　 ｄｅｇ（Ｉ，Ω ∩ ｋｅｒ Ｌ，０） ≠ ０．

根据 Ｍａｗｈｉｎ 重合度拓展定理［１６］，系统（１） 至少存在一个 Ｔ⁃ 周期解．

３　 可行性分析

在系统（１）中令 ÑＧ（ ｔ，Ｚ） ＝ ＡＺ ＋ ＢＺ３，ｅ（ ｔ） ＝ ０，ｎ ＝ １， 得到系统（３）．
取 ｍ ＝ ２，如果满足〈Ｚ，ÑＧ（ ｔ，Ｚ）〉 ＜ － ｍ０ Ｚ ２，则根据定理 １，方程（３） 至少存在一个 Ｔ⁃

周期解．
由第 １ 节非线性动力学模型中所定义的 Ａ，Ｂ，Ｚ， 可得

　 　 Ａ ＋ ＢＺ２ ＝
ｃｏｓ α０ － ２ｚ２０

２
＋ ｚ２α

ｚ
ｚα

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝
ｃｏｓ α０ － ２ｚ２０

２
＋ ｚ２ ．

因为远磁尾区的磁场为中性片磁场，赤道面上下的磁场方向相反，而且在赤道面上磁场为 ０，
带电粒子不可能沿轨道运动到 ｚ ＞ １ 的小扰动区，所以可限制 ｚ ＜ ε（ε 为很小的正数）．

取初始位置 ｚ０ ＝ ０，初始方向 π ／ ２ ＜ α０ ＜ π，ε ＝ － ｃｏｓ α０ ／ ２ ，则有 Ａ ＋ ＢＺ２ ＜ ０．
由 Ａ ＋ ＢＺ２ 的连续性及 Ａ ＋ ＢＺ２ ＜ ０ 可知，存在常数 ｍ０ ＞ ０，使得 Ａ ＋ ＢＺ２ ＜ － ｍ０，从而有

〈Ｚ，ÑＧ（ ｔ，Ｚ）〉 ＝ ＡＺ２ ＋ ＢＺ４ ＜ － ｍ０ Ｚ ２ 成立．
因此，方程（３） 至少存在一个 Ｔ⁃ 周期解，即无晨昏电场情况下带电粒子在远磁尾中性片

磁场非小扰动区中运动的动力学模型存在周期轨．

４　 结　 　 论

１） 方程（１）在一般情况下，无论是求解析解还是近似解，或用数值计算方法得到模拟解

都相当困难．因此本文中所使用的重合度理论有别于一般的数学物理理论，其中的延拓定理是

解决动力系统周期解存在性问题非常有效和常用的方法，其关键是设法将一个模型转化成抽

象方程， 找到系统所有可能解的先验界， 它在物理、 力学、 偏微分方程等学科中都有广泛的

应用．
２） 本文首先运用 Ｍａｗｈｉｎ 重合度理论不通过求解探讨了非线性动力学系统（１）的周期

解，然后将其应用到无晨昏电场情况下带电粒子在远磁尾中性片磁场非小扰动区中的运动模

型（３）的周期解的研究，得出了带电粒子在初始位置 ｚ０ ＝ ０，初始方向 π ／ ２ ＜ α０ ＜ π 时的运

动轨道形式为“８”字形的周期性闭合轨道．与文献［９］利用小扰动技术展开方法三级近似求解

析解所得结论完全一致．在本文所得结果的基础上，还可以进一步探讨该模型同宿轨等其它动

力学行为的存在性问题．
３） 本文建立的动力学系统（１）是非自治系统，方程（３）作为方程（１）的特殊情形是自治系

统，因此，文献［９］的研究方法不适用系统（１），而本文的研究推广了文献［９］中的自治系统．
４） 无晨昏电场情况下带电粒子在远磁尾中性片磁场非小扰动区中运动的周期轨的存在，

是研究带电粒子运动过程中存在绝热不变量的前提条件，而利用这些绝热不变量可以计算中

性片等离子体粒子产生的电流和磁场，证明当中性片等离子体边界上的磁压等于中性片等离

子体的动能时，磁尾中性片磁场可以近似看成是由中性片等离子体中大量电子运动产生的自

洽场，从而为合理地解释磁尾等离子体片的空间分布以及磁层空间发生的物理过程提供了重

要的理论依据．

４８２１ 无晨昏电场下带电粒子在中性片磁场中运动的周期轨
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６８２１ 无晨昏电场下带电粒子在中性片磁场中运动的周期轨


