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摘要：　 卫星交会对接问题是实现太空平台等空间系统的关键问题之一．考虑了由于地球引力作用

而引起的卫星交会对接中的非线性动力学问题．首先，采用能量方法给出 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数；然后，通过

引入广义坐标和广义动量，以及 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 变换，得到 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程；随后，采用辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法

求解该 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程，并与传统的四阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法对比．数值结果表明：辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法

能够在积分过程中长时间保持系统的固有特性，为天体动力学问题的研究提供了良好的数值方法．
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引　 　 言

卫星的空间交会技术是大型空间飞行器在轨组装和建造空间站的必要条件，对在轨卫星

进行燃料补给、更换重要组件、升级设备的卫星、卫星俘获等军事和民用方面有着重要的作用，
具有广阔的应用前景［１］ ．

卫星空间交会研究的是追踪飞行器和目标飞行器的相对运动问题，难点在于其相对运动

方程是非线性微分方程，目前还找不到解析解，因此该模型在空间交会动力学与控制中的应用

受到一定的限制．１９６０ 年，Ｃｌｏｈｅｓｓｙ 和 Ｗｉｌｔｓｈｉｒｅ［２］ 在研究空间临近航天器交会问题时，推导了

线性化的相对运动微分方程组用于刻画飞行器交会问题，即 Ｃ⁃Ｗ（Ｃｌｏｈｅｓｓｙ⁃Ｗｉｌｔｓｈｉｒｅ）方程．针
对 Ｃ⁃Ｗ 方程，林来兴给出了相应的解析解［３］ ．由于 Ｃ⁃Ｗ 方程是线性微分方程，形式简单，有解

析解，因此在卫星空间交会和卫星编队保持方面都得到广泛的应用［４⁃５］ ．然而，Ｃ⁃Ｗ 方程在研究

卫星空间交会时存在以下两点不足［３］：１） 只适用于近圆轨道空间交会问题；２） 只适用于短时

间、短距离交会．研究者们又推导了卫星空间交会的非线性动力学模型．在目标飞行器上建立

轨道坐标系，卫星空间交会的非线性微分方程可通过追踪飞行器在仅受重力作用时的 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 方程严格推导，通过将非线性部分线性化可得到 Ｃ⁃Ｗ 方程．林来兴［６］ 通过数值分析说

明，非线性动力学方程比 Ｃ⁃Ｗ 方程在长时间制导过程中有更高的精确度．然而，非线性方程由
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于没有解析解，这些工作在卫星空间交会过程没有得到广泛的应用．
对于复杂的非线性动力学系统，一般解析解很难得到，因此非线性动力学方程的数值解在

动力学中显得尤其重要．１８３５ 年，英国科学家 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 在 Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统下通过引入广义动量

的概念，得到了广泛应用于物理学上的一套完整的动力学理论，称为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统［７］ ．Ｈａｍｉｌ⁃
ｔｏｎ 系统有很多优越的内在特性，如 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的运动状态变换为辛变换、它的相流形保持

相空间的面积和体积不变、保持能量和动量不变等［８⁃１０］ ．在数值计算过程中自然希望能保持

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统这些特性，这样的算法称为辛算法．１９８４ 年，冯康院士在北京举行的国际微分方

程与微分几何的会议上作报告，首次系统地提出了辛几何上的辛算法［１１］ ．目前，构造辛算法的

方法有很多，常用的有：生成函数法［８］、Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法、组合方法等．一般的线性算法中只有

Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 可能是辛的，并且显式的 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法不可能是辛算法，Ｓａｎｚ⁃Ｓｅｒｎａ，Ｌａｓａｇｎｉ 和
Ｓｕｒｉｓ［１２⁃１４］给出了 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法是辛算法的系数所要满足的条件．用 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法构造

的辛算法称为辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法，其优点是构造简单、适用范围广，因此获得了广泛的应用．辛
算法在数值积分中能够保持长时间的稳定性和跟踪能力，在强场物理、非线性物理和天体物理

中有着广泛的应用［９］ ．刘琳、赵长印等将辛算法运用于天文动力学中，得到了比传统算法更好

的效果［１５⁃１６］ ．
以往对卫星空间交会动力学的研究都是在 Ｌａｇｒａｎｇｅ 体系下进行的，因此也没有使用辛算

法．本文将精确的卫星空间交会非线性动力学模型引入到 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统中，并采用辛 Ｒｕｎｇｅ⁃
Ｋｕｔｔａ 方法求解．通过与传统的四级四阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法对比，研究了辛算法在长时间数值积

分问题中的保结构特性和稳定性．

１　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系下卫星空间交会的动力学模型

为研究追踪飞行器相对于目标飞行器的运动问题，假定目标飞行器的轨道为圆形轨道，且
忽略卫星在轨道上受到的各种摄动力，在轨道坐标系下建立追踪飞行器相对于目标飞行器的

动力学微分方程．如图 １ 所示，坐标系 Ｏ１Ｘ１Ｙ１Ｚ１ 为绝对坐标系，坐标系 Ｏ２Ｘ２Ｙ２Ｚ２ 为轨道坐标

系，Ｏ２Ｙ２ 轴的方向始终与Ｏ１Ｏ２
→

的方向重合，Ｏ１Ｚ１ 轴、Ｏ２Ｚ２ 轴与目标飞行器的角速度方向重合．
设矢量 ｒ２ 在坐标系 Ｏ２Ｘ２Ｙ２Ｚ２ 下的坐标列阵为（ｒ２） ２ ＝ ［ｘ，ｙ，ｚ］ Ｔ，矢量 ｒ 在坐标系 Ｏ１Ｘ１Ｙ１Ｚ１ 下

的坐标列阵为（ｒ） １ ＝ ［ ｒｃｏｓ θ，ｒｓｉｎ θ，０］ Ｔ ．
根据上述假设，追踪飞行器在坐标系 Ｏ１Ｘ１Ｙ１Ｚ１ 的位置矢量及对时间的导数为

　 　 （ｒ１） １ ＝
ｘｓｉｎ θ ＋ （ｙ ＋ ｒ）ｃｏｓ θ
－ ｘｃｏｓ θ ＋ （ｙ ＋ ｒ）ｓｉｎ θ

ｚ

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï

， （１）

　 　 （ｒ１） １ ＝
［ｘ － θ（ｙ ＋ ｒ）］ｓｉｎ θ ＋ ［（ｙ ＋ ｒ） ＋ θｘ］ｃｏｓ θ

［ｙ ＋ θｘ］ｃｏｓ θ － ［ｘ － θ（ｙ ＋ ｒ）］ｓｉｎ θ
ｚ

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï

， （２）

则，追踪飞行器的动能和势能可表示为

　 　
Ｔ ＝ ｍ

２
［（ｘ － θｙ － θｒ） ２ ＋ （ｙ ＋ θｘ） ２ ＋ ｚ２］，

Ｖ ＝ － μｍ

ｘ２ ＋ （ｙ ＋ ｒ） ２ ＋ ｚ２
，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（３）
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其中， ｍ为追踪飞行器的质量， μ 为地球的引力常数．根据 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数的定义，可得追踪飞行

器相对于目标飞行器的相对运动的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数为

　 　 Ｌ ＝ ｍ
２
［（ｘ － θｙ － θｒ） ２ ＋ （ｙ ＋ θｘ） ２ ＋ ｚ２］ ＋ μｍ

ｘ２ ＋ （ｙ ＋ ｒ） ２ ＋ ｚ２
． （４）

图 １　 坐标系

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ

通过此 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数推导的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程与文献［６］中给出的非线性动力学方程一致．现
将其导入 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统，选广义坐标为： ｑ ＝ ［ｑ１ ｑ２ ｑ３］

Ｔ ＝ ［ｘ ｙ ｚ］ Ｔ，引入广义动量： ｐ ＝

［ｐ１ ｐ２ ｐ３］ Ｔ， 有

　 　

ｐ１ ＝ ∂Ｌ
∂ｘ

＝ ｍ（ｘ － θｙ － θｒ），

ｐ２ ＝ ∂Ｌ
∂ｙ

＝ ｍ（ｙ ＋ θｘ），

ｐ３ ＝ ∂Ｌ
∂ｚ

＝ ｍｚ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（５）

通过式（５），用广义动量来表示广义坐标对时间的导数，得

　 　

ｘ ＝
ｐ１

ｍ
＋ θｙ ＋ θｒ，

ｙ ＝
ｐ２

ｍ
－ θｘ，

ｚ ＝
ｐ３

ｍ
．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（６）

通过 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数的 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 变换，可得 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数为

　 　 Ｈ ＝ ∑
３

ｉ ＝ １
ｐｉｑｉ － Ｌ ＝

　 　 　 　 ｐ１

ｐ１

２ｍ
＋ θｙ ＋ θｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｐ２

ｐ２

２ｍ
－ θｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｐ２
３

２ｍ
－ μｍ

ｘ２ ＋ （ｙ ＋ ｒ） ２ ＋ ｚ２
． （７）
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至此，给出了卫星空间交会动力学的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程：

　 　

ｑ１ ＝ ∂Ｈ
∂ｐ１

＝
ｐ１

ｍ
＋ θ（ｑ２ ＋ ｒ），

ｑ２ ＝ ∂Ｈ
∂ｐ２

＝
ｐ２

ｍ
－ θｑ１，

ｑ３ ＝ ∂Ｈ
∂ｐ３

＝
ｐ３

ｍ
，

ｐ１ ＝ － ∂Ｈ
∂ｑ１

＝ ｐ２θ －
μｍｑ１

［ｑ２
１ ＋ （ｑ２ ＋ ｒ） ２ ＋ ｑ２

３］ ３ ／ ２，

ｐ２ ＝ － ∂Ｈ
∂ｑ２

＝ － ｐ１θ －
μｍ（ｑ２ ＋ ｒ）

［ｑ２
１ ＋ （ｑ２ ＋ ｒ） ２ ＋ ｑ２

３］ ３ ／ ２，

ｐ３ ＝ － ∂Ｈ
∂ｑ３

＝ －
μｍｑ３

［ｑ２
１ ＋ （ｑ２ ＋ ｒ） ２ ＋ ｑ２

３］ ３ ／ ２ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（８）

２　 辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法

在 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统下使用辛算法能保持系统的很多定性特性，如它的相流形保持相空间的

面积和体积不变、保持能量和动量不变等［８⁃１０］ ．而如果在 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统下使用传统的非辛算

法，则无法保持 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的定性特性，随着积分时间的增加，计算误差积累，其系统的能

量、动量等定性性质也会随时间而改变，从而破坏了系统原有的特性．
对于一般的动力学系统，Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法是求解非线性动力学方程的重要途径．如果能

将 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法应用于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统，且能达到保结构的效果，对于求解非线性的 Ｈａｍｉｌ⁃
ｔｏｎ 系统有着重要的意义［１７］ ．Ｔａｎｇ［１８］证明了一般的线性算法中只有 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法可能是辛

的，而线性多步法不可能是辛的．
将 ２ｎ 维的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程写成如下矩阵形式：

　 　 ｕ ＝ Ｊ ∂Ｈ
∂ｕ

＝ ｆ（ ｔ，ｕ）， （９）

其中， Ｊ 为反对称矩阵： Ｊ ＝
０ Ｉｎ

－ Ｉｎ ０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｉｎ 为 ｎ 维单位矩阵．ｓ 级的 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法的一般格

式为［８］

　 　
ｕｎ＋１ ＝ ｕｎ ＋ τ∑

ｓ

ｊ ＝ １
ｂ ｊ ｆ（ ｔｎ ＋ ｃｊτ，ｋ ｊ），

ｋｉ ＝ ｕｎ ＋ τ∑
ｓ

ｊ ＝ １
ａｉｊ ｆ（ ｔｎ ＋ ｃｊτ，ｋ ｊ），

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１０）

其中， τ 为计算步长，ｉ， ｊ ＝ １，２，…，ｓ，ｃｊ ≥０，∑
ｓ

ｉ ＝ １
ｃｉ ＝ １，∑

ｓ

ｊ ＝ １
ａｉｊ ＝ ｃｉ，∑

ｓ

ｊ ＝ １
ｂ ｊ ＝ １．Ｓａｎｚ⁃Ｓｅｒｎａ，Ｌａｓａｇｎｉ

和 Ｓｕｒｉｓ［１２⁃１４］ 从不同的角度证明，上述 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法的系数满足以下条件时为辛 Ｒｕｎｇｅ⁃
Ｋｕｔｔａ 方法：

　 　 ｂｉｂ ｊ － ａｉｊｂｉ － ａ ｊｉｂ ｊ ＝ ０，　 　 ｉ， ｊ ＝ １，２，…，ｓ ． （１１）
辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法是一种构造辛算法的有效途径，其优点是构造简单、适用范围广，因此
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得到广泛的应用．系数 ａｉｊ 和 ｂｉ 取不同的值时，可得到不同的辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法．当 ｓ ＝ １ 时，辛
Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 变为隐式中点 Ｅｕｌｅｒ 公式：

　 　
ｕｎ＋１ ＝ ｕｎ ＋ τｆ（ｋ１），

ｋ１ ＝ ｕｎ ＋ τ
２

ｆ（ｋ１） ．

ì

î

í

ïï

ïï

（１２）

常用的一种隐式二级四阶辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 格式的系数为

　 　 Ａ ＝
ａ１１ ａ１２

ａ２１ ａ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

１
４

１
４

－ ３
６

１
４

＋ ３
６

１
４

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

， ｂ ＝ ｂ１ ｂ２[ ] ＝ １
２

１
２

é

ë
êê

ù

û
úú ． （１３）

３　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统下卫星空间交会的数值仿真

为研究辛算法在 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统下的保结构特性， 本节采用二级四阶的辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 格

式对卫星空间交会的非线性 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程（８）进行数值仿真．为了使仿真尽量与工程实际接

近， 引用神州九号与天宫一号交会对接时的数据作为仿真数据： 目标飞行器的飞行高度为

３５０ ｋｍ， 追踪飞行器由地面控制切换到自主控制段时， 飞行高度为 ３３０ ｋｍ， 在目标飞行器后

方 ５０ ｋｍ 处；追踪飞行器的质量为 ８ ０００ ｋｇ ．假设追踪飞行器相对于目标飞行器在 ｘ 方向的速

度为－４０ ｍ ／ ｓ，负号代表追踪飞行器的绝对速度比目标飞行器大．则初始条件为

　 　 ｑ０ ＝ ［ｘ，ｙ，ｚ］ Ｔ ＝ ［５０ ０００， － ２０ ０００， ０］ Ｔ， ｑ０ ＝ ［ｘ，ｙ，ｚ］ Ｔ ＝ ［ － ４０， ０， ０］ Ｔ ． （１４）
根据方程（５）和方程（１４），可计算得到初始条件 ｐ０ ．在此问题中，Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数（７）的物理

意义为追踪飞行器的动能关于广义速度的二次项加上势能，再减去动能关于广义速度的零次

项．Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程的辛算法在计算过程中能保持 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数不随时间改变．令 τ ＝ １００ ｓ，积分

时间为目标飞行器在其轨道运行 １００ 个轨道周期，用辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法求解方程（８），绘制

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数的相对误差图 （ΔＨｒ） 如图 ２ 所示．

图 ２　 辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数相对误差

Ｆｉｇ．２　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｔｈｅ Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ

由图 ２ 可知，在 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系下使用辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法，在大步长、长时间积分下能够保

持 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数的相对误差为 １０－１４，且其振荡幅值不随时间而改变，说明 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系下的

辛算法能保持系统的定性性质，是一种很好的保结构算法．
取相同的初始条件、积分步长和积分时间，用 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法求解方程（８），其 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
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函数不能得到保持，绘制 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数的相对误差图如图 ３ 所示．

图 ３　 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数相对误差

Ｆｉｇ．３　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｔｈｅ Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ

对比图 ２ 和图 ３ 可知，Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法不能保持系统的定性性质，其 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数相对

误差比辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法高 ４ 个数量级，且误差的振幅随着时间线性增长，在长时间的积分

后系统将会失去原有的几何特性、守恒量等定性性质，从而使计算结果失去可靠性．
为进一步比较以上两种方法，考虑追踪飞行器的飞行轨道与目标飞行器的轨道相差较大

的情况，选初始条件如下：
　 　 ｑ０ ＝ ［ｘ，ｙ，ｚ］ Ｔ ＝ ［８００ ０００， ７００ ０００， ０］ Ｔ， ｑ０ ＝ ［ｘ，ｙ，ｚ］ Ｔ ＝ ［０， ０， ０］ Ｔ ． （１５）
取 τ ＝ ６００ ｓ，积分时间为目标飞行器的 ２００ 个轨道周期，绘制追踪飞行器的运行轨迹如图

４、图 ５．

图 ４　 辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法的追踪飞行器运行轨迹

Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅ ｏｒｂｉｔ ｏｆ ｔｈｅ ｃｈａｓｉｎｇ ｓｐａｃｅｃｒａｆｔ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ

对比图 ４ 和图 ５ 的追踪飞行器的轨道，辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法求解的 ２００ 个周期的运行轨迹

基本重合，而 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法求解的 ２００ 个周期的运行轨迹是不重合的．根据天体动力学的

知识，卫星在忽略轨道摄动力的二体问题中的运行轨道应为重合的椭圆．再结合图 ２ 和图 ３ 的

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数的相对误差可知，辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法求解 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统可保持系统的定性性

质，能有效地控制误差的增长，而 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法不能保持系统的定性性质，导致计算误差随

时间逐渐积累，最后破坏了系统的固有特性，使计算结果的可靠性降低．
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图 ５　 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法的追踪飞行器运行轨迹

Ｆｉｇ．５　 Ｔｈｅ ｏｒｂｉｔ ｏｆ ｔｈｅ ｃｈａｓｉｎｇ ｓｐａｃｅｃｒａｆｔ ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ

４　 结　 　 论

本文在 Ｌａｇｒａｎｇｅ 体系下引入广义动量，通过 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 变换将卫星空间交会动力学模型引

入到一阶的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统．通过对卫星空间交会的动力学仿真，得到结论如下：
１） 采用辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法求解卫星空间交会的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程，与传统的四阶 Ｒｕｎｇｅ⁃

Ｋｕｔｔａ 方法对比，辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法能保持系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数误差的振荡幅值不随时间改

变，而 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法求解的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数误差的振荡幅值随时间线性变化．
２） 分别采用辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法和 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法绘制了追踪飞行器飞行时间为 ２００

个轨道周期时的飞行轨迹，辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法所绘制的轨迹能保持重合，而 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法

绘制的轨迹则出现严重的偏差．
与传统的数值积分算法对比，Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的辛算法有很多优越的特性，其在量子力学、

天体力学、几何光学、电磁学等领域，特别是需要长时间积分或在积分过程中需要保持系统的

定性特性的工程应用中具有广阔的前景．
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