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摘要：　 基于边界元法反演二维瞬态热传导问题随温度变化的导热系数．采用 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 变换将非

线性的控制方程转变为线性方程．边界元法用于构建二维瞬态热传导问题的数值分析模型．将反演

参数作为优化变量，测点温度计算值与测量值之间的残差平方和作为优化目标函数．引入复变量求

导法求解目标函数的梯度矩阵，梯度正则化法用于优化目标函数获得反演结果．探讨时间步长、测
点数量和随机偏差对反演结果的影响．减小步长、增加测点数量收敛速度加快．降低了随机偏差，计
算结果更精确．算例证明了算法的有效性与稳定性．
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引　 　 言

热传导反问题广泛应用于航天、化工、动力工程、材料加工处理、冶金工程、生物工程、无损

探伤等工程领域，主要是利用实验手段测得物体内部或边界上某些点的温度及其随时间的变

化历程，通过求解传热微分方程来反演物体边界热流、材料热传导系数或物体内部的热源分布

等参数．针对热传导反问题，国内外学者已经做了大量的研究工作．Ｈｕａｎｇ 等［１］利用共轭梯度法

反演一维非线性瞬态热传导问题中的导热系数和热容量，且进一步反演了二维非均质材料的

热传导系数［２］ ．Ｃｕｉ 等［３］运用有限差分法和复变量求导法反演随温度变化的导热系数和热扩

散系数．贺国强等［４］ 提出正则化 Ｎｅｗｔｏｎ 型迭代法求解热传导反问题，对照 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ 方法和

Ｂａｋｕｓｈｉｓｋｉｉ 方法进行了数值实验．Ｌｅｓｎｉｃ 等［５］基于边界元法对一维瞬态热传导问题中随温度变

化的导热系数和热容量进行识别．薛齐文等［６］引入同伦算法对多宗量瞬态热传导反问题求解，
对导热系数和边界条件等多宗量进行有效的组合识别．唐中华等［７］ 将热传导系数按温度区间

分段离散，采用遗传算法和伴随方程法反演各温度区间的热传导系数．Ｚｈａｎｇ 等［８］ 将实验测量

得到的铸件和金属表面温度作为测点数据，反演叶片熔铸过程中界面传热系数．Ｃｈａｎｇ 等［９］ 提

出了一种半离散方法反演一维热传导域中关于温度和时间函数形式的导热系数．王登刚等［１０］

把混沌优化方法和梯度正则化法结合，构成一种混沌正则化方法求解非线性二维导热反问题

１４３１

　 应用数学和力学，第 ３５ 卷 第 １２ 期
　 ２０１４ 年 １２ 月 １５ 日出版

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　
　 　 Ｖｏｌ．３５，Ｎｏ．１２，Ｄｅｃ．１５，２０１４

∗ 收稿日期：　 ２０１４⁃０７⁃２３； 修订日期：　 ２０１４⁃１０⁃２５
基金项目：　 国家自然科学基金（１１０７２０７３）
作者简介：　 周焕林（１９７３—），男，安徽人，教授，博士生导师（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｚｈｏｕｈｌ＠ ｈｆｕｔ．ｅｄｕ．ｃｎ）．



的导热系数．程荣军等［１１］基于无网格有限点法反演一维热传导问题的源参数．钱炜祺等［１２］ 基

于有限体积法利用表面温度来反演三维非稳态热传导问题的热源项．张涛等［１３］采用自适应蚁

群算法反演二维稳态热传导问题的热源强度、热源位置等参数，并探讨测量信息对反演结果的

影响．
求导是反演计算的重要组成部分，求导的精度极大地影响反演的求解精度．通常求导采用

有限差分法，对于复杂的系统或函数，差分法很难满足计算精度的要求．复变量求导法最早由

Ｌｙｎｅｓｓ 和 Ｍｏｌｅｒ［１４］提出，把偏导数的计算转化为复域函数的计算，是一种使用方便、计算结果

精确的函数偏导数数值计算方法．
对于材料导热系数随温度变化的情况，实际工程中导热系数随温度变化的函数形式是已

知的，而函数的各个参数是未知的．本文基于边界元法反演已知函数形式的导热系数，得到导

热系数的具体表达式．通过两个算例验证了本文方法的有效性和稳定性．

１　 正 问 题

１．１　 边界积分方程

当热传导系数 ｋ 随温度 Ｔ 变化时，二维瞬态热传导问题控制方程为如下形式：

　 　 ∂
∂ｘ

ｋ（Ｔ） ∂Ｔ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∂

∂ｙ
ｋ（Ｔ） ∂Ｔ
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， （１）

其中， ρ 为密度，ｃ 为比热容．
边界条件
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（２）

初始条件

　 　 Ｔ ＝ Ｔｉ ｔ ＝ ０ ∈ Ω ． （３）
采用 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 变换定义新变量 ｕ， 使其满足

　 　 ｕ ＝ ∫Ｔ
Ｔ０
ｋ（Ｔ）ｄＴ， （４）

则

　 　 ｄｕ
ｄＴ

＝ ｋ（Ｔ）， （５）

其中， Ｔ０ 为任意参考值，通常取 Ｔ０ 为 ０．
控制方程式（１）经转化后为
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边界条件式（２）经转化后为
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初始条件式（３）经转化后为
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　 　 ｕ ＝ ｕ０ ＝ [∫Ｔｉ
Ｔ０
ｋ（Ｔ）ｄＴ ]

ｔ ＝ ０
， （８）

其中

　 　 ａ ＝ ｋ（Ｔ）
ρｃ

． （９）

式（９）中热扩散系数 ａ仍为随温度变化的函数，但在实际问题中，ａ随 Ｔ变化远较 ｋ随 Ｔ的变化

小，因此在实际处理时，通常将 ａ 在短时间段内视为常数．
式（６） ～ （８）通过加权余量法，可得到边界积分方程为
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其中
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（１１）

式中， Ｄ 为源点 ｉ 到边界单元的垂直距离．
１．２　 边界积分方程的离散

首先要对时间域划分，假设函数 ｕ 和 ｑ 随时间变化，由于 ｕ 和 ｑ 比 ｕ∗ 和 ｑ∗ 的变化要慢得

多，由此近似认为在短时间段内为常数，式（１０）可变为
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对时间内层求积分
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其中

　 　 ｂ ＝ ｒ２

４ａ（ ｔ２ － ｔ１）
， （１４）
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其中 Ｅ 为 Ｅｕｌｅｒ（欧拉）常数， Ｅ ＝ ０．５７７ ２１５ ６６．
边界 Γ 划分成 Ｎ 个单元，空间域 Ω 划分成 Ｍ 个单元，则有

　 　 Ｃ ｉｕｔ２
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假定 ｕ 和 ｑ 在每个单元上是线性变化的，那么节点取在每个单元的端点．单元内任意一点的 ｕ
和 ｑ 可以由单元端点的值通过线性插值来确定，插值函数为
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整理式（１６）可得
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式中
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　 　 Ｐ ｉ ＝ ∑
Ｍ

ｋ ＝ １
∫
Ωｋ

ｕｔ１ｕ∗ｄΩ ． （２１）

将式（１８）写成矩阵形式，即
　 　 ＨＵｔ２ ＝ ＧＱｔ２ ＋ Ｐ ． （２２）

通过式（２２）可以求得边界节点处的 ｕ 和 ｑ， 由 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 反变换：
　 　 Ｔ ＝ ｋ －１（ｕ） （２３）

求得边界节点处的温度．取 Ｃ ｉ ＝ １，由式（１０） 和式（１６） 求得内点 ｕ， 反变换求得内点温度．

２　 反 问 题

２．１　 目标函数

在本文的反问题中，导热系数的函数形式是已知的，其函数的各个参数是未知的，其它条

件与正问题相同，所需要的额外信息是测点的温度．与反问题对应的优化目标函数为

　 　 Ｊ（ｐ） ＝ ‖Ｆ（ｐ，ｔ） － Ｆ∗（ ｔ）‖２， （２４）
其中， Ｆ（ｐ，ｔ） ＝ ［Ｆ１（ｐ，ｔ） Ｆ２（ｐ，ｔ） … Ｆｍ（ｐ，ｔ）］ Ｔ 为测点的计算值，Ｆ∗（ ｔ） ＝ ［Ｆ∗

１ （ ｔ） Ｆ∗
２ （ ｔ）

… Ｆ∗
ｍ （ ｔ）］ Ｔ 为测点的测量值， ｐ ＝ （ｐ１，ｐ２，…，ｐｌ） Ｔ 为反演参数，ｍ 为测点数量，ｌ 为反演参数

的个数．
２．２　 复变量求导法

对于任意一个实函数 ｆ（ｘ），将函数的变量 ｘ 施加一个很小的虚步 ｈ， 并将其展开成 Ｔａｙｌｏｒ
（泰勒）级数形式：

　 　 ｆ（ｘ ＋ ｉｈ） ＝ ｆ（ｘ） ＋ ｉｈ ｄｆ
ｄｘ

－ ｈ２

２
ｄ２ ｆ
ｄｘ２

＋ ｏ（ｈ３） ． （２５）

当 ｈ 取极小值时，通常可以忽略三阶以上的无穷小量，分别比较虚部和实部可得

　 　

ｄｆ
ｄｘ

＝ Ｉｍ（ ｆ（ｘ ＋ ｉｈ））
ｈ

，

ｄ２ ｆ
ｄｘ２

＝ ２［ ｆ（ｘ） － Ｒｅ（ ｆ（ｘ ＋ ｉｈ））］
ｈ２ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２６）

使用复变量求导法求导的精度远远大于普通的差分法，当函数复杂时，这种优势更加明
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显．复变量求导法是求解梯度矩阵的一个有效方法，在复杂函数的数值求导计算中非常有效．
下面验证复变量求导法比有限差分法的优越性．设原函数的表达形式为

　 　 ｆ（ｘ） ＝ ｘｅ －ｘ ． （２７）
导数的表达式为

　 　 ｆ ′（ｘ） ＝ （１ － ｘ）ｅ －ｘ ． （２８）
有限差分法求导公式为

　 　 ｄｆ
ｄｘ

＝ ｆ（ｘ ＋ ｈ） － ｆ（ｘ）
ｈ

， （２９）

当 ｘ ＝ ０．５ 时，求导的精确解为 ０．３０３ ２６５ ３３．有限差分法和复变量求导法求导的结果见表 １，由
此可以看出，有限差分法的计算结果依赖于步长 ｈ，当 ｈ 小于 １０ －１４，有限差分法的计算结果失

效，而运用复变量求导法，当 ｈ ＝ １０ －３０ 仍能得到高精度的结果．
表 １　 有限差分法和复变量求导法的对比

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｖａｒｉａｂｌｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ

ｈ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｍｅｔｈｏｄ ｃｏｍｐｌｅｘ ｖａｒｉａｂｌｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ

１０－１２ ０．３０３ ２５７ ４２ ０．３０３ ２６５ ３３

１０－１３ ０．３０３ ０９０ ８９ ０．３０３ ２６５ ３３

１０－１４ ０．３０５ ３１１ ３３ ０．３０３ ２６５ ３３

１０－１５ ０．２７７ ５５５ ７６ ０．３０３ ２６５ ３３

１０－１６ ０．５５５ １１１ ５１ ０．３０３ ２６５ ３３

１０－１７ ０．０００ ０００ ００ ０．３０３ ２６５ ３３

１０－２５ ０．０００ ０００ ００ ０．３０３ ２６５ ３３

１０－３０ ０．０００ ０００ ００ ０．３０３ ２６５ ３３

２．３　 梯度正则化法

通常反问题的求解存在不适定性，因此需要对式（２４）进行正则化，得到如下形式：
　 　 ｍｉｎ Ｊβ（ｐ） ＝ ｍｉｎ { ‖Ｆ（ｐ，ｔ） － Ｆ∗（ ｔ）‖２ ＋ β‖（ｐ － ｐ∗）‖２ } ， （３０）

其中， β 为正则化参数，ｐ∗ 为真实解的预估值．
将式（３０）对 ｐ 求一阶导数并令其为 ０，得

　 　 ∂Ｆ（ｐ，ｔ）
∂ｐ

（Ｆ（ｐ，ｔ） － Ｆ∗（ ｔ）） ＋ β（ｐ － ｐ∗） ＝ ０． （３１）

将 Ｆｎ＋１（ｐ，ｔ） 在 ｐｎ 处写成 Ｔａｙｌｏｒ 展开形式，并略去高阶小量，得

　 　 Ｆｎ＋１（ｐ，ｔ） ＝ Ｆｎ（ｐ，ｔ） ＋ ∂Ｆ（ｐ，ｔ）
∂ｐ ｎ

（ｐｎ＋１ － ｐｎ） ． （３２）

将式（３２）代入式（３１），并取 ｐ∗ ＝ ｐｎ， 整理得

　 　 ∂Ｆ（ｐ，ｔ）
∂ｐ ｎ

∂Ｆ（ｐ，ｔ）
∂ｐ ｎ

（ｐｎ＋１ － ｐｎ） ＋ Ｆ（ｐｎ，ｔ） － Ｆ∗（ ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú ＋ β（ｐｎ＋１ － ｐｎ） ＝ ０． （３３）

令 Ｇ 为梯度阵，即 Ｇ ＝ ∂Ｆ（ｐ，ｔ） ／ ∂ｐ ｜ ｎ，同时令 Δｐ ＝ ｐｎ＋１ － ｐｎ， 将式（３３）整理后得

　 　 ＧＴＧΔｐ ＋ Ｇ［Ｆ（ｐｎ，ｔ） － Ｆ∗（ ｔ）］ ＋ βΔｐ ＝ ０． （３４）
最终可得到梯度正则化法求解非线性参数反演问题的迭代公式为

　 　
［ＧＴＧ ＋ βＩ］Δｐ ＝ － ＧＴ［Ｆ（ｐｎ，ｔ） － Ｆ∗（ ｔ）］，
ｐｎ＋１ ＝ ｐｎ ＋ Δｐ ．{ （３５）
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２．４　 反演算法求解流程

１） 给定待反演参数的初始解点 ｐ０，正则化参数的初值 β ０，正则化参数的调整参数 γ １ ＞ γ ２

＞ １，迭代终止收敛精度 ε，迭代步 ｎ ＝ ０．
２） 根据正问题求解流程求得计算结果 Ｆ（ｐｎ，ｔ），Ｊａｃｏｂｉ（雅可比） 矩阵 Ｇｎ，若满足 ‖Δｐ‖

＜ ε，则终止计算，此时得到的参数矢量 ｐ（ｎ） 即为反演得到的正则解，否则继续．
３） 令 β ｎ＋１ ＝ β ｎ ／ γ １，令 ｎ ＝ ｎ ＋ １．
４） 求解方程（３５），得到参量调整矢量 Δｐ，则 ｐｎ＋１ ＝ ｐｎ ＋ Δｐ ．
５） 根据正问题求解流程求得结果 Ｆ（ｐｎ＋１，ｔ），Ｊａｃｏｂｉ 矩阵 Ｇｎ＋１， 若

　 　 ‖Ｆ（ｐｎ＋１，ｔ） － Ｆ∗（ ｔ）‖２ ＞ ‖Ｆ（ｐｎ，ｔ） － Ｆ∗（ ｔ）‖２，
令 β ｎ＋１ ＝ β ｎγ ２ 转至 ４），否则转 ２）．

３　 算　 　 例

算例 １　 考虑一个 １ ｍ×１ ｍ 的正方形区域瞬态热传导问题，如图 １ 所示，导热系数满足

ｋ（Ｔ） ＝ ｋ０Ｔ， ρ ＝ ９ ０００ ｋｇ ／ ｍ３，ｃ ＝ ４００ Ｊ ／ （ｋｇ·℃），边界 Γ１ 的温度为 ２００ ℃，边界 Γ２，Γ３，Γ４ 的

温度为 １００ ℃，域内的初始温度为 １００ ℃ ．将边界划分为 ４０ 个线性单元，域内划分为 １００ 个四

边形单元．已知域内测点温度的情况下反演系数 ｋ０ ．精确解 ｋ０ ＝ ４００ Ｗ ／ （ｍ·℃）．

图 １　 算例 １ 的模型

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｅｘａｍｐｌｅ １

图 ２　 算例 ２ 的模型

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｅｘａｍｐｌｅ ２

算例 ２　 考虑一个 ２ ｍ×１ ｍ 长方形平板区域瞬态热传导问题，如图 ２ 所示，平板上下绝

热，初始温度为 ０ ℃ ．左侧边界的温度突然增加到 ２００ ℃，右边界始终保持在常温 ０ ℃ ．平板比
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热容 ｃ ＝ ２００ Ｊ ／ （ｋｇ·℃），密度 ρ ＝ ５ ０００ ｋｇ ／ ｍ３ ．将边界划分为 ３０个线性单元，域内划分为 ５０个

四边形单元．导热系数满足 ｋ（Ｔ） ＝ ｋ０（１ ＋ λＴ ／ １０ ０００） ．已知域内测点温度的情况下反演系数 ｋ０

和 λ ．精确解 ｋ０ ＝ ４００ Ｗ ／ （ｍ·℃），λ ＝ ５．０ ℃ －１ ．

图 ３　 ｋ０ 的反演结果

Ｆｉｇ．３　 Ｉｎｖｅｒｓｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｋ０

图 １ 和图 ２ 分别显示了算例 １，２ 中 ４，８ 和 １２
个域内测点的位置．

算例 １ 中，选取时间步长 Δｔ ＝ １ ｓ， β ０ ＝ １􀆰 ０Ｅ
－ ２， γ １ ＝ １．５， γ ２ ＝ ２，ε ＝ １．０Ｅ － ４，选取 ４个测点

在时刻 ｔ ＝ ２ ｓ时的测量值作为已知数据．图 ３为选

取 ｋ０ 的初值为 ６００ Ｗ ／ （ｍ·℃）时得到的收敛过程

．收敛终止时目标函数达到 １．３４Ｅ－５．从图 ３ 可以

看出， 参数 ｋ０ 能够很好地收敛到精确解．
算例 ２ 中，选取时间步长 Δｔ ＝ ５０ ｓ， β ０ ＝ １．０，

γ １ ＝ １．５，γ ２ ＝ ２，ε ＝ １．０Ｅ － ４，选取 ４ 个测点在时

刻 ｔ ＝ １００ ｓ时的测量值作为已知数据．ｋ０ 的初值为

６００ Ｗ ／ （ｍ·℃）， λ 的初值为 ８ ℃ －１，图 ４ 和图 ５ 分别为 ｋ０ 和 λ 的收敛过程．收敛终止时目标函

数达到 ６．１８Ｅ－５．从图中可以看出参数 ｋ０ 和 λ 都能够很好地收敛到精确解．

图 ４　 ｋ０ 的反演结果 图 ５　 λ 的反演结果

Ｆｉｇ．４　 Ｉｎｖｅｒｓｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｋ０ Ｆｉｇ．５　 Ｉｎｖｅｒｓｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ λ

图 ６　 时间步长对 ｋ０ 的影响

Ｆｉｇ．６　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐｌｅｎｇｔｈ ｏｎ ｋ０

３．１　 时间步长对反演结果的影响

算例 １ 中， 时间步长分别取为 Δｔ∈ { ２ ｓ， １ ｓ， ０．５ ｓ } ， 则 ２ ｓ 内分别可划为 １， ２， ４ 个时
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间段．选取 ４ 个测点在时间 ｔ ＝ ２ ｓ时的测量值作为已知数据．在反演过程中，令 β ０ ＝ １．０Ｅ － ２，γ １

＝ １．５，γ ２ ＝ ２，ε ＝ １．０Ｅ － ４．ｋ０ 的初值为 ６００ Ｗ ／ （ｍ·℃）时，图 ６ 为 ｋ０ 的收敛过程．从图中可以看

出，３ 种情况 ｋ０ 都能够很好地收敛到精确解．随着时间步长的减小收敛速度加快．

图 ７　 时间步长对 ｋ０ 的影响 图 ８　 时间步长对 λ 的影响

Ｆｉｇ．７　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐｌｅｎｇｔｈ ｏｎ ｋ０ Ｆｉｇ．８　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐｌｅｎｇｔｈ ｏｎ λ

图 ９　 测点数量对 ｋ０ 的影响

Ｆｉｇ．９　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｐｏｉｎｔｓ ｏｎ ｋ０

算例 ２ 中，时间步长分别取为 Δｔ ∈ { １００ ｓ，
５０ ｓ， ２５ ｓ } ， 则 １００ ｓ 内分别可划为 １，２，４ 个时

间段．选取 ４ 个测点在时间 ｔ ＝ １００ ｓ时的测量值作

为已知数据．在反演过程中，令 β ０ ＝ １．０，γ １ ＝ １．５，
γ ２ ＝ ２，ε ＝ １．０Ｅ － ４．其中，ｋ０ 的初值为 ６００ Ｗ ／ （ｍ
·℃），λ的初值为８ ℃ －１ ．图７和图８为选取不同时

间步长得到的 ｋ０ 和 λ 的收敛过程．从图中可以看

出，上述 ３ 种情况下 ｋ０ 和 λ 能够很好地收敛到精

确解．
３．２　 测点数量对反演结果的影响

算例 １ 中，选取时间步长为 Δｔ ＝ １ ｓ， β ０ ＝
１􀆰 ０Ｅ － ４，γ １ ＝ １．５，γ ２ ＝ ２，ε ＝ １．０Ｅ － ４，选取测点数量为 ｍ ∈ { ４，８，１２ } ，将测点在时刻 ｔ ＝ ２
ｓ 时的测量值作为已知数据．其中， ｋ０ 的初值为 ６００ Ｗ ／ （ｍ·℃）时，图 ９ 为选取不同测点数量得

到的收敛过程．从图中可以看出，上述 ３ 种情况 ｋ０ 能够很好地收敛到精确解．随着测点数量的

增加收敛速度明显加快．

图 １０　 测点数量对 ｋ０ 的影响 图 １１　 测点数量对 λ 的影响

Ｆｉｇ．１０　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｐｏｉｎｔｓ ｏｎ ｋ０ Ｆｉｇ．１１　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｐｏｉｎｔｓ ｏｎ λ
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算例 ２ 中，选取时间步长 Δｔ ＝ ５０ ｓ，β ０ ＝ １．０，γ １ ＝ １．５，γ ２ ＝ ２，ε ＝ １．０Ｅ － ４，选取测点数量

ｍ ∈ { ４，８，１２ } ，将测点在时刻 ｔ ＝ １００ ｓ 时的测量值作为已知数据．其中，ｋ０ 的初值为 ６００
Ｗ ／ （ｍ·℃），λ 的初值为 ８ ℃ －１ ．图 １０ 和图 １１ 分别为选取不同测点数量得到的 ｋ０ 和 λ 收敛过

程．从图中可以看出，上述３种情况下 ｋ０ 和λ 能够很好地收敛到精确解．随着测点数量的增加收

敛速度加快．
３．３　 随机偏差对反演结果的影响

在实际工程应用中，必然存在测量数据的随机偏差，因此在反演的过程中必须考虑已知数

据的随机偏差对反演结果的影响．
算例 １ 中，选取时间步长 Δｔ ＝ １ ｓ， β ０ ＝ １．０Ｅ － ２， γ １ ＝ １．５， γ ２ ＝ ２， ε ＝ １．０Ｅ － ４，对 ｔ ＝

２ ｓ 时 １２ 个测点的测量值分别施加 ０％， ０．５％， １％ 的随机偏差．选取 ｋ０ 的初值为 ６００ Ｗ ／ （ｍ·
℃） ．ｋ０ 的反演结果见表 ２．从表 ２ 中可以看出，在施加一定范围的随机偏差后，ｋ０ 具有较好的收

敛性和稳定性．随机偏差越小计算结果越趋近于精确解．
算例 ２ 中，令时间步长 Δｔ ＝ ５０ ｓ， β ０ ＝ １．０，γ １ ＝ １．５，γ ２ ＝ ２，ε ＝ １．０Ｅ － ４．对 ｔ ＝ １００ ｓ时 １２

个测点的测量值分别施加 ０％，０．５％，１％ 的随机偏差，得到 ｋ０ 和 λ 的反演结果见表 ３．从表 ３ 中

可以看出，ｋ０ 对随机偏差的敏感度较小，λ 对随机偏差的敏感度较大，随机偏差越小，ｋ０ 和 λ 的

计算结果越趋近于精确解．
表 ２　 随机偏差对反演结果的影响

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｒａｎｄｏｍ ｎｏｉｓｅ ｏｎ ｔｈｅ ｉｎｖｅｒｓｅ ｒｅｓｕｌｔｓ

ｒａｎｄｏｍ ｎｏｉｓｅ δ ／ ％ ｋ０ ／ （Ｗ ／ （ｍ·℃）） ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｅ ／ ％ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｎｕｍｂｅｒ ｎ ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｊ（ｐ）

０ ３９９．９９ ０ １０ １．０７Ｅ－５

０．５ ４０３．０５ ０．７６ ２５ ３．８７Ｅ－１

１ ３９６．１１ ０．９７ １７ １．８８

表 ３　 随机偏差对反演结果的影响

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｒａｎｄｏｍ ｎｏｉｓｅ ｏｎ ｔｈｅ ｉｎｖｅｒｓｅ ｒｅｓｕｌｔｓ

ｒａｎｄｏｍ ｎｏｉｓｅｓ
δ ／ ％

ｋ０ ／ （Ｗ ／ （ｍ·℃））
ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｋ０

ｅｋ０ ／ ％ λ
ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ λ

ｅλ ／ ％
ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｎｕｍｂｅｒ

ｎ
ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

Ｊ（ｐ）

０ ４００．０４ ０．０１ ４．９９ ０．２０ ３０ ５．７５Ｅ－５

０．５ ４０２．０２ ０．５１ ４．５６ ８．８０ ４４ １．３７Ｅ－１

１ ４０３．５１ ０．８８ ４．０７ １８．６０ ４４ １．８３Ｅ－１

４　 结　 　 论

本文基于边界元法反演了二维瞬态热传导问题随温度变化的导热系数．边界元法用于构

建二维瞬态热传导问题的数值分析模型，引入复变量求导法求解目标函数的梯度矩阵，梯度正

则化法用于优化目标函数获得反演结果．算例表明二维瞬态热传导问题中反演随温度变化的

导热系数的方法有效，具有较高的精度和较好的稳定性．选取不同的时间步长及测点数量，反
演参数都能有效收敛于精确解．时间步长及测点数量会影响迭代的收敛速度，时间步长越小、
测点数量越多收敛速度越快．随着测量数据的随机偏差逐渐减小，相对误差逐渐降低，计算结

果更加精确．
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ｌｅｎｇｔｈ， ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｐｏｉｎｔｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｒａｎｄｏｍ ｎｏｉｓｅ ｏｎ ｔｈｅ ｉｎｖｅｒｓｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｅｒｅ ｄｉｓ⁃
ｃｕｓｓｅｄ． Ｗｉｔｈ ｄｅｃｒｅａｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐ ｌｅｎｇｔｈ ａｎｄ ｉｎｃｒｅａｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ
ｐｏｉｎｔｓ， ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｉｎｇ ｒａｔｅ ｑｕｉｃｋｅｎｓ． Ｗｉｔｈ ｄｅｃｒｅａｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｒａｎｄｏｍ ｎｏｉｓｅ， ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｇｒｏｗ ａｃｃｕ⁃
ｒａｔｅ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｔｅｓｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓ ａｎｄ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｍｅｔｈｏｄ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ； ｉｎｖｅｒｓｅ ｐｒｏｂｌｅｍ； ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｈｅａｔ ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ； ｔｈｅｒｍａｌ
ｃｏｎｄｕｃｔｉｖｉｔｙ； ｇｒａｄｉｅｎｔ⁃ｒｅｇｕｌａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（１１０７２０７３）
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