
文章编号：１０００⁃０８８７（２０１４）１２⁃１３８３⁃０９ ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７

一类双参数非线性高阶反应
扩散方程的摄动解法

∗

汪维刚１，　 许永红２，　 石兰芳３，　 莫嘉琪４

（１． 安庆师范学院 桐城教学部， 安徽 桐城 ２３１４０２；
２． 蚌埠学院 数学与物理系， 安徽 蚌埠 ２３３０３０；

３． 南京信息工程大学 数学与统计学院， 南京 ２１００４４；
４． 安徽师范大学 数学系， 安徽 芜湖 ２４１０００）

摘要：　 研究了一类两参数非线性反应扩散奇摄动问题的模型．利用奇摄动方法，对该问题解的结

构在两个小参数相互关联的情形下作了讨论．首先，构造问题的外部解； 之后在区域的边界邻域构

造局部坐标系，再在该邻域中引入多尺度变量，得到问题解的边界层校正项； 然后引入伸长变量，
构造初始层校正项，并得到问题解的形式渐近展开式；最后建立了微分不等式理论，并由此证明了

问题的解的一致有效的渐近展开式．用上述方法得到的各次近似解，具有便于求解、精度高等特点．
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引　 　 言

非线性奇摄动问题是学术界很关注的热门问题．在许多领域中，例如大气物理、 量子物

理、 海洋科学、 激波理论等学科中都有广泛的应用背景．近几年来许多学者做了大量的工作，
诸如 ｄｅ Ｊａｇｅｒ 等［１］系统地介绍了非线性微分方程的近代奇摄动理论和方法，并列举了有关数

学和力学等方面的典型例子； Ｂａｒｂｕ 等［２］改进和充实了一些奇摄动理论，并列举了理论物理和

其它学科方面的具体实例； Ｃｈａｎｇ 等［３］重点论述了反应扩散问题的微分不等式理论； Ｐａｏ［４］讨

论了非线性抛物型、椭圆型偏微分方程的比较定理等理论； Ｍａｒｔｉｎｅｚ 等［５］研究了一类自然条件

下的拟线性反应扩散问题； Ｋｅｌｌｏｇｇ 等［６］ 考虑了一类多层区域下的半线性反应扩散方程的奇

摄动问题； Ｔｉａｎ 等［７］研究了一类拟线性抛物型系统解的存在性及其渐近性态； Ｓｋｒｙｎｎｉｋｏｖ［８］

利用匹配摄动方法求解了一类奇摄动初值问题； Ｓａｍｕｓｅｎｋｏ［９］ 研究了抛物型方程退化奇摄动

的渐近积分； 汪维刚等［１０⁃１２］讨论了一类时滞长波问题的孤波解和带有两参数的高阶半线性椭

圆型奇摄动边值问题以及高阶非线性非局部奇摄动问题； 许永红等［１３］ 讨论了一类相对论转
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动动力学奇摄动模型孤波解； 石兰芳等［１４⁃１５］ 利用辅助函数方法研究了一类 ＫｄＶ 方程和一类

奇摄动 Ｒｏｂｉｎ 问题的内部冲击波解； 莫嘉琪等分别利用微分不等式理论，上、下解理论，不动

点定理，先验估计，同伦映射，变分迭代等方法，并引用伸长变量，匹配方法，合成展开法，多重

尺度变量等技巧讨论了一系列微分方程初⁃边值奇摄动问题［１６⁃１８］、理论物理问题［１９⁃２２］、大气物

理问题［２２⁃２３］、反应扩散问题［１６⁃１８］、激光问题［１９］、孤立子问题［２１⁃２２］、双参数问题［２４］ 等．本文对一

类两参数非线性高阶反应扩散奇摄动问题解的结构及其渐近性态作了研究．考虑如下两参数

奇摄动问题：
　 　 μｕｔ － ε２ｍＬｍｕ ＝ ｆ（ ｔ，ｘ，ｕ），　 　 ｔ ＞ ０， ｘ ∈ Ω， （１）

　 　 ∂ｉｕ
∂ｎｉ

＝ ｇｉ（ ｔ，ｘ）， ｉ ＝ ０，１，…，ｍ － １， ｘ ∈ ∂Ω， （２）

　 　 ｕ ＝ ｈ（ｘ）， ｔ ＝ ０， （３）
其中 Ｌ 为二阶椭圆型算子

　 　 Ｌ ≡ ∑
ｎ

ｉ， ｊ ＝ １
ａｉｊ（ｘ）

∂２

∂ｘｉ∂ｘ ｊ

＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｂｉ（ｘ）

∂
∂ｘｉ

，

　 　 ∑
ｎ

ｉ， ｊ ＝ １
ａｉｊ（ｘ）ξｉξ ｊ ≥ λ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ξ２
ｉ ，　 　 ∀ξｉ ∈ Ｒ， λ ＞ ０．

ε， μ 为正的小参数，ｍ ＞ １ 为整数，ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ） ∈ Ω，Ω为 Ｒｎ 中的有界区域，∂Ω为 Ω的

光滑边界，∂ ／ ∂ｎ 为在 ∂Ω 上的外法向导数．问题（１） ～ （３）是一个具有两参数的高阶反应扩散奇

摄动问题．假设：
［Ｈ１］ Ｌ 的系数， ｆ， ｇｉ 和 ｈ 在相应的定义区域内均为充分光滑的函数，且 ｇ０（０，ｘ） ＝ ｈ（ｘ），

ｘ ∈ ∂Ω；
［Ｈ２］ 当 ε → ０ 时， μ ／ ε → ０；
［Ｈ３］ 存在正常数 Ｎ，ｌ 使得 － Ｎ ≤ ｆｕ（ ｔ，ｘ，ｕ） ≤－ ｌ ．

１　 外 部 解

问题（１） ～ （３）的退化情形为

　 　 ｆ（ ｔ，ｘ，ｕ） ＝ ０． （４）

由假设，上述问题存在一个充分光滑的退化解 Ｕ
－
（ ｔ，ｘ） ．设问题（１） ～ （３）的外部解：

　 　 Ｕ ＝ ∑
∞

ｊ，ｋ ＝ ０
Ｕ ｊｋ（ ｔ，ｘ）ε ｊμ ｋ ． （５）

将式（５）代入方程（１），按 ε， μ展开 ｆ，合并 ε， μ的同次幂的系数并分别等于０．关于 ε ０μ ０，
得到

　 　 ｆ（ ｔ，ｘ，Ｕ００） ＝ ０． （６）
比较式（４）与式（６），问题（６）的解就是退化解．即

　 　 Ｕ００（ ｔ，ｘ） ＝ Ｕ
－
（ ｔ，ｘ） ． （７）

将式（５）代入方程（１），按 ε， μ 展开 ｆ，合并 ε， μ 的同次幂的系数并分别等于 ０．关于 ε ｊη ｋ

（ ｊ ＋ ｋ ≠ ０）， 得到

　 　 Ｕ ｊｋ ＝
１
ｆｕ
［Ｕ ｊ（ｋ－１） － ＬｍＵ（ ｊ －２ｍ）ｋ ＋ Ｆ ｊｋ］，　 　 ｊ，ｋ ＝ ０，１，２，…， ｊ ＋ ｋ ≠ ０． （８）

上式和以下的式子中，带有负下标的项为 ０．而
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　 　 Ｆ ｊｋ ＝
１

ｊ！ ｋ！
∂ｊ ＋ｋ

∂ε ｋ∂μ ｋ ｆ ｔ，ｘ，∑
∞

ｒ，ｓ ＝ ０
Ｕｒｓ（ ｔ，ｘ）ε ｒμ ｓ( )é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ε ＝ ０
，　 　 ｊ，ｋ ＝ ０，１，２，… ．

将式（７）、（８）决定的 Ｕ ｊｋ， ｉ， ｊ ＝ ０，１，２，… 代入式（５），便得到了原问题（１） ～ （３）的外部解

Ｕ（ ｔ，ｘ） ．但它未必满足边界条件（２） 和初始条件（３） ．为此，尚需构造问题解的边界层校正项 Ｖ
和初始层校正项 Ｗ ．

２　 解的边界层校正项

在 ∂Ω 邻近建立局部坐标系（ρ，ϕ） ．定义在 ∂Ω 邻域中点 Ｑ 的坐标： ρ（≤ ρ ０） 是从 Ｑ 到边

界 ∂Ω的距离，其中 ρ ０ 足够小，使得在 ∂Ω的 ρ ０⁃邻域Ωρ０
每一点的内法线互不相交．而 ϕ ＝ （ϕ１，

ϕ２，…，ϕｎ－１） 为（ｎ － １） ⁃维流形 ∂Ω上的非奇坐标系，点 Ｑ的坐标 ϕ为点 Ｐ 的坐标 ϕ，其中点 Ｐ
为通过点 Ｑ 的内法线到边界 ∂Ω 的交点．在 ∂Ω： ０ ≤ ρ ≤ ρ ０ 附近的 ρ ０⁃ 邻域 Ωρ０

中，有

　 　 Ｌ ＝ ａ－ ｎｎ
∂２

∂ρ ２
＋ ∑

ｎ－１

ｉ ＝ １
ａ－ ｎｉ

∂２

∂ρ∂ϕｉ

＋ ∑
ｎ－１

ｉ， ｊ ＝ １
ａ－ ｉｊ

∂２

∂ϕｉ∂ϕ ｊ

＋ ｂ
－
ｎ

∂
∂ρ

＋ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
ｂ
－
ｉ

∂
∂ϕｉ

， （９）

其中 ａ－ ｎｎ ＞ ０，ａ－ ｎｉ，ａ
－
ｉｊ，ｂ

－
ｎ，ｂ

－
ｉ 的结构从略．今在 ０ ≤ ρ ≤ ρ ０ 上引入多尺度变量［１］：

　 　 η ＝ μ
ε
， σ ＝ ｈ（ρ，ϕ）

ε
， ρ－ ＝ ρ， ϕ ＝ ϕ， （１０）

其中 ｈ（ρ，ϕ） 为一个待定函数，它将由下面决定．为了书写方便起见，以下仍用 ρ来代替 ρ－ ．由式

（９）有

　 　 Ｌ ＝ １
ε ２ Ｋ０ ＋ １

ε
Ｋ１ ＋ Ｋ２ ≡ Ｌ

－
， （１１）

其中 Ｋ０ ＝ ａ－ ｎｎｈ２
ρ∂２ ／ ∂σ ２，而 Ｋ１，Ｋ２ 的结构从略．由式（９） ～ （１１），令

　 　 ｈ（ρ，ϕ） ＝ ∫ρ
０

１

ａ－ ｎｎ（ρ １，ϕ）
ｄρ １ ．

设问题（１）、（２）的解 ｕ 为

　 　 ｕ ＝ Ｕ（ ｔ，ｘ，ε， μ） ＋ Ｖ（σ，ρ，ϕ，ε，η） ． （１２）
将式（１２）代入式（１）、（２），有

　 　 ε ２ｍＬ
－ ｍ（Ｕ ＋ Ｖ） ＝ εη（Ｕ ＋ Ｖ） ｔ － ｆ（ ｔ，ρ，ϕ，Ｕ ＋ Ｖ）， （１３）

　 　 ∂ｉＶ
∂ρ ｉ

＝ － ｇｉ（ ｔ，ｘ） ＋ ∂ｉＵ
∂ρ ｉ ，　 　 ｉ ＝ ０，１，２，…，ｍ － １， ｘ ＝ （ρ，ϕ） ∈ ∂Ω ． （１４）

令

　 　 Ｖ ＝ ∑
∞

ｊ，ｋ ＝ ０
ｖｊｋ（ ｉ，σ，ρ，ϕ）ε ｊη ｋ ． （１５）

将式（５）和（１５）代入式（１３）、（１４），按 ε， μ 展开非线性项，并令同次幂的系数相等，得到

　 　
∂２ｍｖ００
∂σ ２ｍ

＝ ｆ（ ｔ，σ，ρ，ϕ，Ｕ００ ＋ ｖ００）， （１６）

　 　
∂ｉｖ００
∂ρ ｉ

＝ － ｇｉ（ ｔ，ρ，ϕ） ＋ Ｕ００（ ｔ，ρ，ϕ），　 　 ｉ ＝ ０，１，…， ｍ － １， ρ ＝ ０， （１７）

　 　
∂２ｍｖｊｋ
∂σ ２ｍ

＝ ｆｕ（ ｔ，σ，ρ，ϕ，Ｕ００ ＋ ｖ００）ｖｊｋ ＋ Ｈ ｊｋ，　 　 ｊ，ｋ ＝ ０，１，２，…， ｊ ＋ ｋ ≠ ０， （１８）
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　 　 ｖｊｋ ＝ Ｕ ｊｋ（ｘ，ｔ），　 　 ｊ，ｋ ＝ ０，１，２，…， ｊ ＋ ｋ ≠ ０， ρ ＝ ０， （１９）
其中 Ｈ ｊｋ 为逐次已知的函数．由假设［Ｈ１］ ～ ［Ｈ３］，不难看出，问题（１６）、（１７）和（１８）、（１９）存在

解 ｖｊｋ， ｊ，ｋ ＝ ０，１，…，且在边界 ∂Ω 附近满足估计式：

　 　 ｖｊｋ ＝ Ｏ（ｅｘｐ（ － ｋ ｊｋσ）） ＝ Ｏ ｅｘｐ － ｋ ｊｋ
ρ
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ，　 　 ０ ＜ ε ≪ １， （２０）

其中 ｋ ｊｋ， ｊ，ｋ ＝ ０，１，２，…， 为正常数．设
　 　 ｖ－ ｊｋ ＝ ψ（ρ）ｖｊｋ， （２１）

其中 ψ（ρ） 为一个充分光滑的函数且

　 　 ψ（ρ） ＝
１，　 　 ０ ≤ ρ ≤ １

３
ρ ０，

０，　 　 ２
３

≤ ρ ≤ ρ ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

不失一般性，下面仍将 ｖ－ ｊｋ 用 ｖｊｋ 表示，我们便构造了边界层校正项 Ｖ 的形式渐近展开式（１５）．

３　 解的初始层校正项

作变量变换： τ ＝ ｔ ／ μ ．将它代入方程（１）：
　 　 ｕτ － ε ２ｍＬｕ ＝ ｆ（μτ，ｘ，ｕ） ． （２２）
令

　 　 ｕ ＝ Ｕ ＋ Ｖ ＋ Ｗ， （２３）
其中

　 　 Ｗ ＝ ∑
∞

ｊ，ｋ ＝ ０
ｗ ｊｋ（τ，ｘ）ε ｊμ ｋ ． （２４）

将式（５）、（１５）、（２３）、（２４）代入式（２２）、（３），按 ε， μ 展开非线性项，并令同次幂的系数相等，
得到

　 　
∂ｗ００

∂τ
＝ ｆ（０，ｘ，ｗ００）， （２５）

　 　 ｗ００（０，ｘ） ＝ ｈ（ｘ） － Ｕ００（０，ｘ） － Ｖ００（０，ｘ）， （２６）

　 　
∂ｗ ｊｋ

∂τ
＝ ｆｕ（０，ｘ，ｗ００）ｗ ｊｋ ＋ Ｇ ｊｋ，　 　 　 　 　 ｊ，ｋ ＝ ０，１，２，…， ｊ ＋ ｋ ≠ ０， （２７）

　 　 ｗ ｊｋ（０，ｘ） ＝ － Ｕ ｊｋ（０，ｘ） － Ｖ ｊｋ（０，ｘ）， ｊ，ｋ ＝ ０，１，２，…， ｊ ＋ ｋ ≠ ０， （２８）
其中 Ｇ ｊｋ 为已知函数，其结构从略．由假设［Ｈ３］，从式（２５）、（２６）和式（２７）、（２８）可以依次地得

到 ｗ ｊｋ， ｊ，ｋ ＝ ０，１，２，… ．将它们代入式（２４），便可得到原问题（１） ～ （３）的初始层校正项 Ｗ， 并

且满足性质：

　 　 ｗ ｊｋ ＝ Ｏ［ｅｘｐ（ － ｋ
－
ｊｋτ）］ ＝ Ｏ ｅｘｐ － ｋ

－
ｊｋ

ｔ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ，　 　 ｊ，ｋ ＝ ０，１，２，…，０ ＜ μ ≪ １， （２９）

其中 ｋ
－
ｊｋ， ｊ，ｋ ＝ ０，１，２，…， 为正常数．

于是便有原问题（１） ～ （３）解的形式渐近展开式：

　 　 ｕ ＝ ∑
∞

ｊ，ｋ ＝ ０
［（Ｕ ｊｋ ＋ ｗ ｊｋ）ε ｊμ ｋ ＋ ｖｊｋε ｊη ｋ］，　 　 ０ ＜ ε， μ， η ≪ １． （３０）
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４　 微分不等式

定义　 设 ｕ－，ｕ
－
为在［０，Ｔ］ × （Ω ＋ ∂Ω） × ［０，ε ０］ 上的光滑函数，使得 ｕ

－
≤ ｕ－， 并成立

　 　 μ ｕ
－ ｔ － ε ２ｍＬｍｕ

－
－ ｆ（ ｔ，ｘ，ｕ

－
） ≤ ０ ≤ μｕ－ ｔ － ε ２ｍＬｍｕ－ － ｆ（ ｔ，ｘ，ｕ－），　 　 ｘ ∈ Ω，

　 　
∂ｉｕ

－

∂ｎｉ
－ ｇｉ（ ｔ，ｘ） ≤ ０ ≤ ∂ｉｕ－

∂ｎｉ
－ ｇｉ（ ｔ，ｘ）， ｘ ∈ ∂Ω，

　 　 ｕ
－
（０，ｘ） ≤ ｈ（ｘ） ≤ ｕ－（０，ｘ）， ｔ ＝ ０，

则分别称 ｕ－ 和 ｕ
－
为问题（１） ～ （３）的上解和下解．

定理 １　 在假设［Ｈ１］ ～ ［Ｈ３］下，对于 ∀ε ∈ （０，ε ０］， 如果问题（１） ～ （３）有一个上解 ｕ－ 和

下解 ｕ
－
， 则反应扩散问题（１） ～ （３）存在一个解 ｕ， 且成立

　 　 ｕ
－
≤ ｕ ≤ ｕ－，　 　 （ ｔ，ｘ） ∈ ［０，Ｔ］ × （Ω ＋ ∂Ω） ．

证明　 取 ｕ－ ０ ＝ ｕ－，ｕ
－
０ ＝ ｕ

－
为两个不同的初始迭代．可由如下线性问题分别依次构造两个序列

{ ｕ－ ｋ } ， { ｕ
－
ｋ } ：

　 　 μ（ｕ－ ｋ） ｔ － ε ２ｍＬｍｕ－ ｋ ＋ Ｎｕ－ ｋ ＝ Ｎｕ－ ｋ－１ ＋ ｆ（ ｔ，ｘ，ｕ－ ｋ－１），　 　 ｘ ∈ Ω，

　 　 ∂ｉｕ－ ｋ

∂ｎｉ
＝ ｇｉ（ ｔ，ｘ）， ｘ ∈ ∂Ω，

　 　 ｕ－ ｋ（０，ｘ） ＝ ｈ（ｘ）， ｔ ＝ ０， ｘ ∈ Ω；
　 　 μ（ｕ

－
ｋ） ｔ － ε ２ｍＬｍｕ

－
ｋ ＋ Ｎｕ

－
ｋ ＝ Ｎｕ

－
ｋ－１ ＋ ｆ（ ｔ，ｘ，ｕ

－
ｋ－１）， ｘ ∈ Ω，

　 　
∂ｉｕ

－
ｋ

∂ｎｉ
＝ ｇｉ（ ｔ，ｘ）， ｘ ∈ ∂Ω，

　 　 ｕ
－
ｋ（０，ｘ） ＝ ｈ（ｘ）， ｔ ＝ ０， ｘ ∈ Ω ．

设 ｗ ＝ ｕ－ ０ － ｕ－ １ ．有
　 　 μｗ ｔ － ε ２ｍＬｍｗ ＋ Ｎｗ ＝ μ（ｕ－） ｔ － ε ２ｍＬｍｕ－ ＋ ｆ（ ｔ，ｘ，ｕ－） ≥ ０，　 　 ｘ ∈ Ω，

　 　 ∂ｉｗ
∂ｎｉ

＝ ０， ｘ ∈ ∂Ω，

　 　 ｗ（０，ｘ） ＝ ０， ｔ ＝ ０， ｘ ∈ Ω ．
于是 ｗ ≥ ０［１］， 即

　 　 ｕ－ １ ≤ ｕ－ ０，　 　 ｔ ∈ ［０，Ｔ］， ｘ ∈ Ω ＋ ∂Ω ．
同理有

　 　 ｕ
－
１ ≥ ｕ

－
０，　 　 ｔ ∈ ［０，Ｔ］， ｘ ∈ Ω ＋ ∂Ω ．

现证 ｕ－ １ ≥ ｕ
－
１ ．设 ｗ－ ＝ ｕ－ １ － ｕ

－
１ ．由假设［Ｈ３］，有

　 　 μ（ｗ－ ｉ） ｔ － ε ２ｍＬｍｗ－ ＋ Ｎｗ－ ＝ Ｎ（ｕ－ ０ － ｕ
－
０） ＋ ［ ｆ（ ｔ，ｘ，ｕ－ ０） － ｆ（ ｔ，ｘ，ｕ

－
０）］ ≥ ０，

　 　 ｗ－ ＝ ０，　 　 　 　 ｘ ∈ ∂Ω，
　 　 ｗ－ （０，ｘ） ＝ ０， ｔ ＝ ０， ｘ ∈ Ω ．

于是 ｗ－ ≥ ０， 即

　 　 ｕ
－
１ ≤ ｕ－ １， ｔ ∈ ［０，Ｔ］， ｘ ∈ Ω ＋ ∂Ω ．

同理有
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　 　 ｕ
－ ０ ＝ ｕ

－
０ ≤ ｕ

－
１ ≤ … ≤ ｕ

－
ｋ ≤ … ≤ ｕ－ ｋ ≤ … ≤ ｕ－ １ ≤ ｕ－ ０ ＝ ｕ－ ０，　 　

ｔ ∈ ［０，Ｔ］， ｘ ∈ Ω ＋ ∂Ω ．
利用文献［１］的方法，我们能证明

　 　 ｌｉｍ
ｋ→∞

ｕ
－
ｋ ＝ ｌｉｍ

ｋ→∞
ｕ－ ｋ ＝ ｕ，　 　 ０ ≤ ｔ ≤ Ｔ， ｘ ∈ Ω ＋ ∂Ω，

且 ｕ 为问题（１） ～ （３）的一个解．定理 １ 证毕．

５　 渐近解的一致有效性

我们有如下定理：
定理 ２　 在假设［Ｈ１］ ～ ［Ｈ３］下，具有两参数的奇摄动反应扩散问题（１） ～ （３）存在一个解

ｕ，并在 ｔ ∈ ［０，Ｔ］，ｘ ∈ Ω
－
上有形如式（３０）的一致有效的渐近展开式．

证明　 首先引入两个辅助函数 α 和 β：
　 　 α ＝ Ｚ － ｒζ， β ＝ Ｚ ＋ ｒζ， （３１）

其中 ｒ 为足够大的正常数，它将在下面选取，ζ ＝ ｍａｘ（εｍ，ηｍ），

　 　 Ｚ ＝ ∑
ｍ

ｊ，ｋ ＝ ０
［（Ｕ ｊｋ ＋ ｗ ｊｋ）ε ｊμ ｋ ＋ ｖｊｋε ｊη ｋ］ ．

显然有

　 　 α ≤ β，　 　 ｔ ∈ ［０，Ｔ］， ｘ ∈ Ω
－
， （３２）

　 　
∂ｉα
∂ｎｉ

ｘ∈∂Ω
≤ ｇｉ（ ｔ，ｘ） ≤

∂ｉβ
∂ｎｉ

ｘ∈∂Ω
，　 　 ｉ ＝ ０，１，…，ｍ － １． （３３）

　 　 α ｔ ＝ ０≤ ｈ（ｘ） ≤ β ｔ ＝ ０ ． （３４）
现在来证明：

　 　 μα ｔ － ε ２ｍＬα － ｆ（ ｔ，ｘ，α） ≤ ０，　 　 ｔ ∈ ［０，Ｔ］， ｘ ∈ Ω， （３５）
　 　 μβ ｔ － ε ２ｍＬβ － ｆ（ ｔ，ｘ，β） ≥ ０，　 　 ｔ ∈ ［０，Ｔ］， ｘ ∈ Ω ． （３６）
我们分 ３ 种情形来证明上述不等式：
􀃠 ０ ≤ ρ ≤ （１ ／ ３）ρ ０；
􀃡 （１ ／ ３）ρ ０ ＜ ρ ＜ （２ ／ ３）ρ ０；
􀃢 （２ ／ ３）ρ ０ ≤ ρ ≤ ρ ０ ．

下面仅证􀃠的情形，而情形􀃡、􀃢可用类似的方法证明．
由假设［Ｈ３］及由式（２０）、（２１）、（２９），对于足够小的 ε， μ， μ ／ ε，存在正常数 Ｍ， 使得

　 　 μα ｔ － ε ２ｍＬα － ｆ（ ｔ，ｘ，α） ＝
　 　 　 　 μＺ ｔ － ε ２ｍＬＺ － ｆ（ ｔ，ｘ，Ｚ） ＋ ［ ｆ（ ｔ，ｘ，Ｚ） － ｆ（ ｔ，ｘ，Ｚ － ｒζ）］ ≤

　 　 　 　 － ｆ（ｘ，ｔ，Ｕ００） － ∑
ｍ

ｊ，ｋ ＝ ０
ｊ ＋ｋ≠０

Ｕ ｊｋ － １
ｆｕ
（Ｕ ｊ（ｋ－１） － ＬｍＵ（ ｊ －２ｍ）ｋ ＋ Ｆ ｊｋ）

é

ë
êê

ù

û
úú ε

ｊμ ｋ ＋

　 　 　 　
∂２ｍｖ００
∂σ ２ｍ

－ ｆ（ ｔ，σ，ρ，ϕ，Ｕ００ ＋ ｖ００）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

　 　 　 　 ∑
ｍ

ｊ，ｋ ＝ ０
ｊ ＋ｋ≠０

∂２ｍｖｊｋ
∂σ ２ｍ

－ ｆｕ（ ｔ，σ，ρ，ϕ，Ｕ００ ＋ ｖ００）ｖｊｋ － Ｈ ｊｋ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ε ｊη ｋ ＋

　 　 　 　
∂ｗ００

∂τ
－ ｆ（０，ｘ，ｗ００）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
－
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　 　 　 　 ∑
ｍ

ｊ，ｋ ＝ ０
ｊ ＋ｋ≠０

∂ｗ ｊｋ

∂τ
－ ｆｕ（０，ｘ，ｗ００）ｗ ｊｋ － Ｇ ｊｋ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ε

ｊμ ｋ － ｒｌζ ＋ Ｍζ ＝ － （ ｒｌ － Ｍ）ζ ．

选取 ｒ ≥ Ｍ ／ ｌ， 便有不等式（３５）成立．同理可证不等式（３６）也成立．由式（３２） ～ （３６），利用定理

１ 的微分不等式理论，问题（１） ～ （３）存在一个解 ｕ，且成立 α ≤ ｕ≤ β，ｔ∈ ［０，Ｔ］，ｘ ∈ Ω
－
．于是

由式（３１），便有

　 　 ｕ ＝ ∑
ｍ

ｊ，ｋ ＝ ０
［（Ｕ ｊｋ ＋ ｗ ｊｋ）ε ｊμ ｋ ＋ ｖｊｋε ｊη ｋ］ ＋ Ｏ（ζ），

ｔ ∈ ［０，Ｔ］， ｘ ∈ Ω
－
， ０ ＜ ε， μ， η ＝ μ ／ ε ≪ １，

其中 ζ ＝ ｍａｘ（εｍ，ηｍ） ．定理证毕．

６　 结　 　 论

随着科学研究的进步，提出了许多更复杂、更深入的非线性方程数学模型．然而众所周知，
一般的非线性问题是不能用有限个初等函数来描述其精确解的．利用数值模拟方法得到的模

拟近似解是间断的，不具备解析性．在本文中利用奇摄动理论对具有两个小参数的反应扩散方

程来得到渐近解析解．这个方法，首先构造原问题的外部解，并在边界邻域引入局部坐标，再在

该邻域中作多重尺度变量，得到问题解的边界层校正项．其次作伸长变量，构造初始层校正项．
因而求得具有两个不同“厚度”的局部区域上的解的形式渐近展开式．最后，利用上、下解方法

论，建立了微分不等式理论，证明了原问题的解在整个区域上的一致有效的渐近展开式．用上

述方法得到的各次近似解析解，因为它们具有解析性，故还可以进行微分、积分等解析运算，得
到相关问题更深入的物理性态的讨论，所以用这种方法求得问题的解，具有宽广的应用前景．
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