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摘要：　 研究双参数对带附加项的广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统稳定性的影响．首先将该系统在一定条件下化

成梯度系统．其次利用梯度系统的特性来研究这类系统的稳定性及其对双参数的依赖关系．再次在

参数平面给出稳定性区域．结果表明，该系统的平衡稳定性随双参数变化可能是稳定的，或渐近稳

定的，也可能是不稳定的，相应给出各种稳定性对应的参数变化范围．
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引　 　 言

１９５３ 年物理学家 Ｐａｕｌｉ 在研究非局部场论的量子化问题时，发现了 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 力学对非正

则变量的一种推广［１］ ．１９５９ 年 Ｍａｒｔｉｎ 在试图推广 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方法，以便将其应用于不存在 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 函数的系统时，得到了类似结果［２］，从而建立了广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统动力学．近年来，广义

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的研究已经成为一个热门课题，在理论和应用方面都得到了广泛的发展，且已取

得一系列重要成果［３⁃１６］ ．梯度系统特别适合研究稳定性［１７］ ．如果一个力学系统可以化成梯度系

统，那么就可以利用梯度系统的性质来研究力学系统的稳定性．广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统是一类斜梯

度系统，一般不是一个梯度系统，在极其严格的条件下才能成为梯度系统［１８］ ．Ｅｕｌｅｒ 情形下重

刚体绕定点运动的方程，在适当选取变量下可成为广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程［１２］ ．此时，若刚体受有非

零外力矩，方程可表为带附加项的广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程．这类方程比广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程更容易化

成梯度系统的方程．本文给出带附加项的广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程可以成为梯度系统的条件，通过梯

度系统的性质来研究这类系统的稳定性及其对双参数的依赖关系．

１　 系统的微分方程

广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程有形式

　 　 ｘｉ ＝ Ｊｉｊ
∂Ｈ
∂ｘ ｊ

　 　 （ ｉ， ｊ ＝ １，２，…，ｍ）， （１）
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其中 Ｈ ＝ Ｈ（ｘ），ｍ 为任意整数，而 Ｊｉｊ ＝ Ｊｉｊ（ｘ） 满足

　 　 Ｊｉｊ（ｘ） ＝ Ｊ ｊｉ（ｘ）， Ｊｉｌ

∂Ｊ ｊｋ

∂ｘｌ

＋ Ｊ ｊｌ

∂Ｊｋｉ

∂ｘｌ

＋ Ｊｋｌ

∂Ｊｉｊ

∂ｘｌ

＝ ０　 　 （ ｉ， ｊ，ｋ，ｌ ＝ １，２，…，ｍ） ． （２）

对方程（１）右端施加附加项 Λｉ ＝ Λｉ（ｘ）， 则有

　 　 ｘｉ ＝ Ｊｉｊ
∂Ｈ
∂ｘ ｊ

＋ Λｉ ． （３）

２　 梯 度 系 统

梯度系统的微分方程为

　 　 ｘｉ ＝ －
∂Ｖ
∂ｘｉ

　 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｍ）， （４）

其中 Ｖ ＝ Ｖ（ｘ） 称为势函数，并不是力学中的势能．梯度系统有如下重要性质［１７］：
性质 １　 如果 Ｖ 是系统的一个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数，并且 Ｖ ＝ ０，当且仅当 ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ） 是

一个平衡点；
性质 ２　 对梯度系统（４），任一平衡点处的线性化系统都只有实特征值．
以上两条性质可用来研究化成梯度系统的力学系统的稳定性以及参数对稳定性的影响．

３　 系统的梯度表示

对系统（３），如果满足如下条件：

　 　 ∂
∂ｘｋ

Ｊｉｊ
∂Ｈ
∂ｘ ｊ

＋ Λｉ
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è
ç

ö

ø
÷ － ∂

∂ｘｉ
Ｊｋｊ

∂Ｈ
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è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０　 　 （ ｉ， ｊ， ｋ ＝ １，２，…，ｍ） ． （５）

那么，可找到势函数 Ｖ ＝ Ｖ（ｘ） ，使得

　 　 Ｊｉｊ
∂Ｈ
∂ｘ ｊ

＋ Λｉ ＝ －
∂Ｖ
∂ｘｉ

　 　 （ ｉ， ｊ ＝ １，２，…，ｍ）， （６）

此时系统（３）成为一个梯度系统．于是有：
命题 １　 带附加项的广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统（３）在满足条件（５）的情况下，就化成了一个梯度

系统．

４　 系统的稳定性

带附加项的广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统（３）化成梯度系统后，便可利用梯度系统的性质来研究系

统的平衡稳定性及其对参数的依赖关系．由于梯度系统平衡点处的线性化系统都只有实特征

根，因此，特征根可为负，可为正，亦可为 ０．由 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 一次近似理论可得：
命题 ２　 如果一次近似特征方程的根皆为负，则平衡是渐近稳定的；如果有正根，则是不

稳定的；如果有零根，且是单根，其余无正根，则是稳定的，但非渐近稳定；如果零根为重根，则
是不稳定的．

当 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数 Ｈ 或附加项 Λｉ 出现某些参数时，系统的平衡性质会随参数变化而变化．
如果参数是两个，那么可在参数平面上画出稳定性区域．

５　 算　 　 例

例 １　 三维广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统为
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　 　 Ｈ ＝－ １
２

ｘ２
２ μ － ２ｘ１ｘ２ － １

２
ｘ２
３ν，

　 　 （Ｊｉｊ） ＝
０ １ １
－ １ ０ １
－ １ － １ ０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
，

　 　 Λ１ ＝ － ３ｘ２
１ ＋ ｘ３ν，

　 　 Λ２ ＝ － ２ｘ２ ＋ ｘ１（２ － μ） － ２ｘ３，
　 　 Λ３ ＝ － ４ｘ３ － ｘ２（μ ＋ ν），

其中 μ，ν 为参数．试研究系统的稳定性．
解　 方程（３）给出

　 　 ｘ１ ＝ － ２ｘ１ － ｘ２ μ － ３ｘ２
１，

　 　 ｘ２ ＝ － ｘ１μ － ２ｘ２ － ｘ３ν，
　 　 ｘ３ ＝ － ｘ２ν － ２ｘ３ ．

这是一个梯度系统，平衡点为（０，０，０），其线性化系统的特征方程为

　 　
λ ＋ ２ μ ０
μ λ ＋ ２ ν
０ ν λ ＋ ２

＝ （λ ＋ ２）（λ ２ ＋ ４λ ＋ ４ － μ ２ － ν ２） ＝ ０．

当 ４ － μ ２ － ν ２ ＞ ０ 时，有 ３ 个负实根，平衡是渐近稳定的；当 ４ － μ ２ － ν ２ ＝ ０ 时，有 １ 个零根和

３ 个负实根，平衡是稳定的；当 ４ － μ ２ － ν ２ ＜ ０时，有 １个正实根，平衡是不稳定的．因此，在参数

平面 μ，ν 上以（０，０）为中心，以 ２ 为半径的圆内是平衡稳定区域．当参数变化由圆外到圆内时，
平衡由不稳定变为渐近稳定．

例 ２　 三维广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统为

　 　 Ｈ ＝－ ｘ１ｘ２，

　 　 （Ｊｉｊ） ＝
０ １ １
－ １ ０ １
－ １ － １ ０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
，

　 　 Λ１ ＝ ｘ１ － ｘ１（ｘ１ － μ）（２ｘ１ － ν）， Λ２ ＝ － ２ｘ２， Λ３ ＝ － ｘ１ － ｘ２ － ｘ３ － ｘ５
３，

其中 μ，ν 为参数，试研究平衡稳定性对参数的依赖关系．
解　 方程（３）给出

　 　 ｘ１ ＝ － ｘ１（ｘ１ － μ）（２ｘ１ － ν），
　 　 ｘ２ ＝ － ｘ２，
　 　 ｘ３ ＝ － ｘ３ － ｘ５

３ ．
它是一个梯度系统．平衡点的个数依赖于参数 μ，ν ．当 μ ＝ ν ＝ ０时，有 １个平衡点（０，０，０）；当 μ
＝ ０，ν ≠０ 或 μ ≠０，ν ＝ ０ 时，有 ２ 个平衡点（０，０，０），（ν ／ ２，０，０） 或（０，０，０），（μ，０，０）；当 μ ≠
０，ν ≠０时，有 ３个平衡点（０，０，０），（μ，０，０），（ν ／ ２，０，０） ．平衡稳定性依赖于参数 μ，ν ．下面分

别研究 ３ 个平衡点的稳定性：
① 平衡点（０，０，０）
线性化方程为

　 　 ｘ１ ＝ － μνｘ１， ｘ２ ＝ － ｘ２， ｘ３ ＝ － ｘ３ ．
当 μν ＝ ０ 时，特征根 １ 个为 ０，２ 个为负，平衡是稳定的；当 μν ＞ ０ 时，有 ３ 个负实根，平衡是渐
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近稳定的；当 μν ＜ ０ 时，有正实根，平衡是不稳定的．
② 平衡点 （μ，０，０）
令 ｘ１ ＝ ξ １ ＋ μ，ｘ２ ＝ ξ ２，ｘ３ ＝ ξ ３， 线性化方程为

　 　 ξ １ ＝ － μ（２μ － ν）ξ １， ξ ２ ＝ － ξ ２， ξ ３ ＝ － ξ ３ ．
当 μ（２μ － ν） ＝ ０ 时，有 １ 个零根和 ２ 个负实根，平衡是稳定的；
当 μ（２μ － ν） ＞ ０ 时，有 ３ 个负实根，平衡是渐近稳定的；
当 μ（２μ － ν） ＜ ０ 时，有正实根，平衡是不稳定的．对固定的 μ 值，平衡依赖于参数 ν ．
③ 平衡点 （ν ／ ２，０，０）
一次近似方程为

　 　 ξ １ ＝ － ν
２
（ν － ２μ）ξ １， ξ ２ ＝ － ξ ２， ξ ３ ＝ － ξ ３ ．

可得

当 ν（ν － ２μ） ／ ２ ＝ ０ 时，有 １ 个零根和 ２ 个负实根，平衡是稳定的；
当 ν（ν － ２μ） ／ ２ ＞ ０ 时，有 ３ 个负实根，平衡是渐近稳定的；
当 ν（ν － ２μ） ／ ２ ＜ ０ 时， 有 １ 个正实根， 平衡是不稳定的．对固定的 ν 值， 平衡依赖于参

数 μ ．

６　 结　 　 论

带附加项的广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统在一定的条件下可化成梯度系统．当系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数

和附加项中出现参数时，可借助梯度系统的性质来研究这类系统的平衡稳定性以及参数对稳

定性的影响．研究表明该系统的平衡稳定性随双参数变化可能是稳定的，或渐近稳定的，也可

能是不稳定的，相应地可以求出各种稳定性或不稳定性对应的参数变化范围．对于三维广义

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统， 平衡点个数是 １ 个或者 ２ 个， 也可能是 ３ 个， 平衡稳定性依赖于参数 μ， ν 的

选取．
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