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摘要：　 对于考虑阻尼项和陀螺项的一般线性动力学振动系统，建立了基于辛本征空间展开求解

的一般方法．基于 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商本征值的模态展开方法被广泛应用于复杂结构动力系统振动分析，但
对于很多机械系统，由于其不能有效考虑陀螺效应的影响，其适用性却受到很大限制．该文首先讨

论了无阻尼系统 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商本征值问题与辛本征值问题的对应关系，表明前者实际可由后者的一

种退化形式给出（也即忽略陀螺效应），而后者更具有一般性．在此基础上，进一步基于辛本征空间

本征向量展开，推导了同时考虑阻尼和陀螺系统的一般线性动力学系统的有效求解方法．数值算例

选取不考虑陀螺效应及考虑陀螺效应的两种线性阻尼振动系统对所提出的方法进行了验证，分析

结果表明了该文所建立方法的正确性和有效性．
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引　 　 言

一般的线性振动系统包括惯性、弹性、陀螺与阻尼效应．对于不考虑阻尼与陀螺效应的线

性振动系统可以称为非陀螺保守系统［１］，有 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商本征值问题．基于 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商本征向量

展开，非陀螺保守系统可以实现解耦．Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商本征向量展开也常用于阻尼线性系统［２］ ．若阻

尼是比例阻尼或者 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 阻尼，也可以实现解耦．对于陀螺线性系统，其本征向量一般为复

数，且复本征向量的实部与虚部对应实对称矩阵的广义本征值问题［３］ ．在复本征向量的实部与

虚部张成的线性空间展开，陀螺系统最终解耦为若干组平面动力系统．
以上的讨论均是建立在一类变量的框架下，也就是 Ｌａｇｒａｎｇｅ 的体系．Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系是两类

变量的体系，在经典力学中有很重要的地位．陀螺系统的辛求解已经得到很好的解答［４⁃６］ ．在
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Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系下，陀螺系统的本征值问题归结为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 矩阵的辛本征值问题；基于辛本征向

量展开，可以实现完全解耦．非陀螺保守系统作为陀螺系统的特例，自然可以在 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系

下进行讨论．非陀螺保守系统的 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商本征值问题与辛本征值问题是同一物理问题的不

同描述，两者存在的关系还有待进一步确定．关于线性阻尼振动系统在 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系的讨论还

不完整．此外，将陀螺系统的辛求解拓展到阻尼陀螺系统，也是有必要的．
本文重新审视了基于 Ｌａｇｒａｎｇｅ 体系下线性振动系统求解与基于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系下线性振

动系统辛求解两种分析体系．探讨了非陀螺保守系统辛本征值问题与 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商本征值问题

之间的联系，并通过理论推导得出了 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商本征解与辛本征解的定量关系，也即：１） 对于

本征值，辛本征值平方等于 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商本征值的相反值；２） 对于本征向量，辛本征向量矩阵的

４ 个分块子矩阵与 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商本征解获得的本征向量矩阵相差一系数变换阵，而其可由辛本

征向量矩阵共轭正交归一关系获得．最终可以看到，通常基于 Ｌａｇｒａｎｇｅ 体系下本征向量展开，
实际为由基于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系下本征向量展开的一种退化表达形式．在这些工作基础上，本文进

一步基于辛本征空间推导了同时考虑阻尼和陀螺系统的一般线性动力学系统的有效求解方

法．数值算例中选取两种典型结构对本文方法的正确性和有效性进行了验证．

１　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 体系下线性振动系统求解

一般的 ｎ 维线性振动系统的动力学方程可以写成如下形式：
　 　 Ｍｑ ＋ （Ｇ ＋ Ｃ）ｑ ＋ Ｋｑ ＝ ｆ（ ｔ）， （１）

其中 Ｍ，Ｇ，Ｃ 和 Ｋ 分别为系统的质量阵、陀螺阵、阻尼阵和刚度阵，ｑ 与 ｆ 分别为 ｎ 维位移向量

与激励向量．若不计陀螺效应与阻尼效应，式（１）退化为

　 　 Ｍｑ ＋ Ｋｑ ＝ ｆ（ ｔ） ． （２）
对于式（２），有特征值问题 （Ｋ － ω ２Ｍ）ｑ ＝ ０， 且有 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商

　 　 ω ２ ＝ ｍｉｎ
ｑ

［（ｑＴＫｑ） ／ （ｑＴＭｑ）］， （３）

可以求解得到 ｎ 个本征解 ω ２
ｉ ，ｑψ，ｉ 满足正交归一关系：

　 　 ψＴ
ｑＭψｑ ＝ Ｉ， ψＴ

ｑＫψｑ ＝ Λ， （４）

其中 ψｑ ＝ ［ｑψ，１，ｑψ，２，…，ｑψ，ｎ］， Λ ＝ ｄｉａｇ（ω ２
ｉ ） ．

当忽略陀螺效应时，式（１）将退化为

　 　 Ｍｑ ＋ Ｃｑ ＋ Ｋｑ ＝ ｆ（ ｔ） ． （５）
对于式（５）所示的非陀螺阻尼系统，其求解通常采用 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商本征向量展开［２］ ．应用展开定

理，即将位移向量表示为 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商本征向量的线性组合

　 　 ｑ（ ｔ） ＝ ψｑ·ｃ（ ｔ） ． （６）

将式（６）代入式（５），在方程两边左乘 ψＴ
ｑ 并注意到正交关系式（４），有

　 　 ｃ（ ｔ） ＋ ψＴ
ｑＣψｑｃ（ ｔ） ＋ Λｃ（ ｔ） ＝ ψＴ

ｑ·ｆ（ ｔ） ． （７）
若阻尼为比例阻尼或者 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 阻尼，则式（７）完全解耦．在由式（７）求解得到模态坐标后再

利用式（６）即可得到位移向量．
以上是 ｎ 维的求解，是一类变量的体系．但还要考虑 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的 ２ｎ 维状态空间求解，

更具一般性．
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２　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系下线性振动系统辛求解

２．１　 陀螺系统辛求解

陀螺系统的辛求解在文献［４⁃６］中有详细论述，这里给出简要介绍．
对于陀螺系统，如不考虑阻尼效应，式（１）退化为

　 　 Ｍｑ ＋ Ｇｑ ＋ Ｋｑ ＝ ｆ（ ｔ） ． （８）
此时，对应于动力学方程（８）的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数为

　 　 Ｌ（ｑ，ｑ） ＝ １
２

ｑＴＭｑ ＋ １
２

ｑＴＧｑ － １
２

ｑＴＫｑ ＋ ｆ（ ｔ） Ｔｑ ． （９）

应用 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 变换，得到对偶动量：
　 　 ｐ ＝ ∂Ｌ（ｑ，ｑ） ／ ∂ｑ ＝ Ｍｑ ＋ Ｇｑ ／ ２． （１０）
从上式解出 ｑ， 进一步可以定义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数：
　 　 Ｈ（ｑ，ｐ） ＝ ｐＴｑ － Ｌ（ｑ，ｑ） ＝ ｐＴＤｐ ／ ２ ＋ ｐＴＡｑ ＋ ｑＴＢｑ ／ ２ － ｆ（ ｔ） Ｔｑ， （１１）

其中

　 　 Ａ ＝ － Ｍ －１Ｇ ／ ２， Ｂ ＝ Ｋ ＋ ＧＴＭ －１Ｇ ／ ４， Ｄ ＝ Ｍ －１ ． （１２）
引入状态向量则相应的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 正则方程为

　 　 ｖ ＝ Ｈｖ ＋
０

ｆ（ ｔ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１３）

其中 ｖ 和 Ｈ 分别为状态向量与 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 矩阵，表达式如下：

　 　 ｖ ＝
ｑ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｈ ＝

Ａ Ｄ
－ Ｂ － ＡＴ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （１４）

对于式（１３），略去载荷项，有 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 矩阵本征值问题

　 　 ＨΨ ＝ μΨ， ｖ ＝ Ψｅｘｐ（μｔ） ． （１５）
Ｈ 阵的 ２ｎ 个本征值经过适当分组，可以划分为两类：

　 　
α） μ ｉ， Ｒｅ（μ ｉ） ＜ ０ ｏｒ Ｒｅ（μ ｉ） ＝ ０， Ｉｍ（μ ｉ） ＞ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ；
β） μ ｎ＋ｉ， μ ｎ＋ｉ ＝ － μ ｉ ．

{ （１６）

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 矩阵的本征向量满足共轭辛正交归一关系．如将其排列得到如下辛本征矩阵：
　 　 Ψ ＝ ［ψ１，ψ２，…，ψｎ；ψｎ＋１，ψｎ＋２，…，ψ２ｎ］ ． （１７）

则有

　 　 ΨＴＪΨ ＝ Ｊ， （１８）
其中 Ｊ 为单位辛矩阵：

　 　 Ｊ ＝
０ｎ×ｎ Ｉｎ×ｎ
－ Ｉｎ×ｎ ０ｎ×ｎ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （１９）

应用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 阵本征向量的展开定理

　 　 ｖ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
［ａｉψ ｉ ＋ ｂｉψｎ＋ｉ］ ＝ Ψｖａ， ｖａ ＝ ［ａＴ ｂＴ］ Ｔ， （２０）

将辛本征矩阵 Ψ写成如下的分块形式：

　 　 Ψ ＝
Ｑα（ｎ×ｎ） Ｑβ（ｎ×ｎ）

Ｐα（ｎ×ｎ） Ｐβ（ｎ×ｎ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （２１）
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则式（２０）可以改写为

　 　 ｑ ＝ Ｑαａ ＋ Ｑβｂ， ｐ ＝ Ｐαａ ＋ Ｐβｂ ． （２２）
将式（２０）代入式（１３），左乘 ＪΨＴＪ， 得到

　 　 ｖａ ＝ Ｄｐｖａ － ＪΨＴＪ
０

ｆ（ ｔ）{ } ， （２３）

其中 Ｄｐ ＝ ｄｉａｇ［ｄｉａｇ（μ ｉ）， － ｄｉａｇ（μ ｉ）］ ．
注意到 Ｄｐ 阵为对角阵，故式（２３）完全解耦．通过式（２３）求解得到辛空间中的广义坐标后

代入式（２２）即可得到位移与对偶动量．
２．２　 非陀螺保守系统辛本征值问题与 Ｒａｙｌｅｉｇｈ商本征值问题的关系

对于陀螺系统，导出了辛本征值问题（１５）．注意到本征值以相反数成对出现，其求解也是

以对为单位的．关于陀螺系统辛本征值的求解，在文献［４］和文献［７］中有详细的讨论．非陀螺

系统作为陀螺系统的特例，自然也存在辛本征值问题．非陀螺保守系统的辛本征值问题与其

Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商本征值问题是非陀螺保守系统本征值问题的两种不同表述，自然存在关联．接下来，
将建立两种本征值问题的关系．

当 Ｇ ＝ ０ 时，有 Ｄ ＝ Ｍ －１，Ｂ ＝ Ｋ，Ａ ＝ ０．为了建立 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商的本征向量矩阵 ψｑ 与共轭辛

本征向量矩阵 Ψ之间的关系，先考虑某一个 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商的本征向量 ｑψ，ｉ， 有

　 　 Ｋｑψ，ｉ ＝ ω ２
ｉ Ｍｑψ，ｉ ． （２４）

对应的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 矩阵本征值问题为

　 　
０ Ｍ －１

－ Ｋ ０
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ψｑ，ｉ

ψｐ，ｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ μ ｉ

ψｑ，ｉ

ψｐ，ｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
⇒ψｐ，ｉ ＝ μ ｉＭψｑ，ｉ， Ｋψｑ，ｉ ＝ － μ ２

ｉ Ｍψｑ，ｉ ． （２５）

对比式（２４）与（２５），可以得到

　 　 μ ２
ｉ ＝ － ω ２

ｉ ⇒ μ ｉ ＝ ｊω ｉ， （２６）

　 　
ψｑ，ｉ

ψｐ，ｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ ｋ

ｑψ，ｉ

μ ｉＭｑψ，ｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （２７）

上式中的 ｊ 为虚数单位（ｊ ＝ －１ ），常数 ｋ 需要由共轭辛本征向量的归一性来确定．共轭辛本征

值互为相反数，故由式（２５） 可以得到 ψ ｉ 的辛共轭本征向量为

　 　 ψｎ＋ｉ ＝
ψｑ，ｎ＋ｉ

ψｐ，ｎ＋ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

ψｑ，ｉ

－ ψｐ，ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ． （２８）

共轭辛特征向量满足辛正交归一，代入式（２７）、（２８）有
　 　 （ψ ｉ） ＴＪ（ψｎ＋ｉ） ＝ － ２μ ｉｋ２（ｑψ，ｉ） ＴＭ（ｑψ，ｉ） ＝ － ２μ ｉｋ２ ＝ １． （２９）
因此，Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商的本征向量矩阵 ψｑ 与共轭辛本征向量矩阵 Ψ之间的关系为

　 　 Ｑα ＝ Ｑβ ＝ ψｑΛ１， Ｐα ＝ － Ｐβ ＝ ＭψｑΛ２， （３０）
其中

　 　 Λ１ ＝ ｄｉａｇ
１

－ ２ｊω ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Λ２ ＝ ｄｉａｇ

ｊω ｉ

－ ２ｊω ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ． （３１）

共轭辛本征向量矩阵应该满足辛共轭正交归一性．下面予以检验：

　 　
Ｑα Ｑβ

Ｐα Ｐβ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｔ ０ Ｉ
－ Ｉ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｑα Ｑβ

Ｐα Ｐβ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ＱＴ
αＰα － ＰＴ

αＱα ＱＴ
αＰβ － ＰＴ

αＱβ

ＱＴ
βＰα － ＰＴ

βＱα ＱＴ
βＰβ － ＰＴ

βＱβ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ． （３２）
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将式（３０）、（３１）代入上式：
　 　 ＱＴ

αＰα － ＰＴ
αＱα ＝ Λ１ψＴ

ｑＭψｑΛ２ － Λ２ψＴ
ｑＭψｑΛ１ ＝ Λ１Λ２ － Λ２Λ１ ＝ ０， （３３）

　 　 ＱＴ
αＰβ － ＰＴ

αＱβ ＝ － Λ１ψＴ
ｑＭψｑΛ２ － Λ２ψＴ

ｑＭψｑΛ１ ＝
　 　 　 　 － Λ１Λ２ － Λ２Λ１ ＝ － ２Λ１Λ２ ＝ Ｉ， （３４）
　 　 ＱＴ

βＰα － ＰＴ
βＱα ＝ － （ＱＴ

αＰβ － ＰＴ
αＱβ） Ｔ ＝ － Ｉ， （３５）

　 　 ＱＴ
βＰβ － ＰＴ

βＱβ ＝ － Λ１ψＴ
ｑＭψｑΛ２ ＋ Λ２ψＴ

ｑＭψｑΛ１ ＝ － Λ１Λ２ ＋ Λ２Λ１ ＝ ０． （３６）
故得到验证．
２．３　 阻尼（陀螺）系统辛求解

基于陀螺系统的辛本征向量展开，可以计算阻尼陀螺系统的动力响应．非陀螺阻尼系统作

为阻尼陀螺系统的特例，可以利用 ２．２ 小节得到的辛本征向量作为展开基底，进行辛求解．为
了应用展开定理，首先将式（１）改写为

　 　 Ｍｑ ＋ Ｇｑ ＋ Ｋｑ ＝ ｆ（ ｔ） － Ｃｑ ． （３７）
此时式（１３）变为

　 　 ｖ ＝ Ｈｖ ＋
０
ｆｃ{ } ， （３８）

其中， ｖ与Ｈ已经在式（１４） 中给出定义， 且 ｆｃ ＝ ｆ（ ｔ） － Ｃｑ ．因此， 式（２３）在这种情形下应该改

写为

　 　 ｖａ ＝ Ｄｐｖａ － ＪΨＴＪ
０

ｆ（ ｔ） － Ｃ（Ａｑ ＋ Ｄｐ）{ } ． （３９）

将式（２２）代入式（３９）得到

　 　
ａ（ ｔ）
ｂ（ ｔ）{ } ＝ （Ｄｐ ＋ Ｃ

⌒
）

ａ（ ｔ）
ｂ（ ｔ）{ } － ＪΨＴＪ

０
ｆ（ ｔ）{ } ， （４０）

其中

　 　 Ｃ
⌒ ＝ ＪΨＴＪ

０ ０
Ｃ（ＡＱα ＋ ＤＰα） Ｃ（ＡＱβ ＋ ＤＰβ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （４１）

将式（４０）与（２３）对比可以看到阻尼的出现使得微分方程的系数矩阵多出了 Ｃ
⌒

部分．下面可以

进一步看到，即使阻尼是比例阻尼或者 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 阻尼， Ｃ
⌒

也不是对角矩阵，由此使得式（４０）并
不完全解耦进而不能直接求得解析解．而注意到式（４０）具有一阶微分方程组的标准形式，可以

应用精细积分法求解［８］ ．
以上的推导是针对一般的陀螺阻尼系统的，因此也适用于非陀螺的阻尼系统．对于非陀螺

阻尼系统 Ｇ ＝ ０，有 Ｄ ＝ Ｍ －１，Ｂ ＝ Ｋ，Ａ ＝ ０ 且式（３０）成立．将式（３０）与（２１）代入式（４１）得到

　 　 Ｃ
⌒ ＝

Λ１ψＴ
ｑＣψｑΛ２ － Λ１ψＴ

ｑＣψｑΛ２

－ Λ１ψＴ
ｑＣψｑΛ２ Λ１ψＴ

ｑＣψｑΛ２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
． （４２）

由此可以看到，当阻尼为比例阻尼或者 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 阻尼时，虽然 Ｃ
⌒

为分块对角矩阵，但是矩阵整

体却不是对角的．
对于非陀螺保守系统，２．２ 小节指出辛本征值问题与 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商本征值问题之间存在关

系．非陀螺阻尼系统振动响应的求解是基于非陀螺保守系统的本征向量．由此可以推测，对于

非陀螺阻尼系统，基于 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商本征向量的展开定理与基于辛本征向量的展开定理之间也
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应该存在某种联系．基于 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商本征向量的展开定理，有式（６）成立．而基于辛本征向量展

开定理，有式（２２）成立．将式（３０）代入式（２２）可以得到

　 　 ｑ ＝ ψｑΛ１（ａ ＋ ｂ） ． （４３）
对比式（６）与（４３）可以发现 Λ１（ａ ＋ ｂ） 就是状态空间辛矩阵表达的位移 ｃ，也体现了单纯位移

法积分与状态空间积分的差别．接下来进一步通过动力学方程的等价性来说明 ｃ ＝ Λ１（ａ ＋ ｂ） ．
首先注意到方程（３８）等价于

　 　 ｑ ＝ Ａｑ ＋ Ｄｐ ＝ Ｍ －１ｐ， （４４）
　 　 ｐ ＝ － Ｂｑ － ＡＴｐ ＋ ｆｃ ＝ － Ｋｑ ＋ ｆ（ ｔ） － ＣＭ －１ｐ ． （４５）

将式（２２）代入式（４４），得
　 　 Ｑαａ ＋ Ｑβｂ ＝ Ｍ －１（Ｐαａ ＋ Ｐβｂ） ． （４６）

将式（３０）代入上式得

　 　 Λ１（ａ ＋ ｂ） ＝ Λ２（ａ － ｂ） ． （４７）
类似地，将式（２２）代入式（４５）并利用式（３０）有

　 　 ＭψｑΛ２（ａ － ｂ） ＝ － ＫψｑΛ１（ａ ＋ ｂ） ＋ ｆ（ ｔ） － ＣψｑΛ２（ａ － ｂ） ． （４８）
将式（４７）连同其微分 Λ１（ａ ＋ ｂ） ＝ Λ２（ａ － ｂ） 代入式（４８），得到

　 　 ＭψｑΛ１（ａ ＋ ｂ） ＋ ＣψｑΛ１（ａ ＋ ｂ） ＋ ＫψｑΛ１（ａ ＋ ｂ） ＝ ｆ（ ｔ） ． （４９）
对上式左乘 ψＴ

ｑ 并利用正交关系式（４），有
　 　 Λ１（ａ ＋ ｂ） ＋ ψＴ

ｑＣψｑΛ１（ａ ＋ ｂ） ＋ ΛΛ１（ａ ＋ ｂ） ＝ ψＴ
ｑ ｆ（ ｔ） ． （５０）

对于 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商展开定理，有式（７）成立．对比式（７）和（５０）可以看到，确实有 ｃ ＝ Λ１（ａ ＋ ｂ） ．

３　 算 例 分 析

３．１　 非陀螺阻尼系统

考虑如图 １ 所示的 ７ 自由度的非陀螺阻尼系统［９］：

图 １　 ７ 自由度非陀螺阻尼系统

Ｆｉｇ． １　 Ａ ７⁃ＤＯＦ ｄａｍｐｅｄ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈｏｕｔ ｇｙｒｏｓｃｏｐｉｃ ｅｆｆｅｃｔ

该系统的质量阵、阻尼阵与刚度阵分别为

　 　 Ｍ ＝ ｄｉａｇ（１５３，１７０，１７０，１７０，１７０，１７０，１８３）， （５１）
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　 　 Ｃ ＝

３ ５１０ － ５ ７８０ １ ８３０ ４２５ １２１ ２９．６ ８．７４
－ ５ ７８０ １３ ５００ － ８ ９５０ １ ０９０ ２１５ ６９．４ １６．５
１ ８３０ － ８ ９５０ １４ ５００ － ８ ７４０ １ １６０ ２３１ ７８．５
４２５ １ ０９０ － ８ ７４０ １４ ６００ － ８ ７２０ １ １７０ ２５１
１２１ ２１５ １ １６０ － ８ ７２０ １４ ６００ － ８ ７１０ １ ２３０
２９．６ ６９．４ ２３１ １ １７０ － ８ ７１０ １４ ６００ － ８ ４３０
８．７４ １６．５ ７８．５ ２５１ １ ２３０ － ８ ４３０ １３ ９００

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

， （５２）

　 　 Ｋ ＝ １０４·

２０４ － ３５０ １１１ ２５．７ ７．３０ １．７９ ０．５２９
－ ３５０ ８０８ － ５４２ ６６．２ １３ ４．２０ １
１１１ － ５４２ ８７０ － ５２９ ７０．３ １４ ４．７５
２５．７ ６６．２ － ５２９ ８７４ － ５２８ ７０．７ １５．２
７．３０ １３ ７０．３ － ５２８ ８７５ － ５２７ ７４．６
１．７９ ４．２０ １４ ７０．７ － ５２７ ８７６ － ５１０
０．５２９ １ ４．７５ １５．２ ７４．６ － ５１０ ８３３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

． （５３）

此外，激励向量以及初始条件如下：
　 　 ｆ（ ｔ） ＝ ［１５３　 １７０　 １７０　 １７０　 １７０　 １７０　 １８３］ Ｔ ｆ（ ｔ）； ｑ（０） ＝ ０， ｑ（０） ＝ ０， （５４）

其中

　 　 ｆ（ ｔ） ＝
ｓｉｎ（πｔ）， ０ ≤ ｔ ≤ １．０，
０， ｔ ≥ １．０ ．{ （５５）

基于 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商，求得忽略阻尼后该系统的固有频率在表 １ 中列出．相应的本征向量矩阵

如下：
　 　 ψｑ ＝

　 　 　 　

－ ０．０４９ ９ － ０．０４０ ８ － ０．０３２ ６ ０．０２６ １ － ０．０２０ ０ － ０．０１３ ７ － ０．００７ ０
－ ０．０４１ ２ － ０．０１０ ８ ０．０１１ ４ － ０．０２８ ６ ０．０３７ ５ ０．０３５ ４ ０．０２１ ４
－ ０．０３２ ４ ０．０１６ ４ ０．０３５ ５ － ０．０２６ １ － ０．００６ ９ － ０．０３６ ９ － ０．０３４ ８
－ ０．０２３ ７ ０．０３４ ５ ０．０２２ １ ０．０２３ ６ － ０．０３６ ９ ０．００９ ６ ０．０４０ ４
－ ０．０１５ ５ ０．０３９ ４ － ０．０１４ ６ ０．０３４ ８ ０．０２４ ４ ０．０２４ ２ － ０．０３８ ６
－ ０．００８ ４ ０．０３１ ４ － ０．０４０ ５ － ０．０１２ ８ ０．０２３ ７ － ０．０４０ ２ ０．０２９ ０
－ ０．００３ １ ０．０１５ ９ － ０．０３３ ４ － ０．０４１ ４ － ０．０３７ ９ ０．０２７ ３ － ０．０１４ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

． （５６）

表 １　 ７ 自由度非陀螺保守系统各阶固有频率

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ７⁃ＤＯＦ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈｏｕｔ ｇｙｒｏｓｃｏｐｉｃ ｅｆｆｅｃｔ

ｋ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７

ω２ １１９．４９３ ７ ２ ３４７．６２５ ４ １２ ６７９．８８４ ０ ３３ １９２．５１９ ７ ６１ １６９．９５５ ５ ９０ １６３．４１３ ８ １１２ ２９７．２１３ ９

　 　 根据 ２．２ 小节建立的关系，可得该非陀螺保守系统的辛本征向量矩阵：
　 　 Ｑα ＝ Ｑβ ＝

　 　 　 　

－ ０．００７ ６ － ０．００７ ６ｉ － ０．００２ ９ － ０．００２ ９ｉ － ０．００１ ５ － ０．００１ ５ｉ ０．００１ ０ ＋ ０．００１ ０ｉ
－ ０．００６ ２ － ０．００６ ２ｉ － ０．０００ ８ － ０．０００ ８ｉ ０．０００ ５ ＋ ０．０００ ５ｉ － ０．００１ １ － ０．００１ １ｉ
－ ０．００４ ９ － ０．００４ ９ｉ ０．００１ ２ ＋ ０．００１ ２ｉ ０．００１ ７ ＋ ０．００１ ７ｉ － ０．００１ ０ － ０．００１ ０ｉ
－ ０．００３ ６ － ０．００３ ６ｉ ０．００２ ５ ＋ ０．００２ ５ｉ ０．００１ ０ ＋ ０．００１ ０ｉ ０．０００ ９ ＋ ０．０００ ９ｉ
－ ０．００２ ４ － ０．００２ ４ｉ ０．００２ ８ ＋ ０．００２ ８ｉ － ０．０００ ７ － ０．０００ ７ｉ ０．００１ ３ ＋ ０．００１ ３ｉ
－ ０．００１ ３ － ０．００１ ３ｉ ０．００２ ３ ＋ ０．００２ ３ｉ － ０．００１ ９ － ０．００１ ９ｉ － ０．０００ ５ － ０．０００ ５ｉ
－ ０．０００ ５ － ０．０００ ５ｉ ０．００１ １ ＋ ０．００１ １ｉ － ０．００１ ６ － ０．００１ ６ｉ － ０．００１ ５ － ０．００１ ５ｉ

é

ë

ê
ê
ê
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ê
ê
ê
êê
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－ ０．０００ ６ － ０．０００ ６ｉ － ０．０００ ４ － ０．０００ ４ｉ － ０．０００ ２ － ０．０００ ２ｉ
０．００１ ２ ＋ ０．００１ ２ｉ ０．００１ ０ ＋ ０．００１ ０ｉ ０．０００ ６ ＋ ０．０００ ６ｉ

－ ０．０００ ２ － ０．０００ ２ｉ － ０．００１ １ － ０．００１ １ｉ － ０．０００ ９ － ０．０００ ９ｉ
－ ０．００１ ２ － ０．００１ ２ｉ ０．０００ ３ ＋ ０．０００ ３ｉ ０．００１ １ ＋ ０．００１ １ｉ

０．０００ ８ ＋ ０．０００ ８ｉ ０．０００ ７ ＋ ０．０００ ７ｉ － ０．００１ １ － ０．００１ １ｉ
０．０００ ８ ＋ ０．０００ ８ｉ － ０．００１ ２ － ０．００１ ２ｉ ０．０００ ８ ＋ ０．０００ ８ｉ

－ ０．００１ ２ － ０．００１ ２ｉ ０．０００ ８ ＋ ０．０００ ８ｉ － ０．０００ ４ － ０．０００ ４ｉ

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

， （５７）

　 　 Ｐα ＝ － Ｐβ ＝

　 　 　 　

１２．６２８ ４ － １２．６２８ ４ｉ ２１．７１５ ３ － ２１．７１５ ３ｉ
１１．５８９ ７ － １１．５８９ ７ｉ ６．４１８ ０ － ６．４１８ ０ｉ

９．１１３ ０ － ９．１１３ ０ｉ － ９．６９８ ２ ＋ ９．６９８ ２ｉ
６．６７３ ０ － ６．６７３ ０ｉ － ２０．４０３ ７ ＋ ２０．４０３ ７ｉ
４．３６７ ９ － ４．３６７ ９ｉ － ２３．２９７ ７ ＋ ２３．２９７ ７ｉ
２．３６８ ０ － ２．３６８ ０ｉ － １８．６０５ ０ ＋ １８．６０５ ０ｉ
０．９３０ ４ － ０．９３０ ４ｉ － １０．１０１ ３ ＋ １０．１０１ ３ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

　 　 　 　 　 　

２６．４７４ ５ － ２６．４７４ ５ｉ － ２６．９０６ ４ ＋ ２６．９０６ ４ｉ
－ １０．２６０ ９ ＋ １０．２６０ ９ｉ ３２．７９５ ５ － ３２．７９５ ５ｉ
－ ３１．９８９ ８ ＋ ３１．９８９ ８ｉ ２９．９９５ １ － ２９．９９５ １ｉ
－ １９．９０９ １ ＋ １９．９０９ １ｉ － ２７．０３０ ８ ＋ ２７．０３０ ８ｉ

１３．１２５ ０ － １３．１２５ ０ｉ － ３９．９２３ ０ ＋ ３９．９２３ ０ｉ
３６．５１９ ７ － ３６．５１９ ７ｉ １４．６５６ ４ － １４．６５６ ４ｉ
３２．４１３ １ － ３２．４１３ １ｉ ５１．０８２ ３ － ５１．０８２ ３ｉ

　 　 　 　 　 　

２４．０９６ ９ － ２４．０９６ ９ｉ １８．１６６ ９ － １８．１６６ ９ｉ ９．７５３ ０ － ９．７５３ ０ｉ
－ ５０．１８８ ６ ＋ ５０．１８８ ６ｉ － ５２．０７７ ０ ＋ ５２．０７７ ０ｉ － ３３．２９１ １ ＋ ３３．２９１ １ｉ

９．２７６ ６ － ９．２７６ ６ｉ ５４．４０９ ３ － ５４．４０９ ３ｉ ５４．０８３ １ － ５４．０８３ １ｉ
４９．３４７ １ － ４９．３４７ １ｉ － １４．１１１ ８ ＋ １４．１１１ ８ｉ － ６２．８６９ １ ＋ ６２．８６９ １ｉ

－ ３２．５７６ ２ ＋ ３２．５７６ ２ｉ － ３５．６７９ ３ ＋ ３５．６７９ ３ｉ ６０．００２ ８ － ６０．００２ ８ｉ
－ ３１．７１１ １ ＋ ３１．７１１ １ｉ ５９．２３０ ２ － ５９．２３０ ２ｉ － ４５．１０３ ７ ＋ ４５．１０３ ７ｉ

５４．５００ ３ － ５４．５００ ３ｉ － ４３．３０５ １ ＋ ４３．３０５ １ｉ ２３．５６６ ０ － ２３．５６６ ０ｉ

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

． （５８）

将由式（５７）、（５８）组成的辛本征矩阵代入 ‖ＨΨ － ΨＤｐ‖∞ ＝ ２．４１７ ４Ｅ － １０， 故关系式

（３０）得到验证．
表 ２　 ７ 自由度体系在动力荷载作用下的顶层位移反应

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｒｏｏｆ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ａ ７⁃ＤＯＦ ｄａｍｐｅｄ ｓｙｓｔｅｍ

ｔ ０．２ ０．４ ０．６ ０．８ １．０ ｍａｘｉｍｕｍ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ

ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ［９］ ０．００４ ２６９ ０．０１４ ８５９ ０．０１１ ９２５ ０．００６ １３３ ０．００２ ５７１ －

ＰＩＭ （Δｔ ＝ ０．２） ０．００４ ２６９ ０．０１４ ８５８ ０．０１１ ９２５ ０．００６ １３４ ０．００２ ５７１ ０．０１６％

　 　 在得到忽略阻尼系统的本征解后，可以基于展开定理计算该阻尼系统的响应．可以验证

ψＴ
ｑＣψｑ 并不是对角矩阵．因此，基于 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商本征矩阵 ψｑ 展开得到的式（７）并不完全解耦．

基于辛本征向量矩阵 Ψ展开求解该阻尼系统的响应，归结为求解式（４０）．利用精细积分法求

解式（４０）即可得到系统的响应．注意到激励具有简谐特征，采用文献［１０］中推导的精细积分

格式求解．表 ２ 中列出了精细积分步长为 ０．２ 时辛本征向量展开解与精确解．当积分步长为 ０．２
时，最大相对误差仅为 ０．０１６％．因此，基于辛本征向量展开求解非陀螺阻尼系统的响应是可行
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的，而且同样具有很高的精度．
３．２　 陀螺阻尼系统 １

图 ２　 阻尼陀螺系统

Ｆｉｇ． ２　 Ａ ｄａｍｐｅｄ ｇｙｒｏｓｃｏｐｉｃ ｓｙｓｔｅｍ

考虑图 ２ 所示的 ２ 自由度阻尼陀螺系统［１１］ ．系统的质量阵、陀螺阵、阻尼阵与刚度阵分别

如下：

　 　

Ｍ ＝
ｍ ０
０ ｍ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， Ｇ ＝

０ － ２ｍΩ
２ｍΩ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｃ ＝
ｃ ０
０ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， Ｋ ＝

ｋ１ － ｍΩ２ ０

０ ｋ２ － ｍΩ２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（５９）

其中

　 　 ｍ ＝ １ ｋｇ， Ω ＝ １ ｒａｄ ／ ｓ， ｃ ＝ ０．１ ｋｇ ／ ｓ， ｋ１ ＝ ３ ｋｇ ／ ｓ２， ｋ２ ＝ ５ ｋｇ ／ ｓ２ ．
该系统的初始条件取为 ｑ（０） ＝ ０， ｑ（０） ＝ ０．关于激励， 假定在 ｘ 方向输入 Ｅｌ Ｃｅｎｔｒｏ 地震

波．为了验证辛本征向量展开解的有效性，把对式（１）进行直接时程积分结果作为参考解．关于

式（１）的时程积分，可以采用中心差分、Ｎｅｗｍａｒｋ 方法等．为了便于比较，统一采用精细积分法

进行时程积分．为此，将式（１）写成标准形式．引入 ｙ１ ＝ ｑ，ｙ２ ＝ ｑ， 则式（１）可以改写为

　 　
ｙ１

ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

０ Ｉ
－ Ｍ －１Ｋ － Ｍ －１（Ｃ ＋ Ｇ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｙ１

ｙ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋

０
Ｍ －１ｆ（ ｔ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （６０）

因此，对于本问题，将用精细积分法［８］分别求解式（４０）、式（６０），并对计算结果进行比较．
为了利用辛本征向量展开定理，需要首先计算忽略阻尼的陀螺系统的辛本征值问题．辛本

征值问题解如下：
　 　 Ｄｐ ＝ ｄｉａｇ（０．９３６ ４ｉ ３．０２０ ４ｉ － ０．９３６ ４ｉ － ３．０２０ ４ｉ）， （６１）
　 　 Ψ ＝

　 　 　 　

０．３１８ ０ ＋ ０．３１８ ０ｉ － ０．２２６ ８ － ０．２２６ ８ｉ
０．１９０ ７ － ０．１９０ ７ｉ ０．２６７ ４ － ０．２６７ ４ｉ

－ ０．４８８ ４ ＋ ０．４８８ ４ｉ ０．４１７ ５ － ０．４１７ ５ｉ
０．４９６ ５ ＋ ０．４９６ ５ｉ ０．５８０ ９ ＋ ０．５８０ ９ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
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０．３１８ ０ ＋ ０．３１８ ０ｉ － ０．２２６ ８ － ０．２２６ ８ｉ
－ ０．１９０ ７ ＋ ０．１９０ ７ｉ － ０．２６７ ４ ＋ ０．２６７ ４ｉ

０．４８８ ４ － ０．４８８ ４ｉ － ０．４１７ ５ ＋ ０．４１７ ５ｉ
０．４９６ ５ ＋ ０．４９６ ５ｉ ０．５８０ ９ ＋ ０．５８０ ９ｉ

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

， （６２）

从式（６２）可以看到辛共轭关系 μ ｎ＋ｋ ＝ － μ ｋ； ψｎ＋ｋ ＝ ψ Ｉ，ｋ ＋ ｉψＲ，ｋ 成立［６］ ．
地震波采样时间步长为 ０．０２ ｓ，故精细积分法步长也选取为 ０．０２ ｓ ．图 ３ 给出了该陀螺系

统的位移响应．可以看到，基于辛本征向量展开法得到的结果与直接时程积分法得到的结果是

相吻合的．

图 ３　 两自由度阻尼陀螺系统位移响应

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ２⁃ＤＯＦ ｄａｍｐｅｄ ｇｙｒｏｓｃｏｐｉｃ ｓｙｓｔｅｍ

３．３　 陀螺转子系统 ２
在本小节与 ３．４ 小节给出的算例中，考虑转子系统动力学问题．转子系统动力学由于在旋

转机械中的广泛应用引起了许多的关注．其建模方法在文献［４，１２］中有详细介绍，这里不再赘

述．特别指出，在本文采用的转子动力学模型中，对于轴采用 Ｅｕｌｅｒ 梁模型且不计及轴的惯性效

应（假定轴的惯性相比转盘的惯性可以忽略不计）．需要指明的是对于短粗轴段，应该采用

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型来实现对剪切变形的考虑．

图 ４　 ６ 圆盘转子系统

Ｆｉｇ． ４　 Ａ ｒｏｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ６ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｄｉｓｋｓ

０１ 李　 明　 武　 　 　 赵　 　 岩　 　 　 钟　 万　 勰



考虑以 Ω ＝ １００ ｒａｄ ／ ｓ 旋转的 ６ 转子系统，圆盘从左到右的编号为①～⑥，如图 ４ 所示．材
料参数 Ｅ ＝ ２０ × １０１０ Ｎ ／ ｍ２ ．各轴段长度、盘的质量、盘的转动惯量具体数值如表 ３ 所示．轴截面

为圆截面，其二次轴距为 Ｉｄ ＝ ３．９７６ × １０ －８ ｍ４ ．两个支撑分别位于 ② 号盘与 ④ 号盘轴心上，其
刚度分别为 Ｋ１ ＝ ３．９２ × １０６ Ｎ ／ ｍ 和 Ｋ２ ＝ ４．９０ × １０６ Ｎ ／ ｍ ．

表 ３　 图 ４ 系统主要特性参数

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｍａｉｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｓｈｏｗｎ ｉｎ ｆｉｇ． ４

ｉ １ ２ ３ ４ ５ ６
ｌｉ ／ ｍ ０．１ ０．０５ ０．０５ ０．１ ０．１ －

ｍｉ ／ ｋｇ ２０ ５ １０ ５ ２０ ５

ＪＤｉ ／ （ｋｇ·ｍ２） ０．０７２ ０．０１８ ０．０３６ ０．０１８ ０．０７２ ０．０１８

Ｊｐｉ ／ （ｋｇ·ｍ２） ０．１４４ ０．０３６ ０．０７２ ０．０３６ ０．１４４ ０．０３６

　 　 对于本算例，在绝对坐标下建模，考虑转盘的偏心所引起的简谐激励．考虑①，③，⑥号盘

偏心且偏心量取为： ｅ１ ＝ ０．０１ ｍ，ｅ３ ＝ ０．０２ ｍ，ｅ６ ＝ ０．００５ ｍ ．若将贴体坐标系的 ｘ 轴取为转盘轴

心到其质心的向量，则偏心引起的简谐激励的初始相位为 ０［４］ ．对于阻尼矩阵，取 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 阻尼

Ｃ ＝ ０．０２Ｋ ．用辛本征向量展开法与直接积分法求解．①号转盘的响应见图 ５、图 ６．从图 ５ 和图 ６
可以看到，基于辛本征向量展开得到的结果与直接时程积分法的结果是一致的．此外，可以看

到由于阻尼的引入，自由振动的分量迅速衰减，响应只剩下强迫振动分量．一段时间后系统的

谐波响应就对应了强迫振动．

图 ５　 简谐激励下①号转盘轴心的位置坐标响应

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ａｔ ｔｈｅ ｒｏｔａｔｉｏｎ ｃｅｎｔｅｒ ｏｆ Ｎｏ．①

ｄｉｓｋ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

３．４　 陀螺转子系统 ３
考虑如图 ７ 所示的 ６ 转子系统，系统的旋转角速度为 Ω ＝ ８００ ｒａｄ ／ ｓ，盘从左到右的编号为

①～⑥．材料参数 Ｅ ＝ ２０ × １０１０ Ｎ ／ ｍ２ ．对于本算例讨论的转子系统，①，③，④，⑤，⑥号盘为圆盘

１１基于辛本征空间的线性阻尼振动系统动力学分析



而②号盘为长方形盘．对于②号盘，假设盘的惯性主轴与轴截面主刚度方向重合．转轴截面为

长方形，高为 ０．０５ ｍ，宽为 ０．０４ ｍ ．各轴段长度、盘的质量、盘的转动惯量具体数值如表 ４ 所示．
两个支撑分别位于最左端与最右端转盘轴心，其刚度分别为 Ｋ１ ＝ ３．９２ × １０６ Ｎ ／ ｍ 和 Ｋ２ ＝ ４．９０
× １０６ Ｎ ／ ｍ ．

图 ６　 简谐激励下①号转盘转角响应

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｒｏｔａｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ Ｎｏ．① ｄｉｓｋ ｉｎ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

表 ４　 图 ７ 系统主要特性参数

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ ｍａｉｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ｓｈｏｗｎ ｉｎ ｆｉｇ． ７

ｉ １ ２ ３ ４ ５ ６
ｌｉ ／ ｍ ０．１ ０．１６ ０．１２ ０．１２ ０．１ －

ｍｉ ／ ｋｇ ０．５ ２．５ ２．０ １．０ ２．０ １．０

Ｊｘｉ ／ （ｋｇ·ｍ２） ２．０×１０－４ １．０５×１０－３ ２．９５×１０－３ １．６５×１０－３ ２．９５×１０－３ ４．５６×１０－５

Ｊｙｉ ／ （ｋｇ·ｍ２） ２．０×１０－４ ３．９５×１０－３ ２．９５×１０－３ １．６５×１０－３ ２．９５×１０－３ ４．５６×１０－５

Ｊｐｉ ／ （ｋｇ·ｍ２） ３．８×１０－４ ５．０×１０－３ ５９×１０－３ ３０×１０－３ ５９×１０－３ ９．０×１０－５

图 ７　 转轴横截面为长方形的 ６ 盘转子系统

Ｆｉｇ． ７　 Ａ ｒｏｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ６ ｄｉｓｋｓ ａｎｄ ａ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ⁃ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ ａｘｌｅ

　 　 对于本算例，在旋转坐标下建模，考虑支撑的初始扰动下系统的响应．初始扰动取为 ｘａ ＝
０．００１ ｍ，ｙａ ＝ ０．００２ ｍ，ｘｂ ＝ ０．００１ ｍ，ｙｂ ＝ ０．００２ ｍ ．关于阻尼矩阵，取 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 阻尼 Ｃ ＝ ０．０４Ｋ ．
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用辛本征向量展开法与直接积分法求解．①号转盘的响应见图 ８、图 ９．可以看到，两种计算方法

得到的结果是相互吻合的．这再一次验证了辛本征向量展开的有效性．此外，由于阻尼的作用，
自由振动会逐渐衰减掉，如图 ８、图 ９ 所示．

图 ８　 初始扰动下①号转盘轴心的位置坐标响应

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ａｔ ｔｈｅ ｒｏｔａｔｉｏｎ ｃｅｎｔｅｒ ｏｆ Ｎｏ．①

ｄｉｓｋ ｉｎ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｉｎｉｔｉａｌ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ

图 ９　 初始扰动下①号转盘转角响应

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｒｏｔａｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ Ｎｏ．① ｄｉｓｋ

ｉｎ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｉｎｉｔｉａｌ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ

４　 结　 　 论

本文建立了一般线性振动系统的辛求解方法．探讨了无阻尼系统 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商本征值问题

与辛本征值问题之间的关系．基于陀螺系统的辛本征向量展开，求解了阻尼陀螺系统动态响

应．数值算例验证了无阻尼系统两种本征值问题的关系与辛本征向量展开法的有效性．

３１基于辛本征空间的线性阻尼振动系统动力学分析
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ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ｓｈｏｗｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘａｍｐｌｅｓ ｏｆ ｄａｍｐｅｄ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ａｎｄ ｗｉｔｈｏｕｔ
ｇｙｒｏｓｃｏｐｉｃ ｅｆｆｅｃｔ ｓｉｍｕｌａｔｅｄ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｄａｍｐｅｄ ｓｙｓｔｅｍ； ｇｙｒｏｓｃｏｐｉｃ ｔｅｒｍ； Ｒａｙｌｅｉｇｈ ｑｕｏｔｉｅｎｔ； ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ
Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （ Ｇｅｎｅｒａｌ Ｐｒｏｇｒａｍ）

（１１４７２０６７）； Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｂａｓｉｃ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｐｒｏｇｒａｍ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（９７３ Ｐｒｏｇｒａｍ）
（２０１４ＣＢ０４６８０３）

５１基于辛本征空间的线性阻尼振动系统动力学分析


