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摘要：　 根据 Ｂｉｏｔ 饱和孔隙介质动力方程，结合快、慢纵波解耦法得到时域 Ｇｒｅｅｎ 函数 Ｕ⁃Ｐ 表达以

及 Ｓｏｍｉｇｌｉａｎａ 表象积分，采用 ＢＥＭ 分析了集中力作用下饱和孔隙介质时域动力响应．详细论述了

孔隙介质时域边界积分方程的离散化方法与形式，它的 Ｓｔｏｋｅｓ 状态解答和借用已有技术成果对计

算奇异性的处理．在无量纲材料参数的数值分析计算中，以图表形式给出结果．由于孔隙介质的时

域 ＢＥＭ 计算在相关文献中较为罕见，因此文中结果会对两相饱和介质动力响应特性等相关研究

提供一些新的途径．
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引　 　 言

孔隙介质，即饱和两相孔隙介质的简称．孔隙介质动力学在地震工程、地球物理以及土动

力学中都有十分重要的用途．饱和孔隙理论由 Ｂｉｏｔ 在 １９４１ 年［１］ 为解决土固结问题产生．根据

饱和土特性，Ｂｉｏｔ 提出具有耦合扩散变形，又充满自由流动流体的两相孔隙介质模型．据此

Ｆｒｅｎｋｅｌ 首先开展了弹性孔隙介质动力响应分析［２］，之后 Ｂｉｏｔ 等做了深入发展［３⁃６］ ．上世纪 ８０
年代，Ｂｏｗｅｎ 用混合物理论证明 Ｂｉｏｔ 动力方程正确［７⁃８］ ．Ｂｉｏｔ 预见的两类耦合纵波，也差不多在

同时期被实验证实［９⁃１１］ ．
随着计算机技术不断完善，今天复杂工程技术问题的数值方法蓬勃发展，ＦＥＭ（有限元

法）已在许多领域有了广泛的应用．然而，对于孔隙介质模拟的无限或半无限域（如饱和土场

地）相关问题，由于难以精确模拟介质中固、流相间的相互作用，同时也由于无穷远处辐射存

在，ＦＥＭ 受到限制．与此不同的是：ＢＥＭ（边界元法）只需在问题域边界积分，对域内架构要求

低，辐射处理也仅需添加无穷远处 （ ｒ → ∞） 条件即可，而且伴有降维优势，因此 ＢＥＭ 在孔隙

问题动力响应分析中正日益受到重视．当然在 ＢＥＭ 实际计算中，合适的 Ｇｒｅｅｎ 函数，流相位移

的化解，积分奇异性处理等问题的解决也是非常关键的环节．
在 Ｂｉｏｔ 提出孔隙动力方程大约十年后的上世纪 ７０ 年代，Ｂｕｒｒｉｄｇｅ 和 Ｖａｒｇａｓ［１２］首先尝试导

出在三维点力作用下的 Ｂｉｏｔ 方程固相 Ｇｒｅｅｎ 函数 （位移基本解）．他们给出了 ３Ｄ ６ 变量的、各
ｕｉ⁃ｗ ｉ 表达，这里 ｕｉ 是固相位移， ｗ ｉ 是流相相对固相的位移．此后所得基本都是各状态形式的
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ｕｉ⁃ｗ ｉ 表达［１３⁃２４］ ．事实上，Ｂｉｏｔ 是在无限域中讨论动力方程，未涉及边值问题．如涉及边值计算，
是很难找到求解 ｕｉ⁃ｗ ｉ 问题所需要的 ６ 个边界条件．因为在 ３Ｄ 空间中若确定 ３ 个固相位移或

面力的边界条件后，流相的孔压、流量以及流相相对固相位移等相应的物理量值就不再随意定

义．不然会导致与 Ｄａｒｃｙ 定理（Ｂｉｏｔ 方程的基本前提）矛盾［２５⁃２７］ ．Ｂｏｎｎｅｔ［２５］ 和 Ｃｈｅｎｇ 等［２６⁃２７］ 都证

明了这一点：由于变量关联，在 Ｇｒｅｅｎ 函数中 ６ 变量 ｕｉ⁃ｗ ｉ 表达多余，系统只需要 ４ 变量 ｕｉ⁃ｐ 表

达的 Ｇｒｅｅｎ 函数，其中 ｐ 是孔隙压力．
还应明确的是，经典动力学已将集中力作用 ３Ｄ 无限空间，频域具有 ｅｉＫｒ ／ ｒ（ ｒ 是距离，ｋ 是

波数，ｉ 是虚数单位）形式的位移与应力解答归纳为 Ｓｔｏｋｅｓ 状态［２８］ ．对于 Ｓｔｏｋｅｓ 状态，系统的第

一（Ｓｏｍｉｇｌｉａｎａ），第二（Ｖｏｌｔｅｒｒａ） 或混合（Ｃｕｒｔｉｎ，１９６４）边值问题都完成了严格的证明．研究结果

也表明 Ｓｔｏｋｅｓ 解答可视为力作用下的弹性空间泛函，它是场方程与初始决定的极值，能由此建

立线弹性动力学最普遍的变分和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 连续统理论，它们在经典弹性动力学中也具有丰富

的成果．如频、时域互换的 Ｓｔｏｋｅｓ 等式，ＢＥＭ 配点位移与应力的弱、强奇异 （１ ／ ｒ，１ ／ ｒ２） 处理．如
若孔隙动力学基本解答以对应的 Ｓｔｏｋｅｓ 状态表达，参照已有成果就能方便地解决孔隙动力学

的 ＢＥＭ 计算．
在孔隙动力学 ＢＥＭ 计算上，Ｃｈｅｎｇ 等［２９］对频域的边值积分有过许多贡献；在处理奇异性

问题中 Ｍａｎｏｌｉｓ，Ｂａｎｅｒｊｅｅ，Ｄｏｍｉｎｇｕｅｚ，姚振汉等［３０⁃３５］ 都有较好的成果；Ｃｈｅｎ 对时域孔隙动力学

Ｇｒｅｅｎ 函数也做过重要的研究［３６⁃３７］ ．但本文描述的是作者以解耦的独立快、慢纵波解答，结合横

波结果及 Ｄａｒｃｙ 定理和 Ｂｅｔｔｉ 公式，通过 Ｓｔｏｋｅｓ 状态转换得到孔隙介质 Ｇｒｅｅｎ 函数的 ｕｉ⁃ｐ 简明

表达［３８⁃３９］；它们的边值 ＢＥＭ 积分可分别计算各自独立的快、慢纵波和横波 ３ 部分贡献，并且对

给定单元仅在波影响范围不为 ０．使得奇异性处理能遵循单相介质成果完成（以奇异点为顶点

三角形映射，经 Ｊａｃｏｂｉ 行列式变换消除子单元配点位移 １ ／ ｒ型弱奇异性；由 Ｃａｕｃｈｙ 主值积分的

刚体位移法解决子单元配点应力 １ ／ ｒ２ 型强奇异性）．文章最后给出时域问题的两个计算实例，
计算结果的图像足以表明这些方法都是可行的．本文之前，由于相关 Ｇｒｅｅｎ 函数过于复杂，计
算过程中奇异性处理基本无法可循，孔隙介质时域 ＢＥＭ 计算一直未见诸文献，因而本文结果

会对孔隙介质动力响应等相关研究提供一些新的途径．

１　 孔隙介质 Ｂｉｏｔ 方程及 Ｓｏｍｉｇｌｉａｎａ 公式

孔隙介质 Ｂｉｏｔ 动力学方程可写为［５⁃６］

　 　 σｉｊ， ｊ ＋ ｇｉ ＝ ρｕｉ ＋ ρｆｗ ｉ， （１）
　 　 σｉｊ ＝ λｕｋ，ｋδｉｊ ＋ μ（ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ） － αｐδｉｊ， （２）

式中 λ，μ 是 Ｌａｍé 系数； α，Ｍ 是 Ｂｉｏｔ 在孔隙介质研究中引入的参量； ｕｉ，ｗ ｉ 分别为固相位移和

流相相对固相位移（ ｉ ＝ １，２，３），其中 ｕｉ ＝ ∂２ｕｉ ／ ∂ｔ２，ｗ ｉ ＝ ∂２ｗ ｉ ／ ∂ｔ２；ρ，ρｆ 为两相与流相介质密度；
σｉｊ 是孔隙介质的应力；ｇｉ 是 ｉ方向的体力（通常略去）；δｉｊ 是 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ⁃δ 函数．如果设 ｋｓ，ｋｆ 和 ｋｂ

分别是固相、流相及两相体积弹性模量，β０ 是孔隙度，那么还有［３９］

　 　
λｃ ＝ （ｋｓ － ｋｂ） ２ ／ （Ｄ － ｋｂ） ＋ ｋｂ － ２μ ／ ３ ＝ λ ＋ α２Ｍ， Ｍ ＝ ｋ２

ｓ ／ （Ｄ － ｋｂ），
α ＝ （ｋｓ － ｋｂ） ／ ｋｓ ＝ １ － β０， Ｄ ＝ ｋｓ［１ ＋ （ｋｓ ／ ｋｆ － １）β０］，

{ （３）

式中， λｃ，μ，α，Ｍ 可视为 ４ 个独立的弹性常数；其中 Ｄａｒｃｙ 定律还要求［３８］

　 　 ｗ ｉ ＝ － κ（ｐ，ｉ ＋ ρｆｕｉ ＋ ｍｂｗ ｉ）， （４）
这里 κ ＝ ｋ ／ η为动力渗透系数，而 η和 ｋ 分别是反映动力粘滞性和固体骨架自身渗透率的物理

参数， ｍｂ 是每单位孔隙介质体积的流体含量， ｍｂ ＝ ρｆ ／ β０ ．如不计体力可得 Ｂｉｏｔ 动力学方程

为［６，３８⁃３９］
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（λｃ ＋ μ）ｕ ｊ，ｉｊ ＋ μｕｉ， ｊｉ ＋ αＭｗ ｊ，ｉｊ ＝ ρｕｉ ＋ ρｆｗ ｉ，
αＭｕ ｊ，ｉｊ ＋ Ｍｗ ｊ，ｉｊ ＝ ρｆｕｉ ＋ γｗ ｉ，

{ （５）

方程（５）中 λｃ ＝ λ ＋ α２Ｍ，γ ＝ （ρａ ＋ β０ρｆ） ／ β２
０，ρａ 为表观密度． 当 ｕｉ，ｗ ｉ 是无散场分量时，

有［３８⁃３９］

　 　 ρｆｕｉ ＋ γｗ ｉ ＝ ０， （６）
　 　 ｗ ｉ ＝ － （ρｆ ／ γ）ｕｉ， （７）

而对于无旋场，有［３８⁃３９］

　 　
ｕｉ１ ＋ ｕｉ２ ＝ ｕｉ，
ξ１ｕｉ１ ＋ ξ２ｕｉ２ ＝ ｗ ｉ，

{ （８）

其中 ｕｉ１，ｕｉ２ 分别为快纵波和慢纵波的位移［２，５⁃６］，而解耦系数 ξｎ 为

　 　 ξｎ ＝ ［λｃ ＋ ２μ － ρ（αｎ） ２］ ／ ［ρｆ（αｎ） ２ － αＭ］　 　 （ｎ ＝ １，２）， （９）
式中 α１，α２ 分别为快纵波速与慢纵波速．孔隙介质的 Ｓｏｍｉｇｌｉａｎａ 表象积分为［４０］

　 　 ｃ（ｘ）ｕｍ（ｘ，ｔ） ＝ ∫ｔ
０

{ ∫∫
Ｓ
［（ ｔｉ（ζ，τ）Ｇ ｉｍ（ｘ ／ ζ，ｔ － τ） － σ ｉｍ（ｘ，τ）ｕｉ（ζ，ｔ － τ）） ＋

　 　 　 　 （ｐ（ζ，τ）ξ ｎＧ（ｎ） ｉｍ（ｘ ／ ζ，ｔ － τ） － Ｇ４ｉ（ｘ ／ ζ，ｔ － τ）ξ ｎｕ（ｎ） ｉ（ζ，τ））］ｄｓ －

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ
［ξ ｎｕ（ｎ） ｉ，ｉ（ζ，τ）Ｇ４ｉ（ｘ ／ ζ，ｔ － τ） －

　 　 　 　 ξ ｎＧ（ｎ） ｉｍ，ｉ（ｘ ／ ζ，ｔ － τ）ｐ（ζ，τ）］ｄｖ } ｄτ， （１０）

这里 σ ｉｊ 应在所求域边界，ｃ（ｘ） 是积分参数，它分别等于 ０（场点在积分域外），０．５（场点在积分

域边界上），１（场点在积分域内）．ｎ ＝ １，２； 而Ｇ（１） ｉｊ 和Ｇ（２） ｉｊ 分别为Ｇ ｉｊ 中的快、慢纵波分量．ｕｉ，ｉ 是

固相物质的体应变．类似地，不计体力情况下同样可得［４０］

　 　 ｃ（ｘ）ｐ（ｘ，ｔ） ＝ ∫ｔ
０

{ ∫∫∫
Ｖ
［ξ ｎｕ（ｎ） ｉ，ｉ（ζ，τ）Ｇ４４（ｘ ／ ζ，ｔ － τ）］ｄｖ ＋

　 　 　 　 ∫∫
Ｓ
［（ ｔｉ（ζ，τ）Ｇ ｉ４（ｘ ／ ζ，ｔ － τ） － σ ｉ４（ｘ，ｔ）ｕｉ（ζ，ｔ － τ）） ＋

　 　 　 　 （ｐ（ζ，τ）ξ ｎＧ（ｎ） ｉ４（ｘ ／ ζ，ｔ － τ） － Ｇ４４（ｘ ／ ζ，ｔ）ξ ｎｕ（ｎ） ｉ（ζ，ｔ － τ））］ｄｓ } ｄτ ． （１１）

应力解的形式可写为

　 　 σ ｋ
ｉｌ ＝ λ ｃＧｍｋ，ｍδ ｉｌ ＋ μ（Ｇ ｉｋ，ｌ ＋ Ｇ ｌｋ，ｉ） － αｐδ ｉｌ， （１２）

σ ｋ
ｉｌ 是 １个 ３阶张量．它表示源点 ζ 作用着 ｋ（上标） 方向的集中力，在场点 ｘ的 ｉ向面内 ｌ方向应

力，由于源点的 ３ 个作用力方向都可产生应力 σ ｉｌ， 应力表达为

　 　 σ ｉｌ（ｘ，ｔ） ＝ { λ ｃＧｍｋ，ｍ（ｘ ／ ζ，ｔ）δ ｉｌ ＋ μ［Ｇ ｉｋ，ｌ（ｘ ／ ζ，ｔ） ＋ Ｇ ｌｋ，ｉ（ｘ ／ ζ，ｔ）］ } ｌｋ － αｐδ ｉｌ， （１３）
ｌｋ 是平面法向余弦．由方程（５）通过积分变换已求得两相饱和介质在集中力作用下频域的位移

Ｇｒｅｅｎ 函数 Ｓｔｏｋｅｓ 状态解答为［３８⁃３９］

　 　 Ｇ ｉｊ（ｘ ／ ζ，ω） ＝ Ｄ０ { － λ １（ｅ
－ ｉｋα１ｒ ／ ｒ） ｊ， ｊｉ ＋

　 　 　 　 λ ２（ｅ
－ ｉｋα２ｒ ／ ｒ） ｊ， ｊｉ ＋ δ ｉｋｍδｍｌｊ（ｅ

－ ｉｋβｒ ／ ｒ） ｊ，ｌｋ } ／ （４πρω ２）， （１４）
这里 δ ｉｊｋ 为置换张量，ｉ 是虚数单位．λ ｎ ＝ （ξ ｎ ＋ ρ ｆ ／ γ） ／ （ξ １ － ξ ２），Ｄ０ ＝ １ ／ （ρ － ρ ２

ｆ ／ γ） ．ｒ 是源点

到场点的距离 ｒ２ ＝ （ｘｉ － ζ ｉ）（ｘｉ － ζ ｉ），ｒ，ｉ ＝ （ｘｉ － ζ ｉ） ／ ｒ； 由 Ｓｔｏｋｅｓ 频、时域互换恒等式，得到时

域的表达式是［３９］

　 　 Ｇ ｉｊ（ｘ ／ ζ，ｔ） ＝ １
４π

Ｄ０

ｒ，ｉｒ， ｊ

ｒ
λ １δ ｔ － ｒ

α１

æ

è
ç

ö

ø
÷ － λ ２δ ｔ － ｒ

α２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － δ ｔ － ｒ

β
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ＋{
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δ ｉｊ

ｒ
δ ｔ － ｒ

β
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ －

δ ｉｊ

ｒ３
＋ ３

ｒ，ｉｒ， ｊ

ｒ３
æ

è
ç

ö

ø
÷ α２

１λ １ ｔＨ ｔ － ｒ
α１

æ

è
ç

ö

ø
÷ －é

ë
êê

　 　 　 　 α２
２λ ２ ｔＨ ｔ － ｒ

α２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － β ２ ｔＨ ｔ － ｒ

β
æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
úú } ． （１５）

将式（１５）的 Ｇｒｅｅｎ 函数时域表达式代入式（１２），由下标置换，记 σ ｉｊ ＝ σ ｉｌ ．可得到式（１６）：

　 　 σ ｉｊ ＝
Ｄ０

４π
λ １ｄ１

ｉｊ（ ｒ）δ ｔ － ｒ
α１

æ

è
ç

ö

ø
÷ － λ ２ｄ２

ｉｊ（ ｒ）δ ｔ － ｒ
α２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｄ３

ｉｊ（ ｒ）δ ｔ － ｒ
β

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú{ －

　 　 　 　 λ １ｅ１ｉｊ（ ｒ）δ ｔ － ｒ
α１

æ

è
ç

ö

ø
÷ － λ ２ｅ２ｉｊ（ ｒ）δ ｔ － ｒ

α２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｅ３ｉｊ（ ｒ）δ ｔ － ｒ

β
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú －

　 　 　 　 ｆｉｊ（ ｒ）
λ １

α１
ｔδ ｔ － ｒ

α１

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

λ ２

α２
ｔδ ｔ － ｒ

α２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － １

β
ｔδ ｔ － ｒ

β
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
－

　 　 　 　 ｈｉｊ（ ｒ） λ １ ｔＨ ｔ － ｒ
α１

æ

è
ç

ö

ø
÷ － λ ２ ｔＨ ｔ － ｒ

α２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｔＨ ｔ － ｒ

β
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú } ， （１６）

这里

　 　 ｄ１
ｉｊ（ ｒ） ＝

　 　 　 　 １
α２

１

λ
ｒ， ｊ ｌｉ
ｒ２

＋ μ
２ｌｉｒ， ｊ ＋ ｌ ｊｒ，ｉ ＋ δ ｉｊｒ，ｍ ｌｍ － ６ｒ，ｉｒ， ｊｒ，ｍ ｌｍ

ｒ２
－ αＭ α ＋ ξ １( )

ｌｉｒ， ｊ

ｒ２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （１７ａ）

　 　 ｄ２
ｉｊ（ ｒ） ＝

　 　 　 　 １
α２

２

λ
ｒ， ｊ ｌｉ
ｒ２

＋ μ
２ｌｉｒ， ｊ ＋ ｌ ｊｒ，ｉ ＋ δ ｉｊｒ，ｍ ｌｍ － ６ｒ，ｉｒ， ｊｒ，ｍ ｌｍ

ｒ２
－ αＭ（α ＋ ξ ２）

ｌｉｒ， ｊ

ｒ２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （１７ｂ）

　 　 ｄ３
ｉｊ（ ｒ） ＝ ２

β ２ λ
ｒ， ｊ ｌｉ
ｒ２

＋ μ
ｌｉｒ， ｊ ＋ ｌ ｊｒ，ｉ ＋ δ ｉｊｒ，ｍ ｌｍ － ３ｒ，ｉｒ， ｊｒ，ｍ ｌｍ

ｒ２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （１７ｃ）

　 　 ｅ１ｉｊ（ ｒ） ＝ １
α３

１

（λ ｃ ＋ αＭξ １）
ｒ， ｊ ｌｉ
ｒ２

＋ ２μ
ｒ，ｉｒ， ｊｒ，ｍ ｌｍ

ｒ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （１７ｄ）

　 　 ｅ２ｉｊ（ ｒ） ＝ １
α３

２

（λ ｃ ＋ αＭξ ２）
ｒ， ｊ ｌｉ
ｒ２

＋ ２μ
ｒ，ｉｒ， ｊｒ，ｍ ｌｍ

ｒ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （１７ｅ）

　 　 ｅ３ｉｊ（ ｒ） ＝ １
β ３ μ

２ｒ，ｉｒ， ｊｒ，ｍ ｌｍ － δ ｉｊｒ，ｍ ｌｍ － ｌ ｊｒ，ｉ
ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１７ｆ）

　 　 ｆｉｊ（ ｒ） ＝ ２λ
ｌｉｒ， ｊ

ｒ３
＋ μ

６ｒ，ｉｒ， ｊｒ，ｍ ｌｍ － δ ｉｊｒ，ｍ ｌｍ － ｌ ｊｒ，ｉ
ｒ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１７ｇ）

　 　 ｈｉｊ（ ｒ） ＝ ６μ
ｌｉｒ， ｊ ＋ ｌ ｊｒ，ｉ ＋ δ ｉｊｒ，ｍ ｌｍ － ５ｒ，ｉｒ， ｊｒ，ｍ ｌｍ

ｒ４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１７ｈ）

２　 时域边界积分方程解答

如忽略介质体积变化，初始为 ０ 的式（１０）和（１１）边值积分方程可写为

　 　 ｃ（ｘ）ｕ ｊ（ｘ，ｔ） ＝ ∫ｔ
０
∫∫

Ｓ
［ ｔｉ（ζ，τ）Ｇ ｉｊ（ｘ ／ ζ，ｔ － τ） － σ ｉｊ（ｘ ／ ζ，ｔ － τ）ｕｉ（ζ，τ）］ｄｓｄτ －

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫∫

Ｓ
［ｐ（ζ，τ）ξ ｎＧ（ｎ） ｉｊ（ｘ ／ ζ，ｔ － τ）ｎｉ －

　 　 　 　 Ｇ４ｊ（ｘ ／ ζ，ｔ － τ）ξ ｎｕ（ｎ） ｉ（ζ，τ）ｎｉ］ｄｓｄτ， （１８）
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　 　 － ｃ（ｘ）ｐ（ｘ，ｔ） ＝ ∫ｔ
０
∫∫

Ｓ
［ ｔｉ（ζ，τ）Ｇ ｉ４（ｘ ／ ζ，ｔ － τ） － σ ｉ４（ｘ ／ ζ，ｔ － τ）ｕｉ（ζ，τ）］ｄｓｄτ －

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫∫

Ｓ
［ｐ（ζ，τ）ξ ｎＧ（ｎ） ｉ４（ｘ ／ ζ，ｔ － τ）ｎｉ －

　 　 　 　 Ｇ４４（ｘ ／ ζ，ｔ － τ）ξ ｎｕ（ｎ） ｉ（ζ，τ）ｎｉ］ｄｓｄτ ． （１９）
式（１８）和（１９）中 ｕｉ 和 ｔｉ 分别代表固相位移和面力的 ｉ向分量；代表流相相对位移 ｉ向分量的ｗ ｉ

已通过换元公式 ｆ（ｗ ｉ）＝ ｆ（ξ （ｎ）ｕｉ（ｎ）） （式（７）和（８）的综合）由固相位移替换．各 Ｇｒｅｅｎ 函数物理

意义分别为 τ 时刻沿 ｊ方向于源点 ζ 的单位力作用或单位体积流体的注入，在 ｔ时刻场点 ｘ处沿

ｉ 方向产生的固相位移、力（如应力 σ ｉｊ） 以及孔压值．ｎｉ 表示边界处单位外法线向量的 ｉ 向分量．
以 ＢＥＭ 求解边值积分式（１８）和（１９），需将边界上的未知量（如位移、应力、孔压）离散．就

时间域，可将总时间 ｔ离散成 ｎｔ 个等时步；就空间域，可将表面Γ离散成ｍ个单元．如此，任意点

ｘ 在任意时刻 τ 的位移、力、孔压用相关节点的位移、应力、孔压插值就是

　 　 ｕｉ ＝ ∑
ｑ
∑
ｍ
φ ｑ（ ｒ）ηｍ（τ）ｕｍｑ

ｉ ＝ ∑
ｑ
∑
ｍ
φ ｑ（ ｒ）ηｍ（τ）（ｕｍｑ

１ｉ ＋ ｕｍｑ
２ｉ ）， （２０）

　 　 ｔｉ ＝ ∑
ｑ
∑
ｍ
ψ ｑ（ ｒ）νｍ（τ） ｔｍｑｉ ， （２１）

　 　 Ｐ ＝ ∑
ｑ
∑
ｍ
ϕｑ（ ｒ）χｍ（τ）ｐｍｑ， （２２）

式中 ｕｍｑ
ｉ 和 ｔｍｑｉ 分别表示第 ｑ 个插值节点在第 ｍ 个时间步（ ｔｍ ＝ ｍΔｔ） 时的固相位移与面力的 ｉ

向分量；ｐｍｑ 则表示第 ｑ 个插值节点在第 ｍ 个时间步时的孔压；ｕｍｑ
１ｉ ＝ λ １ｕｍｑ

ｉ 和 ｕｍｑ
２ｉ ＝ λ ２ｕｍｑ

ｉ 是第

ｑ 个插值节点第 ｍ 个时间步时与固相位移 ｕｍｑ
ｉ 对应的快纵波与慢纵波值．函数 φ ｑ（ ｒ），ψ ｑ（ ｒ） 和

ϕｑ（ ｒ） 分别为边界固相位移、应力以及孔压的空间插值函数；函数 ηｍ（τ）， νｍ（τ） 和 χｍ（τ） 则

分别为边界固相位移、力以及孔压的时间插值函数．而流相相对位移 ｗ ｉ 为

　 　 ｗ ｉ ＝ ξ ｎ∗ｕｉ（ｎ∗），　 　 ｎ∗ ＝ １，２，３， （２３）

　 　 ｕｉ ＝ ∑
３

ｎ ＝ １
ｕｉｎ∗， ｉ ＝ １，２，３， （２４）

这里 ｎ∗ 等于 １， ２， ３．当 ｎ∗ ＝ １，２， 分别代表快、慢纵波（Ｐ １波和 Ｐ ２波）； ｎ∗ ＝ ３ 代表横波（Ｓ
波），ξ １，ξ ２ 还如式（９），而 ξ ３ 如式（７），即 ξ ３ ＝ － ρ ｆ ／ γ； 它仅表示横波在相应方向的影响．这样方

程（１８）、（１９）可离散化为

　 　 ｃｕｎｔＲ
ｊ ＝ ∑

ｎｔ

ｍ ＝ １
∑
Ｑ

ｑ ＝ １
{ [∫∫

Γ
(∫

Δｔｍ
νｍＧ ｉｊｄτ )ψ ｑｄｓ ] ｔｍｑｉ －

　 　 　 　 [∫∫
Γ

(∫
Δｔｍ

ηｍσ ｉｊｄτ )φ ｑｄｓ ]ｕｍｑ
ｉ － [∫∫

Γ
(∫

Δｔｍ

χｍξ ｎ∗Ｇ（ｎ∗） ｉｊｄτ )ϕｑｎｉｄｓ ] ｐｍｑ ＋

　 　 　 　 [∫∫
Γ

(∫
Δｔｍ

ηｍＧ４ｊｄτ )φ ｑｄｓ ]ｎｉξ ｎ∗ｕｍｑ
（ｎ∗） ｉ } ， （２５）

　 　 － ｃｐｎｔＲ ＝ ∑
ｎｔ

ｍ ＝ １
∑
Ｑ

ｑ ＝ １
{ [∫∫

Γ
(∫

Δｔｍ
νｍＧ ｉ４ｄτ )ψ ｑｄｓ ] ｔｍｑｉ －

　 　 　 　 [∫∫
Γ

(∫
Δｔｍ

ηｍσ ｉ４ｄτ )φ ｑｄｓ ]ｕｍｑ
ｉ － [∫∫

Γ
(∫

Δｔｍ

χｍξ ｎ∗Ｇ（ｎ∗） ｉ４ｄτ )ϕｑｎｉｄｓ ] ｐｍｑ ＋

　 　 　 　 [∫∫
Γ

(∫
Δｔｍ

ηｍＧ４４ｄτ )φ ｑｄｓ ]ｎｉξ ｎ∗ｕｍｑ
（ｎ∗） ｉ } ， （２６）

式中 Ｑ 代表边界节点总数，Γ ｊ 代表第 ｑ 个源点所属单元，上标 Ｒ 表示场点节点编号．式（１８）与
（１９）中的时间导数，在式（２５）与（２６）中以其所在单元中值代表．这样对时间域积分可记为

５３孔隙介质的时域 ＢＥＭ 计算



　 　 Ｇｎｔｍ
ｉｊ ＝ ∫

Δｔｍ
νｍＧ ｉｊｄτ， （２７ａ）

　 　 Ｇｎｔｍ
４ｊ ＝ ∫

Δｔｍ
ηｍＧ４ｊｄτ， （２７ｂ）

　 　 Ｇｎｔｍ
ｉ４ ＝ ∫

Δｔｍ
νｍＧ ｉ４ｄτ， （２７ｃ）

　 　 Ｇｎｔｍ
４４ ＝ ∫

Δｔｍ
ηｍＧ４４ｄτ， （２７ｄ）

　 　 Ｈｎｔｍ
ｉｊ ＝ ∫

Δｔｍ
ηｍσ ｉｊｄτ， （２７ｅ）

　 　 Ｈｎｔｍ
ｉ４ ＝ ∫

Δｔｍ
ηｍσ ｉ４ｄτ， （２７ｆ）

　 　 Ｋｎｔｍ
ｉｊ ＝ Ｋｎｔｍ

（１） ｉｊ ＋ Ｋｎｔｍ
（２） ｉｊ ＝ ∫

Δｔｍ

χｍξ ｎＧ（ｎ） ｉｊｄτ ＝ ∫
Δｔｍ

χｍ（ξ １Ｇ（１） ｉｊ ＋ ξ ２Ｇ（２） ｉｊ）ｄτ， （２７ｇ）

　 　 Ｋｎｔｍ
ｉ４ ＝ Ｋｎｔｍ

（１） ｉ４ ＋ Ｋｎｔｍ
（２） ｉ４ ＝ ∫

Δｔｍ

χｍξ ｎＧ（ｎ） ｉ４ｄτ ＝ ∫
Δｔｍ

χｍ（ξ １Ｇ（１） ｉ４ ＋ ξ ２Ｇ（２） ｉ４）ｄτ ． （２７ｈ）

因此，将式（２７）代入方程（２５）、（２６），可以得到

　 　 ｃｕｎｔＲ
ｊ ＝ ∑

ｎｔ

ｍ ＝ １
∑
Ｑ

ｑ ＝ １
{ [∫

Γｊ
Ｇｎｔｍ

ｉｊ ψ ｑｄｓ ] ｔｍｑｉ － [∫
Γｊ
Ｈｎｔｍ

ｉｊ φ ｑｄｓ ]ｕｍｑ
ｉ －

　 　 　 　 [∫
Γｊ
Ｋｎｔｍ

ｉｊ ϕｑｄｓ ]ｎｉｐｍｑ ＋ [∫
Γｊ
Ｇｎｔｍ

４ｊ φ ｑｄｓ ]ｎｉξ ｎ∗ｕｍｑ
（ｎ∗） ｉ } ， （２８）

　 　 － ｃｐｎｔＲ ＝ ∑
ｎｔ

ｍ ＝ １
∑
Ｑ

ｑ ＝ １
{ [∫

Γｊ
Ｇｎｔｍ

ｉ４ ψ ｑｄｓ ] ｔｍｑｉ － [∫
Γｊ
Ｈｎｔｍ

ｉ４ φ ｑｄｓ ]ｕｍｑ
ｉ －

　 　 　 　 [∫
Γｊ
Ｋｎｔｍ

ｉ４ ϕｑｄｓ ]ｎｉｐｍｑ ＋ [∫
Γｊ
Ｇｎｔｍ

４４ φ ｑｄｓ ]ｎｉξ ｎ∗ｕｍｑ
（ｎ∗） ｉ } ． （２９）

如对空间域积分，记为

　 　 ＧｎｔｍＲｑ
ｉｊ ＝ ∫

Γｊ
Ｇｎｔｍ

ｉｊ ψ ｑｄｓ， （３０ａ）

　 　 ＧｎｔｍＲｑ
４ｊ ＝ ∫

Γｊ
Ｇｎｔｍ

４ｊ φ ｑｄｓ， （３０ｂ）

　 　 ＧｎｔｍＲｑ
ｉｊ ＝ ∫

Γｊ
Ｇｎｔｍ

ｉ４ ψ ｑｄｓ， （３０ｃ）

　 　 ＧｎｔｍＲｑ
４４ ＝ ∫

Γｊ
Ｇｎｔｍ

４４ φ ｑｄｓ， （３０ｄ）

　 　 ＨｎｔｍＲｑ
ｉｊ ＝ ∫

Γｊ
Ｈｎｔｍ

ｉｊ φ ｑｄｓ， （３０ｅ）

　 　 ＨｎｔｍＲｑ
ｉ４ ＝ ∫

Γｊ
Ｈｎｔｍ

ｉ４ φ ｑｄｓ， （３０ｆ）

　 　 ＫｎｔｍＲｑ
ｉｊ ＝ ∫

Γｊ
Ｋｎｔｍ

ｉｊ ϕｑｄｓ， （３０ｇ）

　 　 ＫｎｔｍＲｑ
ｉ４ ＝ ∫

Γｊ
Ｋｎｔｍ

ｉ４ ϕｑｄｓ ． （３０ｈ）

将式（３０）代入式（２８）和（２９）中，最终原始边界积分方程可离散化为

　 　 ｃｕｎｔＲ
ｊ ＝ ∑

ｎｔ

ｍ ＝ １
∑
Ｑ

ｑ ＝ １
（ＧｎｔｍＲｑ

ｉｊ ｔｍｑｉ － ＨｎｔｍＲｑ
ｉｊ ｕｍｑ

ｉ － ＫｎｔｍＲｑ
ｉｊ ｎｉｐｍｑ ＋ ＧｎｔｍＲｑ

４ｊ ｎｉξ ｎ∗ｕｍｑ
（ｎ∗） ｉ）， （３１）
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　 　 － ｃｐｎｔＲ ＝ ∑
ｎｔ

ｍ ＝ １
∑
Ｑ

ｑ ＝ １
（ＧｎｔｍＲｑ

ｉ４ ｔｍｑｉ － ＨｎｔｍＲｑ
ｉ４ ｕｍｑ

ｉ － ＫｎｔｍＲｑ
ｉ４ ｎｉｐｍｑ ＋ ＧｎｔｍＲｑ

４４ ｎｉξ ｎ∗ｕｍｑ
（ｎ∗） ｉ）， （３２）

式（３１）与（３２）中 ＧｎｔｍＲｑ
ｉｊ ， ＧｎｔｍＲｑ

ｉ４ 分别为 ６ 阶与 ５ 阶张量，是边界面 ｑ 点 ｍ时刻沿 ｊ方向单位力对

场点 Ｒ 在 ｎｔ 时刻分别通过固相介质与通过流相孔隙所产生在 ｉ 方向上位移的影响大小．而
ＫｎｔｍＲｑ

ｉｊ ，ＫｎｔｍＲｑ
ｉ４ 分别为力与流体对孔压的影响，它们分别是 ６阶与 ５阶张量，可用矩阵表示；ＨｎｔｍＲｑ

ｉｊ ，
ＨｎｔｍＲｑ

ｉ４ 表示力与流体对位移影响，也可用矩阵表示．而 ＧｎｔｍＲｑ
４ｊ ，ＧｎｔｍＲｑ

４４ 却是边界面 ｑ点ｍ时刻 ｊ方向

的单位流相相对位移对场点 Ｒ 在 ｎｔ 时刻分别通过固相介质与流相孔隙所产生在 ｉ 方向的孔压

影响．一旦上述所有影响求出，结合体系边界条件，积分方程（１８）、（１９）能够转化为代数方程

（３１）和（３２），得到解答．本文以 ＭＡＴＬＡＢ 编程实现．

３　 基本解公式的 ｕｉ⁃ｐ 表达

为了计算 ＧｎｔｍＲｑ
ｉｊ ，ＨｎｔｍＲｑ

ｉｊ 等一系列影响矩阵，本文选择相应 δ 集中力作用的孔隙动力时域问

题的全空间 ｕｉ⁃ｐ 表达式（３３） ～ （３８）．式（３３） ～ （３８）来自文献［３９］，作者经过仔细核对，对公式

已做了必要的订正：
　 　 Ｇ ｉｊ（ｘ ／ ζ，ｔ） ＝

　 　 　 　 １
４πｒ

Ｄ０ ｒ，ｉｒ， ｊ

λ １

α２
１

δ ｔ － ｒ
α１

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

λ ２

α２
２

δ ｔ － ｒ
α２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － １

β ２ δ ｔ － ｒ
β

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú{ ＋

δ ｉｊ

β ２ δ ｔ － ｒ
β

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　
３ｒ，ｉｒ， ｊ － δ ｉｊ

ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ λ １ ｔＨ ｔ － ｒ

α１

æ

è
ç

ö

ø
÷ － λ ２ ｔＨ ｔ － ｒ

α２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｔＨ ｔ － ｒ

β
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú } ， （３３）

　 　 ξ ｎＧ（ｎ） ｉｊ（ｘ ／ ζ，ｔ） ＝

　 　 　 　 １
４πｒ

Ｄ０ ｒ，ｉｒ， ｊ

ξ １λ １

α２
１

δ ｔ － ｒ
α１

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

ξ ２λ ２

α２
２

δ ｔ － ｒ
α２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

ξ ３

β ２ δ ｔ － ｒ
β

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú{ ＋

　 　 　 　
ξ ３δ ｉｊ

β ２ δ ｔ － ｒ
β

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　
３ｒ，ｉｒ， ｊ － δ ｉｊ

ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ξ １λ １ ｔＨ ｔ － ｒ

α１

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ξ ２λ ２ ｔＨ ｔ － ｒ

α２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ξ ３ ｔＨ ｔ － ｒ

β
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú } ， （３４）

　 　 Ｇ ｉ４（ｘ ／ ζ，ｔ） ＝
Ｍλ １（α ＋ ξ １ － ξ １Ｔ）

４πｒ
×

　 　 　 　
ｒ，ｉ
α２

１

Ｄ０
１
ｒ

Ｈ ｔ － ｒ
α１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

α１
δ ｔ － ｒ

α１

æ

è
ç

ö

ø
÷ － １

ｒ
Ｈ ｔ － ｒ

α２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － １

α２
δ ｔ － ｒ

α２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ， （３５）

　 　 ξ ｎＧ（ｎ） ｉ４（ｘ ／ ζ，ｔ） ＝
Ｍλ １（α ＋ ξ １ － ξ １Ｔ）

４πｒ
×

　 　 　 　
ｒ，ｉ
α２

１

Ｄ０

ξ １

ｒ
Ｈ ｔ － ｒ

α１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ξ １

α１
δ ｔ － ｒ

α１

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

ξ ２

ｒ
Ｈ ｔ － ｒ

α２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

ξ ２

α２
δ ｔ － ｒ

α２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （３６）

　 　 Ｇ４ｉ（ｘ ／ ζ，ｔ） ＝
Ｍλ １（α ＋ ξ １ － ξ １Ｔ）

４πｒ
×

　 　 　 　
ｒ，ｉ
α２

１

Ｄ０
１
ｒ
δ ｔ － ｒ

α１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

α１
δ ｔ － ｒ

α１

æ

è
ç

ö

ø
÷ － １

ｒ
δ ｔ － ｒ

α２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － １

α２
δ ｔ － ｒ

α２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ， （３７）

７３孔隙介质的时域 ＢＥＭ 计算



　 　 Ｇ４４（ｘ ／ ζ，ｔ） ＝
Ｍ２（α ＋ ξ １ － ξ １Ｔ）

４πｒ
×

　 　 　 　 １
α２

１

Ｄ０

α ＋ ξ １

α２
１

δ ｔ － ｒ
α１

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

α ＋ ξ ２

α２
２

δ ｔ － ｒ
α２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ Ｍ
４πｒ

１
α２

－ １
α１

æ

è
ç

ö

ø
÷ δ ｔ － ｒ

α２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （３８）

在式（３５） ～ （３８）中，有
　 　 Ｔ ＝ ｒ（１ ／ α２ － １ ／ α１） ． （３９）
式（３３） ～ （３８）是孔隙介质在 δ 集中力作用下，快、慢纵波解耦的全空间时域简明 Ｇｒｅｅｎ 函

数 ｕｉ⁃ｐ 表达．

４　 数值积分处理

４．１　 时间积分与空间积分

由于快、慢纵波，横波都已解耦，方程（３０）中的积分核包含 ３ 部分，分别独立地代表着孔

隙介质中存在的 ３ 类波作用：一是以 α１ 速率传播的 Ｐ １波作用，二是以 α２ 速率传播的 Ｐ ２波作

用，三是以 β 速率传播的 Ｓ 波作用．３ 部分中的任意一部分对于给定单元，仅在该单元内的部分

区域上不为 ０．这些区域处于每一种波各自影响范围，如对时间是 （ｎ － ｍ）Δｔ≤ ｔ≤ ［ｎ － （ｍ －
１）］Δｔ，相应影响区域边界对源点的半径应为 ｒｍ ＝ ｃ（ｎ － ｍ）Δｔ≤ ｒ≤ ｒｍ＋１ ＝ ｃ［ｎ － （ｍ － １）］Δｔ，
其中 ｃ分别为α１， α２ 或 β ．式（３１）中所有的边界单元上的空间积分可采用简单的 Ｇａｕｓｓ 数值积

分计算．显然计算中需要对积分单元所在的区域进行有效识别，判断是否处于波的影响范围之

内，否则要产生错误．
本文采用四边形 ４ 节点一次单元计算．单元划分上，单元长度 ｌ应满足 ｃΔｔ≥ ｌ ．这样只有当

且仅当 ｎ ＝ ｍ 以及源点包含在积分单元内时出现奇异性，这时位移基本解及孔压基本解是 １ ／ ｒ
型弱奇异性．它处理较为简单：即以奇异点为顶点重划两个三角形单元，奇异性由 Ｊａｃｏｂｉ 映射

行列式消除．而应力基本解是 １ ／ ｒ２ 型的强奇异性．对一个特定单元的强奇异积分，其形式是

Ａ∫
Γｊ
１ ／ ｒ２（Ａ 为系数），可以利用 Ｃａｕｃｈｙ 主值积分的刚体位移法解决．

只对单元中心点处在基本解的影响范围内的单元进行空间积分是问题的因果原则．如单

元中心点不在基本解的影响范围内，这意味着在这个时间段基本解中所包含的波已经离开或

者说是尚未到达该单元，积分值应为 ０．计算采用标准的 ２×２ Ｇａｕｓｓ 积分，它能满足一定的精度

要求．
４．２　 数值算例

算例采用半无限空间孔隙介质表面受点荷 Ｐ ＝ Ｐ０Ｈ（ ｔ） 作用的动力反应完成，这里 Ｈ（ ｔ）
是 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ 函数．Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ 集中力作用下，时域全空间快、慢纵波解耦的 Ｇｒｅｅｎ 函数 ｕｉ⁃ｐ 表达

可见附录．
１） 算例 １　 图 １ 所示的是 １２×１２ 的半无限空间表面方形区域，点荷载 Ｐ 作用的坐标原点

位于区域中点．相关的材料参数取值如下［３７⁃３８］：
　 　 λ ＝ ２．７４ × １０９ Ｎ ／ ｍ２， κ ＝ ８．０ × １０ －１３ ｍ４ ／ （Ｎ·ｓ）， α ＝ ０．７７９，
　 　 μ ＝ ５．８５ × １０９ Ｎ ／ ｍ２， Ｍ ＝ ９．７１ × １０９ Ｎ ／ ｍ２， ρ ＝ ２．２７ × １０３ ｋｇ ／ ｍ３， φ ＝ ０．１９５．

参数依文献［３７⁃３８］无量纲化，这里： ρ∗
ｆ ＝ ρ ｆ ／ ρ，ρ∗ ＝ １，λ∗ ＝ λ ／ （λ ＋ ２μ ＋ α２Ｍ），μ∗ ＝ μ ／ （λ

＋ ２μ ＋ α２Ｍ），Ｍ∗ ＝ Ｍ ／ （λ ＋ ２μ ＋ α２Ｍ），κ∗ ＝ １，ｍ∗ ＝ ｍｂ ／ ρ ．因此各材料参数无量纲值是： λ∗

＝ ０．３００ ７， ρ∗ ＝ １， ρ∗
ｆ ＝ ０．４３２ ５，α∗ ＝ ０．７７９，ｍ∗ ＝ ２．３００ ６，Ｍ∗ ＝ ０．３７４ ２，κ∗ ＝ １．无量纲波速
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应是：α∗
１ ＝ １．００５ ４， α∗

２ ＝ ０．３６７ ９，β∗ ＝ ０．５７２ １．为满足关系式 ｃΔｔ≥ ｌ，取无量纲的时间步长为

Δｔ∗ ＝ １．

图 １　 半空间离散化模型

Ｆｉｇ． １　 Ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｉｎ ｓｅｍｉ⁃ｓｐａｃｅ

首先求取式（３１）和（３２）中各影响矩阵，取距

集中力作用点（原点）无量纲半径为 ５ 的场点分

析，图 ２～７ 显示了各影响矩阵标准化的时间曲线．
图中可以发现当 τ ≈０．５ 时 Ｐ １波到达，当 τ ≈１ 时

Ｓ 波到达，Ｓ 波与 Ｐ １反相；当 τ ≈ １．４ 时 Ｐ ２波到达

该点，振相与 Ｓ 波一致．此是 Ｂｉｏｔ １９５６ 年的预见．
此外，对于 Ｇ４１，Ｇ４４ 等孔压影响矩阵，由于孔压不

受剪切波的影响， 其时间曲线只反映两类纵波的

影响， 振幅图中清晰表明： Ｐ １波影响大， Ｐ ２波影

响小．

图 ２　 ｒ∗ ＝ ５ 处影响矩阵 Ｇｎｔｍｉｊ
３３ 时间曲线 图 ３　 ｒ∗ ＝ ５ 处影响矩阵 Ｋｎｔｍｉｊ

３３ 时间曲线

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｍａｔｒｉｘ Ｇｎｔｍｉｊ
３３ Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｍａｔｒｉｘ Ｋｎｔｍｉｊ

３３

ｖｓ． ｔｉｍｅ ｆｏｒ ｒ∗ ＝ ５ ｖｓ． ｔｉｍｅ ｆｏｒ ｒ∗ ＝ ５

图 ４　 ｒ∗ ＝ ５ 处影响矩阵 Ｇｎｔｍｉｊ
４１ 时间曲线 图 ５　 ｒ∗ ＝ ５ 处影响矩阵 Ｇｎｔｍｉｊ

４４ 时间曲线

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｍａｔｒｉｘ Ｇｎｔｍｉｊ
４１ Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｍａｔｒｉｘ Ｇｎｔｍｉｊ

４４

ｖｓ． ｔｉｍｅ ｆｏｒ ｒ∗ ＝ ５ ｖｓ． ｔｉｍｅ ｆｏｒ ｒ∗ ＝ ５

其次，同样取 ｒ∗ ＝ ５ 的场点对位移及孔压分析，其时间曲线分别在图 ８、图 ９ 中．在图 ８ 可

以看到当 τ ≈ ０．５ 时，Ｐ １波到达；而当 τ ≈ １ 时 Ｓ 波到达，产生反向初动位移，继而达峰值；当 τ
≈ １．４ 时，Ｐ ２波到达，Ｐ ２初动位移影响小，图中不显著．在图 ９ 中还可以发现，当 Ｐ １波到达，孔压

９３孔隙介质的时域 ＢＥＭ 计算



开始增大后逐渐趋于稳定．

图 ６　 ｒ∗ ＝ ５ 处影响矩阵 Ｈｎｔｍｉｊ
１３ 时间曲线 图 ７　 ｒ∗ ＝ ５ 处影响矩阵 Ｈｎｔｍｉｊ

３１ 时间曲线

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｍａｔｒｉｘ Ｈｎｔｍｉｊ
１３ Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｍａｔｒｉｘ Ｈｎｔｍｉｊ

３１

ｖｓ． ｔｉｍｅ ｆｏｒ ｒ∗ ＝ ５ ｖｓ． ｔｉｍｅ ｆｏｒ ｒ∗ ＝ ５

图 ８　 排水与不排水状态下竖向位移时间曲线 图 ９　 排水与不排水状态下孔压时间曲线

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｄｒａｉｎｅｄ ａｎｄ ｕｎｄｒａｉｎｅｄ Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｄｒａｉｎｅｄ ａｎｄ ｕｎｄｒａｉｎｅｄ
ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｖｓ． ｔｉｍｅ ｐｏｒｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｖｓ． ｔｉｍｅ

图 １０　 τ∗ ＝ ２ 时竖向位移 ３Ｄ 图 图 １１　 τ∗ ＝ ２ 时竖向位移等高线图

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ３Ｄ ｐｌｏｔ ｏｆ ｖｅｒｔｉｃａｌ Ｆｉｇ． １１　 Ｔｈｅ ｃｏｎｔｏｕｒ ｐｌｏｔ ｏｆ ｖｅｒｔｉｃａｌ

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｆｏｒ τ∗ ＝ ２ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｆｏｒ τ∗ ＝ ２

此外，图 １０～１３ 是 τ∗ ＝ ２ 时计算区域的竖向与水平位移的 ３Ｄ 图与等高线图．图中可清楚

发现集中力作用下竖向位移关于原点中心对称，而水平向位移关于原点反对称．
图 １４、１５ 分别是 Ｄｉｒａｃ 函数作用下孔压与位移，这里 Ｐ １波，Ｓ 波，Ｐ ２波到时清晰．
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图 １２　 τ∗ ＝ ２ 时水平位移 ３Ｄ 图 图 １３　 τ∗ ＝ ２ 时水平位移等高线图

Ｆｉｇ． １２　 Ｔｈｅ ３Ｄ ｐｌｏｔ ｏｆ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ Ｆｉｇ． １３　 Ｔｈｅ ｃｏｎｔｏｕｒ ｐｌｏｔ ｏｆ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｆｏｒ τ∗ ＝ ２ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｆｏｒ τ∗ ＝ ２

图 １４　 δ 函数下时竖向位移时间曲线 图 １５　 δ 函数下时孔压时间曲线

Ｆｉｇ． １４　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ Ｆｉｇ． １５　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｐｏｒｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｖｓ． ｔｉｍｅ
ｖｓ． ｔｉｍｅ ｕｎｄｅｒ Ｄｉｒａｃ ｆｏｒｃｅ ｕｎｄｅｒ Ｄｉｒａｃ ｆｏｒｃｅ

图 １６　 ｒ∗ ＝ ５００ 处影响矩阵 Ｇｎｔｍｉｊ
３３ 时间曲线 图 １７　 ｒ∗ ＝ ５００ 处影响矩阵 Ｋｎｔｍｉｊ

３３ 时间曲线

Ｆｉｇ． １６　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｍａｔｒｉｘ Ｇｎｔｍｉｊ
３３ Ｆｉｇ． １７　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｍａｔｒｉｘ Ｋｎｔｍｉｊ

３３

ｖｓ． ｔｉｍｅ ｆｏｒ ｒ∗ ＝ ５００ ｖｓ． ｔｉｍｅ ｆｏｒ ｒ∗ ＝ ５００

２） 算例 ２　 这里计算区域为 １ ０００×１ ０００，受力情况和材料参数同算例 １．单元格比算例 １
稍大，时间步长为 Δｔ∗ ＝ １５．图 １６ ～ ２１所示是 ｒ∗ ＝ ５００ 处的各影响矩阵标准化的时间曲线，曲
线形状与算例 １ 基本对应相似．
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图 １８　 ｒ∗ ＝ ５００ 处影响矩阵 Ｇｎｔｍｉｊ
４１ 时间曲线 图 １９　 ｒ∗ ＝ ５００ 处影响矩阵 Ｇｎｔｍｉｊ

４４ 时间曲线

Ｆｉｇ． １８　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｍａｔｒｉｘ Ｇｎｔｍｉｊ
４１ Ｆｉｇ． １９　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｍａｔｒｉｘ Ｇｎｔｍｉｊ

４４

ｖｓ． ｔｉｍｅ ｆｏｒ ｒ∗ ＝ ５００ ｖｓ． ｔｉｍｅ ｆｏｒ ｒ∗ ＝ ５００

图 ２０　 ｒ∗ ＝ ５００ 处影响矩阵 Ｈｎｔｍｉｊ
１３ 时间曲线 图 ２１　 ｒ∗ ＝ ５００ 处影响矩阵 Ｈｎｔｍｉｊ

３１ 时间曲线

Ｆｉｇ． ２０　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｍａｔｒｉｘ Ｈｎｔｍｉｊ
１３ Ｆｉｇ． ２１　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｍａｔｒｉｘ Ｈｎｔｍｉｊ

３１

ｖｓ． ｔｉｍｅ ｆｏｒ ｒ∗ ＝ ５００ ｖｓ． ｔｉｍｅ ｆｏｒ ｒ∗ ＝ ５００

图 ２２　 ｒ∗ ＝ ５００ 处竖向位移时间曲线 图 ２３　 ｒ∗ ＝ ５００ 处孔压时间曲线

Ｆｉｇ． ２２　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ Ｆｉｇ． ２３　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｐｏｒｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ

ｖｓ． ｔｉｍｅ ｆｏｒ ｒ∗ ＝ ５００ ｖｓ． ｔｉｍｅ ｆｏｒ ｒ∗ ＝ ５００

图 ２２、２３ 所示是 ｒ∗ ＝ ５００ 处的位移以及孔压的时间曲线，该曲线的主要形状特征也与算

例 １ 基本相似．
同样地，如将 τ∗ ＝ ４ 时全区域的竖向、水平位移与孔压的 ３Ｄ 图与等高线图分别示于图 ２４
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～２９ 中，从中可以更加清楚地了解波传播的特性．

图 ２４　 τ∗ ＝ ４ 时竖向位移三维立体图 图 ２５　 τ∗ ＝ ４ 时竖向位移等高线图

Ｆｉｇ． ２４　 Ｔｈｅ ３Ｄ ｐｌｏｔ ｏｆ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ Ｆｉｇ． ２５　 Ｔｈｅ ｃｏｎｔｏｕｒ ｐｌｏｔ ｏｆ ｖｅｒｔｉｃａｌ

ｆｏｒ τ∗ ＝ ４ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｆｏｒ τ∗ ＝ ４

图 ２６　 τ∗ ＝ ４ 时水平位移三维立体图 图 ２７　 τ∗ ＝ ４ 时水平位移等高线图

Ｆｉｇ． ２６　 Ｔｈｅ ３Ｄ ｐｌｏｔ ｏｆ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ Ｆｉｇ． ２７　 Ｔｈｅ ｃｏｎｔｏｕｒ ｐｌｏｔ ｏｆ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ

ｆｏｒ τ∗ ＝ ４ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｆｏｒ τ∗ ＝ ４

图 ２８　 τ∗ ＝ ４ 时孔压三维立体图 图 ２９　 τ∗ ＝ ４ 时孔压等高线图

Ｆｉｇ． ２８　 Ｔｈｅ ３Ｄ ｐｌｏｔ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｒｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ Ｆｉｇ． ２９　 Ｔｈｅ ｃｏｎｔｏｕｒ ｐｌｏｔ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｒｅ

ｆｏｒ τ∗ ＝ ４ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｆｏｒ τ∗ ＝ ４

４．３　 优化与改进

由于荷载响应存在对称性，可以取 １ ／ ４ 区域计算，但边界条件需重新定义．全区域计算时，
采用的边界条件仅为原点受有单位竖向荷载．在取 １ ／ ４ 区域计算时，相关 １ ／ ４ 区域边界的水平

位移存在约束．也就是说，在 １ ／ ４ 区域计算的情况下，其边界条件不再仅是原点受集中力作用，
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而且也受到了边界处的水平向约束，在编程计算中需引入这一条件，以保证计算的准确性．表 １
是全区域与 １ ／ ４ 区域计算用时比较．

需要说明的是在取 １ ／ ４ 区域计算时，为了提高精度，已将单元进一步细分，因此机时有多

一些消耗．不过从表 １ 还是可以看出，采取 １ ／ ４ 区域计算时，机时消耗会有明显的改善，有益于

ＢＥＭ 计算的完善与提效．
表 １　 全区域与 １ ／ ４ 区域计算用时比较

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｏｖｅｒ ｗｈｏｌｅ ａｒｅａ ａｎｄ １ ／ ４ ａｒｅａ

ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｍａｔｒｉｘ
ｔｙｐｅ

ｗｈｏｌｅ ａｒｅａ １ ／ ４ ａｒｅａ
Ｇ３３ １１８．０２４ ｓ ６５．７８６ ｓ
Ｇ４１ ４２．３１４ ｓ ２９．１７１ ｓ
Ｇ４２ ４０．６４７ ｓ ３１．０７４ ｓ
Ｇ４４ ２６．５４４ ｓ １８．９８０ ｓ
Ｋ３３ １２６．４５８ ｓ ８９．６２８ ｓ
Ｈ１３ ６５．０２４ ｓ ４６．１３４ ｓ
Ｈ２３ ６５．４１１ ｓ ５０．３１４ ｓ
Ｈ３１ ２０６．１６３ ｓ １４６．２５２ ｓ
Ｈ３２ ２０５．１６９ ｓ １４５．４１１ ｓ
Ｈ３４ １２６．４２２ ｓ ７７．０６４ ｓ

ｍａｉｎ ｐｒｏｇｒａｍ ３１４．８８ ｓ ２０６．７３５ ｓ

５　 结　 　 论

在孔隙介质的时域 ＢＥＭ 计算中，由于相关 Ｇｒｅｅｎ 函数过于复杂及计算过程中奇异性处理

基本无法可循，孔隙介质的时域 ＢＥＭ 计算一直未见诸文献．本文根据 Ｂｉｏｔ 饱和孔隙介质的动

力学方程，结合快、慢纵波解耦以及 Ｓｔｏｋｅｓ 状态转换得到时域 Ｇｒｅｅｎ 函数．以 ＢＥＭ 完成了外力

作用下饱和孔隙介质的动力响应，并采用无量纲材料参数进行了数值计算．结果表明：
１） 借助纵波解耦与 Ｓｔｏｋｅｓ 状态转换求得的 Ｂｉｏｔ 孔隙动力方程，快、慢纵波与横波独立的

时域 Ｇｒｅｅｎ 函数 ｕｉ⁃ｐ 表达能方便地用于孔隙介质边值问题的 ＢＥＭ 计算．
２） Ｓｔｏｋｅｓ 状态在经典弹性动力学中具有丰富的研究成果［２８］ ．ＢＥＭ 配点位移与应力的 １ ／ ｒ

型弱奇异及 １ ／ ｒ２ 型强奇异的处理等都已有成熟的结果．孔隙动力学基本解答以相应的 Ｓｔｏｋｅｓ
状态表达．参照已有成果，可以方便地解决计算中的奇异性问题．

３） 在孔隙动力学问题计算中，利用合适的几何或物理特性可明显改善机时消耗．
４） 上述方法和结果会对两相饱和介质动力响应等相关问题研究提供一些新的途径．

附　 　 录

订正后的 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ 力作用的流相 Ｇｒｅｅｎ 函数

　 　 Ｇｉｊ ＝ １
４π

Ｄ０
ｒ，ｉ ｒ， ｊ

ｒ
λ１Ｈ ｔ － ｒ

α１
( ) － λ２Ｈ ｔ － ｒ

α２
( ) － Ｈ ｔ － ｒ

β( )[ ] ＋{

　 　 　 　
δ ｉｊ

ｒ
Ｈ ｔ － ｒ

β( ) ＋ ３
ｒ，ｉ ｒ， ｊ

ｒ３
α２

１λ１
１
２

ｔ２ － ｒ２

α２
１

æ
è
ç

ö
ø
÷ － α２

２λ２
１
２

ｔ２ － ｒ２

α２
２

æ
è
ç

ö
ø
÷ － β２ １

２
ｔ２ － ｒ２

β２
æ
è
ç

ö
ø
÷

é
ë
êê

ù
û
úú } ， （Ａ１）

　 　 Ｇ４ｉ ＝ Ｍ
４π

Ｄ０ λ１（α ＋ ξ１ － ξ１Ｔ）
ｒ，ｉ
ｒ２

Ｈ ｔ － ｒ
α１

( ) － λ２（α ＋ ξ２ － ξ２Ｔ）
ｒ，ｉ
ｒ２

Ｈ ｔ － ｒ
α２

( ) ＋{
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　 　 　 　 λ１（α ＋ ξ１ － ξ１Ｔ）
１
α１

ｒ，ｉ
ｒ

δ ｔ － ｒ
α１

( ) － λ２（α ＋ ξ２ － ξ２Ｔ）
１
α２

ｒ，ｉ
ｒ

δ ｔ － ｒ
α２

( ) －

　 　 　 　 ［λ１（α ＋ ξ１ － ξ１Ｔ） － λ２（α ＋ ξ２ － ξ２Ｔ）］
ｒ，ｉ
ｒ２

Ｈ ｔ － ｒ
α２

( ) －

　 　 　 　 １
α２

［λ１（α ＋ ξ１ － ξ１Ｔ） － λ２（α ＋ ξ２ － ξ２Ｔ）］
ｒ，ｉ
ｒ

δ ｔ － ｒ
α２

( ) } ， （Ａ２）

　 　 Ｇｉ４ ＝ Ｍ
４π

Ｄ０ λ１（α ＋ ξ１ － ξ１Ｔ１）
ｒ，ｉ
ｒ２

ｔ － ｒ
α１

( ) Ｈ ｔ － ｒ
α１

( ) －{
　 　 　 　 λ２（α ＋ ξ２ － ξ２Ｔ）

ｒ，ｉ
ｒ２

ｔ － ｒ
α２

( ) Ｈ ｔ － ｒ
α２

( ) ＋

　 　 　 　 λ１（α ＋ ξ１ － ξ１Ｔ）
１
α１

ｒ，ｉ
ｒ

Ｈ ｔ － ｒ
α１

( ) － λ２（α ＋ ξ２ － ξ２Ｔ）
１
α２

ｒ，ｉ
ｒ

Ｈ ｔ － ｒ
α２

( ) －

　 　 　 　 ［λ１（α ＋ ξ１ － ξ１Ｔ） － λ２（α ＋ ξ２ － ξ２Ｔ）］
ｒ，ｉ
ｒ２

ｔ － ｒ
α２

( ) Ｈ ｔ － ｒ
α２

[ ] －

　 　 　 　 １
α２

［λ１（α ＋ ξ１ － ξ１Ｔ） － λ２（α ＋ ξ２ － ξ２Ｔ）］
ｒ，ｉ
ｒ

Ｈ ｔ － ｒ
α２

( ) ＋

　 　 　 　 λ２ξ２
１
α２

２

ｒ，ｉＨ ｔ － ｒ
α２

( ) ＋ λ２（α ＋ ξ２）
１
α２

ｒ，ｉ
ｒ

Ｈ ｔ － ｒ
α２

( ) } ． （Ａ３）
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