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摘要：　 在粘弹性介质中的阻尼振动中引入分数阶微分算子，建立分数阶非线性振动方程．使用了

分数阶变分迭代法（ＦＶＩＭ），推导了 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子的若干种形式．对线性分数阶阻尼方程，分别对齐

次方程和正弦激励力的非齐次方程应用 ＦＶＩＭ 得到近似解析解序列．以含激励的 Ｂａｇｌｅｙ⁃Ｔｏｒｖｉｋ 方

程为例，给出不同分数阶次的位移变化曲线．研究了振子运动与方程中分数阶导数阶次的关系，这
可由不同分数阶次下记忆性的强弱来解释．计算方法上，与常规的 ＦＶＩＭ 相比，引入小参数的改进

变分迭代法能够大大扩展问题的收敛区段．最后，以一个含分数导数的 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 方程为例说明

了 ＦＶＩＭ 方法解决非线性分数阶微分问题的有效性和便利性．
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引　 　 言

到目前为止，受许多物理现象的启发，大量的研究使用了分数阶微分来模拟自然现象及工

程问题，世界范围内的学者们应用含分数阶导数的本构关系和分数阶系统方程在不同领域做

出了越来越多的贡献，这些新模型在特定领域比起经典的整数阶模型更胜一筹［１⁃４］ ．如许多文

献均使用了分数阶微分作为粘弹性材料的数学模型，这主要归功于分数阶材料在工程领域的

广泛应用．又如，分数阶微分在保密通信、工程控制、图像处理等方面获得可喜的发展及广泛的

关注．
分数阶导数和积分为描述不同事物的记忆性和遗传性提供了一个有力的工具，这是分数

阶模型最明显的特征之一．但是大多数分数阶微分方程没有精确的解析解，因此众多学者致力

于求解分数阶微分方程的功能强大且稳定的数值或解析方法．专著［２，４］作了较为全面的介

绍，这些方法包括差分法、同伦分析法（ＨＡＭ）、Ａｄｏｍｉａｎ 分解法、同伦摄动法、变分迭代法
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（ＶＩＭ）等，文献［５⁃７］对其中若干方法做了综述．在寻求线性和非线性问题的近似解时变分迭

代法是一种有效的方法，所得解析解的序列能够不断逼近真实解．许多学者使用 ＶＩＭ 解决问

题时提出改进方法，如文献［８⁃１２］讨论了变分迭代法针对计算量、初值选取、迭代格式（尤其

是其中拉氏乘子的确定）等方面的若干改进方法．文献［８］基于 Ｈｅ 多项式对 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 整数

阶非线性方程进行了研究，所得方法可消除长期项的影响，且方法的精度很高．文献［９⁃１０］在
常规的变分迭代格式中引入小参数，从而大大延长了收敛区间，作者还基于不动点定理给出该

法收敛性的证明．文献［１１］给出一种在计算上能够减少产生不必要的高次项解的方法．这些都

显示了变分迭代法具有极大的发展和应用潜力．
就分数阶问题而言，文献［１３］基于 ＧＬ 分数阶导数的定义研究了分数阶 Ｂａｇｌｅｙ⁃Ｔｏｒｖｉｋ 方

程的数值计算方法．已有学者［１４⁃１５］基于数值方法，如差分方法、Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ（龙格⁃库塔）法等对

含分数阶导数的动力学问题进行了若干研究．文献［１６］在状态空间中对分数阶系统进行了研

究，使用的数值方法是分数阶线性多步法．注意到文献［１３⁃１６］均使用了 ＲＬ（ＧＬ）定义，因为该

定义便于进行数值计算．但工程实际中更多使用 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数，因为它具有明确的物理意

义［２，１７］ ．
申永军等［１８］以含分数阶微分项的 Ｄｕｆｆｉｎｇ 振子为对象，通过平均法得到了系统的一阶近

似解，研究分数阶微分项中的系数和阶次对 Ｄｕｆｆｉｎｇ 振子超谐共振的影响．Ｐ􀅡ｌｆａｌｖｉ［１９］基于 Ａｄｏ⁃
ｍｉａｎ 分解法给出含分数阶导数且具有正弦激励的振动问题的解析解，但其表达式相对复杂．文
献［２０］利用微分方程的特征方程和特征根给出 Ｂａｇｌｅｙ⁃Ｔｏｒｖｉｋ 方程的一种解形式．刘艳芹［２１］进

一步采用 Ａｄｏｍｉａｎ 法研究了非线性振子方程．但对含分数阶微分项的振子方程，至今还未发现

使用变分迭代法进行研究的文献．
处理分数阶问题时，分数阶变分迭代法［２２⁃２３］ 相对其它解析方法具有较大的优势，即过程

简洁，易于编程，计算量相对于 Ａｄｏｍｉａｎ 分解法或其它迭代法较小，且迭代一定次数后能够收

敛于准确解，其收敛性的证明参见文献［２４⁃２５］．最近的研究还表明，变分迭代法可以从 Ｇｒｅｅｎ
函数和不动点迭代角度理解［２６］ ．使用分数阶变分迭代法的一个要点在于分数阶变分迭代格式

中的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 因子的确定．
本文基于分数阶变分迭代法研究含有 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的振子方程．鉴于分数阶导数在

振子运动研究中的重要性，本文将分数阶导数引入到黏弹性阻尼介质的振子运动中［２１］建立模

型，具体如下：

　 　
Ｄα

ｔ ｕ（ ｔ） ＋ ｇ（ｕ（ ｔ））Ｄβ
ｔ ｕ（ ｔ） ＋ ｕ（ ｔ） ＝ ｆ（ ｔ），

ｕ（０） ＝ ａ， ｕ′（０） ＝ ｂ，{ （１）

其中，位移 ｕ是时间 ｔ的函数，ｇ（ｕ（ ｔ）） 为振子系统的非线性项，ａ，ｂ表示初始位移和速度， ｆ（ ｔ）
为外部力．Ｄα

ｔ ｕ（ ｔ） 表示对时间 ｔ 的 α 阶（１ ＜ α ≤２） 的 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数，具体参见下面的定

义 ２．分数阶导数常见的定义还有 ＲＬ（或 ＧＬ）定义．
首先给出 ４ 个相关的基本定义．
定义 １　 关于函数 ｆ（ ｔ） 的分数阶积分的定义如下：

　 　 Ｉαａ，ｔ ｆ（ ｔ） ＝ １
Γ（α）∫

ｔ

ａ
（ ｔ － τ） α－１ ｆ（τ）ｄτ，　 　 α ＞ ０． （２）

定义 ２　 关于函数 ｆ（ ｔ） 的 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 型分数阶导数的定义如下：

　 　 Ｒ
ａＤα

ｔ ｆ（ ｔ） ＝ １
Γ（ｍ － α）

ｄ
ｄｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ

∫ｔ
ａ
（ ｔ － τ）ｍ－α－１ ｆ（τ）ｄτ，

　 　 ｔ ＞ ａ， ｍ － １ ＜ α ＜ ｍ， ｍ ∈ Ｎ， （３）
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式中， Ｒ
ａＤα

ｔ 是分数阶 ＲＬ 导数算子， α 是阶次， 且 α ＞ ０， Γ 是 Ｇａｍｍａ 函数．
定义 ３　 关于函数 ｆ（ ｔ） 的 Ｃａｐｕｔｏ 型分数阶导数的定义如下：

　 　 Ｃ
ａＤα

ｔ ｆ（ ｔ） ＝ １
Γ（ｍ － α）∫

ｔ

ａ
（ ｔ － τ）ｍ－α－１ ｆ（ｍ）（τ）ｄτ，

　 　 ｔ ＞ ａ， ｍ － １ ＜ α ＜ ｍ， ｍ ∈ Ｎ， （４）
式中， Ｃ

ａＤα
ｔ 是分数阶 Ｃａｐｕｔｏ 导数算子．

定义 ４　 对 Ｃ
０Ｄα

ｔ ｕ 的拉氏变换如下：
　 　 Ｌ［ Ｃ

０Ｄα
ｔ ｕ］ ＝ ｓαｕ－（ ｓ） － ∑ｕ（ｋ）（０ ＋） ｓα－１－ｋ，　 　 ｍ － １ ＜ α ≤ ｍ， （５）

其中， Ｌ 是拉氏算子，且 ｕ－（ ｓ） ＝ Ｌ［ｕ（ ｔ）］ ．
实际应用中，定义式（３），（４）中积分的下限一般取 ａ ＝ ０．函数的 ＲＬ 分数阶导数与 Ｃａｐｕｔｏ

分数阶导数在一定程度上可以等效，其前提条件参见文献［２］．两者也有明显区别，如常数的两

种导数值不等，另外两种定义的拉氏变换结果也不同［２］ ．

１　 分数阶变分迭代法中 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子的表达式

假设作拉氏变换时， ｈ
－
（ ｓ） ＝ Ｌ［ｈ（ ｔ）］，且 ｇ－（ ｓ） ＝ Ｌ［ｇ（ ｔ）］， 则卷积定理如下：

　 　 ｈ（ ｔ）∗ｇ（ ｔ） ＝ ∫ｔ
０
ｈ（ ｔ － τ）ｇ（τ）ｄτ， （６）

且

　 　 ｈ
－
（ ｓ）ｇ－（ ｓ） ＝ Ｌ［ｈ（ ｔ）∗ｇ（ ｔ）］ ． （７）

考虑如下的分数阶微分方程：
　 　 Ｃ

０Ｄα
ｔ ｕ ＋ Ｒ［ｕ］ ＋ Ｎ［ｕ］ ＝ ｆ（τ）， （８）

其中， Ｒ［ｕ］ 是线性项，而 Ｎ［ｕ］ 是非线性项．
通过 ＲＬ 积分得到式（８）对应的校正泛函是

　 　 ｕｎ＋１ ＝ ｕｎ ＋ ０Ｉαｔ λ（ ｔ，τ）［ Ｃ
０Ｄα

ｔ ｕｎ ＋ Ｒ［ｕｎ］ ＋ Ｎ［ｕｎ］ － ｆ（τ）］， （９）
其中， Ｒ［ｕｎ］，Ｎ［ｕｎ］ 都是限制性变分．

对式（９）两边同时取拉氏变换式如下：
　 　 ｕ－ ｎ＋１（ ｓ） ＝ ｕ－ ｎ（ ｓ） ＋ Ｌ［ Ｉαｔ λ（ ｔ，τ）（ Ｃ

０Ｄα
ｔ ｕｎ ＋ Ｒ［ｕｎ］ ＋ Ｎ［ｕｎ］ － ｆ（τ））］ ． （１０）

注意到 ＲＬ 积分项 Ｉαｔ λ（ ｔ，τ） Ｃ
０Ｄα

ｔ ｕｎ 可理解为一种卷积，令校正泛函式（１０）关于 ｕ－ ｎ（ ｓ） 具有

驻值，即通过变分运算［２２⁃２３］，确定 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子如下：
　 　 λ（ ｔ，τ） ＝ － １． （１１）
式（１１）代入式（９）得
　 　 ｕｎ＋１ ＝ ｕｎ － ０Ｉαｔ ［ Ｃ

０Ｄα
ｔ ｕｎ ＋ Ｒ［ｕｎ］ ＋ Ｎ［ｕｎ］ － ｆ（τ）］ ． （１２）

实际上，变分迭代关系式（１２）可化为常规的 Ｒｉｅｍａｎｎ 积分，即

　 　 ｕｎ＋１ ＝ ｕｎ ＋ ∫ｔ
０
λ（ ｔ，τ）［ Ｃ

０Ｄα
ｔ ｕｎ ＋ Ｒ［ｕｎ］ ＋ Ｎ［ｕｎ］ － ｆ（τ）］ｄτ

　 　 （ ｔ ＞ ０， α ＞ ０）， （１３）
其中， Ｒ［ｕｎ］，Ｎ［ｕｎ］ 对应于限制性变分，且 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子由下式确定：

　 　 λ（ ｔ，τ） ＝ （ － １） α（τ － ｔ） α－１

Γ（α）
． （１４）

结论式（１３）和（１４）适用于 α 为任意正实数．
依照式（１３）迭代，当迭代次数趋近无穷时，会得到精确解，即 ｕ（ ｔ） ＝ ｌｉｍｎ→∞ ｕｎ（ ｔ） ．

０５ 分数阶振子方程基于变分迭代的近似解析解序列



文献［２７］给出 Ｒ［ｕｎ］ 中含有更多项（即求泛函驻值时这些项需参与变分）时对应的拉氏

乘子．如对于多阶分数阶微分方程：
　 　 Ｃ

０Ｄγ
ｔ ｕ ＋ Ｃ

０Ｄβ
ｔ ｕ ＋ ｆ（ ｔ，ｕ） ＝ ０　 　 （０ ＜ ｔ，０ ＜ β ＜ γ）， （１５）

其变分迭代格式可采用

　 　 ｕｎ＋１（ ｔ） ＝

　 　 　 　 ｕｎ（ ｔ） － ∫ｔ
０
（ ｔ － τ） γ －１Ｅγ －β，γ（ － （ ｔ － τ） γ －β）［ Ｃ

０Ｄγ
τ ｕ ＋ Ｃ

０Ｄβ
τｕ ＋ ｆ（τ，ｕ）］ｄτ， （１６）

其中 Ｅα，β（ ｚ） 为双变量 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 函数，即

　 　 Ｅα，β（ ｚ） ＝ ∑
∞

ｋ ＝ ０

ｚｋ

Γ（αｋ ＋ β）
，

式中 α，β 是常数．
以上述变分迭代格式为基础，引入小参数 γ 改进，得到对应于式（１３）的改进变分迭代格

式［９⁃１０］为

　 　 ｕｎ＋１ ＝ ｕｎ ＋ γ∫ｔ
０
λ（ ｔ，τ）［ Ｃ

０Ｄα
ｔ ｕｎ ＋ Ｒ［ｕｎ］ ＋ Ｎ［ｕｎ］ － ｆ（τ）］ｄτ

　 　 （ ｔ ＞ ０，α ＞ １）， （１７）
并给出收敛性证明．其中小参数 γ 一般取 ０ ＜ γ ＜ １，但 γ 并非越小越好，因为 γ 过小会引起收

敛很慢．

２　 含分数阶导数项的微分方程的近似解析解

２．１　 齐次方程

为了研究含分数阶导数项的微分方程，用变分迭代法讨论如下简单的分数阶自由阻尼振

子方程：

　 　
ｕｔｔ ＋ Ｃ

０Ｄα
ｔ ｕ ＋ ｕ ＝ ０　 　 （１ ≤ α ＜ ２），

ｕ（０） ＝ ａ， ｕ′（０） ＝ ｂ ．{ （１８）

式（１８）中最高微分项次数是 ２，选 ｕ 和Ｃ
０Ｄα

ｔ ｕ 为限制性变分项，由式（１４）和（１５）知变分迭代格

式是

　 　 ｕｎ＋１（ ｔ） ＝ ｕｎ（ ｔ） － ∫ｔ
０
（ ｔ － τ）［ｕｎττ（τ） ＋ Ｃ

０Ｄα
τ ｕｎ（τ） ＋ ｕ（τ）］ｄτ ． （１９）

设初始条件式（１８）中 ａ ＝ １，ｂ ＝ ０．
以 ｕ（ ｔ） ＝ １ 为初值基于式（１９）进行若干次迭代，可得如下几组近似解：

　 　

ｕ０（ ｔ） ＝ １，

ｕ１（ ｔ） ＝ １ － １
２

ｔ２，

ｕ２（ ｔ） ＝ １ － １
２

ｔ２ ＋ １
２４

ｔ４ ＋ １
Γ（５ － α）

ｔ４－α，

ｕ３（ ｔ） ＝ １ － １
２

ｔ２ ＋ １
２４

ｔ４ － １
７２０

ｔ６ ＋ １
Γ（５ － α）

ｔ４－α －

　 　 ２
Γ（７ － α）

ｔ６－α － １
Γ（７ － ２α）

ｔ６－２α，

︙

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（２０）

借助于符号运算软件，可得更多次迭代后的近似解．
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变分迭代时的拉氏乘子可作改变．如基于式（１９）所选泛函式（可参考式（１０））中线性项 ｕ
参与变分，即仅有Ｃ

０Ｄα
ｔ ｕ 为限制性变分项，则变分迭代法中的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子为 λ（ ｔ，τ） ＝ ｓｉｎ（τ －

ｔ）， 相应的迭代格式为

　 　 ｕｎ＋１（ ｔ） ＝ ｕｎ（ ｔ） ＋ ∫ｔ
０
ｓｉｎ（τ － ｔ）［ｕｎττ（τ） ＋ Ｃ

０Ｄα
τ ｕｎ（τ） ＋ ｕｎ（τ）］ｄτ ． （２１）

但是采用该积分格式时，不易得到其中类似 ∫ｔ
０
ｓｉｎ（τ － ｔ）τ ｎ－αｄτ（其中 ｎ 为自然数）的积分结果

的解析形式．故这里不再讨论．
２．２　 含激励项的非齐次方程

首先考虑右端为正弦函数激励项的含分数阶导数的如下简单微分方程：
　 　 ｕｔｔ ＋ Ｃ

０Ｄα
ｔ ｕ ＋ ｕ ＝ ｓｉｎ ｔ， （２２）

其对应于式（１３）的变分迭代格式为

　 　 ｕｎ＋１（ ｔ） ＝ ｕｎ（ ｔ） ＋ ∫ｔ
０
（τ － ｔ）［ｕｎττ（τ） ＋ Ｃ

０Ｄα
ｔ ｕｎ（τ） ＋ ｕ（τ） － ｓｉｎ τ］ｄτ， （２３）

其中 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子是 λ（ ｔ，τ） ＝ τ － ｔ ．
为方便计算，设初值条件式为 ｕ０（ ｔ） ＝ ｕ′０（０） ＝ ０， 经计算得第一阶近似结果为

　 　 ｕ１（ ｔ） ＝ ｔ － ｓｉｎ ｔ ． （２４）
根据 Ｔａｙｌｏｒ 展开公式把 ｕ１（ ｔ） 写成如下多项式级数形式：

　 　 ｕ１（ ｔ） ＝ ｔ３

３！
－ ｔ５

５！
＋ ｔ７

７！
－ ｔ９

９！
＋ … ＋ （ － １） （ｋ＋１） ／ ２ ｔｋ

ｋ！
＋ …， （２５）

其中 ｋ 为奇数．令
　 　 Ｗｎ（τ） ＝ ｕｎττ（τ） ＋ Ｃ

０Ｄα
ｔ ｕｎ（τ） ＋ ｕ（τ） － ｓｉｎ τ， （２６）

则

　 　 ｕｎ＋１（ ｔ） ＝ ｕｎ（ ｔ） － ∫ｔ
０
（ ｔ － τ）Ｗｎ（τ）ｄτ ． （２７）

把式（２４）代入式（２６），得到

　 　 Ｗ１（τ） ＝ τ － ｓｉｎ τ － Ｃ
０Ｄα

ｔ （ｓｉｎ τ） ． （２８）
由于 １ ≤ α ＜ ２， 故

　 　 Ｃ
０Ｄα

ｔ （ｓｉｎ ｔ） ＝ ｔ３－α

Γ（４ － α）
－ ｔ５－α

Γ（６ － α）
＋ ｔ７－α

Γ（８ － α）
－ ｔ９－α

Γ（１０ － α）
＋ … ． （２９）

由式（２７）、（２８）和式（２９），可得

　 　 ｕ２（ ｔ） ＝ ２ｔ － １
６

ｔ３ － ２ｓｉｎ ｔ ＋ ∑
（ｋ－１） ／ ２

ｊ ＝ １
（ － １） ｊ １

Γ（２ｊ ＋ ４ － α）
ｔ２ｊ ＋３－α ． （３０）

继续按照式（２５）迭代得

　 　 ｕ３（ ｔ） ＝ ３（ ｔ － ｓｉｎ ｔ） － ｔ３

３
＋ １
１２０

ｔ５ ＋ ∑
（ｋ＋３） ／ ２

ｊ ＝ ２
ｂ ｊ ｔ２ｊ

＋１－α ＋ ∑
（ｋ＋３） ／ ２

ｊ ＝ ３
ａ ｊ ｔ２ｊ

＋１－２α， （３１）

式中

　 　 ａ ｊ ＝ （ － １） ｊ １
Γ（２ｊ ＋ ２ － ２α）

， ｂ ｊ ＝ （ － １） ｊ －１ １
Γ（２ｊ ＋ ２ － α）

，且 ｋ ＝ ∞ ．

但数值计算中 ｋ 取为一个正整数．
而下一次迭代计算的结果是

２５ 分数阶振子方程基于变分迭代的近似解析解序列



　 　 ｕ４（ ｔ） ＝ ４（ ｔ － ｓｉｎ ｔ） － ５
６

ｔ３ ＋ １
６０

ｔ５ － ｔ７

５ ０４０
＋ ∑

（ｋ＋５） ／ ２

ｊ ＝ １
ｅ４ｊ ｔ２ｊ

＋３－α ＋

　 　 　 　 ∑
（ｋ＋５） ／ ２

ｊ ＝ ２
ｄ４ｊ ｔ２ｊ

＋３－２α ＋ ∑
（ｋ＋５） ／ ２

ｊ ＝ ３
ｃ４ｊ ｔ２ｊ

＋３－３α， （３２）

其中常数 ｃ４ｊ，ｄ４ｊ，ｅ４ｊ 与式（２５） 中的 ｋ 有关，可由程序得到，这里略去．
推广以上若干次的迭代结果，可得第 ｉ 次迭代解的一般形式如下：

　 　 ｕｉ（ ｔ） ＝ ｉ（ ｔ － ｓｉｎ ｔ） ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｂ２ｊ ＋１ ｔ２ｊ

＋１ ＋ ∑
Ｎ＋（ｋ－３） ／ ２

ｊ ＝ １
ａ１， ｊ ｔ２ｊ

＋３－α ＋

　 　 　 　 ∑
Ｎ＋（ｋ－３） ／ ２

ｊ ＝ ２
ａ２， ｊ ｔ２ｊ

＋１－２α ＋ … ＋ ∑
Ｎ＋（ｋ－３） ／ ２

ｊ ＝ ｉ
ａｉ， ｊ ｔ２ｊ

＋３－ｉα， （３３）

或简记为

　 　 ｕｉ（ ｔ） ＝ Ｎ（ ｔ － ｓｉｎ ｔ） ＋ ∑
Ｎ－１

ｊ ＝ １
ｂ２ｊ ＋１ ｔ２ｊ

＋１ ＋ ∑
Ｎ－１

ｉ ＝ ２
∑

Ｎ＋（ｋ－３） ／ ２

ｊ ＝ ｉ
ａｉ， ｊ ｔ２ｊ

＋３－ｉα ． （３４）

式（３４）中， Ｎ表示迭代次数（为避免与式中求和的参数 ｉ混淆，式（３４） 右端采用 Ｎ表示），而常

数 ｋ表示 ｓｉｎ ｔ的 Ｔａｙｌｏｒ（泰勒） 展开截取式的最高次数．如果 ｋ取 ３，则第 ４ 次迭代解（迭代次数

Ｎ ＝ ４）

　 　 ｕ４ ＝ ４ｔ － ４ｓｉｎ ｔ － ｔ３

２
＋ ｔ５

６０
－ ｔ７

５ ０４０
＋ ｔ９－３α

Γ（１０ － ３α）
－ ｔ１１－３α

Γ（１２ － ３α）
＋ ｔ７－２α

Γ（８ － ２α）
－

　 　 　 　 ２ｔ１１－２α

Γ（１２ － ２α）
－ ｔ５－α

Γ（６ － α）
＋ ３ｔ７－α

Γ（８ － α）
－ ｔ９－α

Γ（１０ － α）
－ ｔ１１－α

Γ（１２ － α）
． （３５）

如果 ｓｉｎ ｔ 的 Ｔａｙｌｏｒ 展开项中 ｋ 取 ５，则

　 　 ｕ′４ ＝ ｕ４ ＋ ｔ１３－３α

Γ（１４ － ３α）
＋ ２ｔ１３－２α

Γ（１４ － ２α）
＋ ２ｔ１１－２α

Γ（１２ － ２α）
＋

　 　 　 　 ｔ１３－α

Γ（１４ － α）
＋ ２ｔ１１－α

Γ（１２ － α）
－ ３ｔ９－α

Γ（１０ － α）
． （３６）

比较 ｕ４ 和 ｕ′４ 发现：采用变分迭代格式积分时，其中 ｓｉｎ ｔ需截取一定的项来近似．项数的改

变会影响 ｕ４ 中已经有的一些项，同时会新增加若干高次项．
２．３　 非线性 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 方程

考虑如下分数阶非线性 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 振子方程：
　 　 Ｃ

０Ｄα
ｔ ｕ － ｕ ＋ ｕ２ ＋ （ｕｔ） ２ － １ ＝ ０　 　 （１ ＜ α ≤ ２）， （３７）

初值条件 ｕ（０） ＝ ａ，ｕ′（０） ＝ ｂ ．
应用分数阶变分迭代法求解，初值选为 ｕ０ ＝ ａ ＋ ｂｔ ．该问题的变分迭代格式如下：

　 　 ｕｎ＋１（ ｔ） ＝ ｕｎ（ ｔ） ＋ ∫ｔ
０
λ（ ｔ，τ）［ Ｃ

０Ｄα
ｔ ｕｎ（τ） ＋ ｕ２

ｎτ（τ） ＋ ｕ２
ｎ（τ） － ｕｎ（τ） － １］ｄτ， （３８）

其中，拉氏算子在计算时采用 λ（ ｔ，τ） ＝ － （ ｔ － τ） α－１

Γ（α）
．具体应用参见后面的算例 ４．

３　 算　 　 例

３．１　 算例 １
含正弦函数外载荷（激励）的分数阶振子，式（１８）中取 α ＝ １．５，ａ ＝ １，ｂ ＝ ０．
迭代计算的结果主要由 Ｔａｙｌｏｒ 展开截取式的次数（即指数） ｋ和迭代次数Ｎ共同决定．当α
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＝ １．５时，图 １显示两组情况的结果如下：１） ｋ ＝ ７，迭代次数 Ｎ ＝ １２至 ３２次的结果； ２） ｋ ＝ １７，
迭代次数 Ｎ ＝ ２６ 至 ３２ 次的结果．图 ２ 给出不同迭代次数时解曲线的收敛过程，其中 Ｔａｙｌｏｒ 展
开式（２５）中 ｋ ＝ １７．

图 ２ 显示：当 ｔ ＜ ３ 时，至少需要 １０ 次以上的迭代解能够趋近真实解；而 ｔ ＜ ５ 时，至少需

要迭代 １６ 次，所得解能够趋近真实解．图 ３ 显示了不同 Ｔａｙｌｏｒ 展开项数时迭代解曲线的对比

（迭代次数均为 ３２），可见 ｋ ≥ １７ 能够使所得解在 ｔ ∈ ［０，５］ 时较好地逼近精确解．

（ａ） ｋ ＝ ７ （ｂ） ｋ ＝ １７
图 １　 不同 Ｔａｙｌｏｒ 展开项数时解对应的曲线 （α ＝ １．５）

Ｆｉｇ． １　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ｔｅｒｍｓ ｉｎ Ｔａｙｌｏｒ’ｓ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ （α ＝ １．５）

图 ２　 不同迭代次数解对应曲线的收敛 （α ＝ １．５， ｋ ＝ １７）
Ｆｉｇ． ２　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｔｉｍｅｓ （α ＝ １．５， ｋ ＝ １７）

为了改善使用普通分数阶变分迭代法中所得收敛解的收敛区间较小的问题，这里使用了

引入小参数迭代格式的解 （ｕ３２）， 并对取不同项的 Ｔａｙｌｏｒ 展开形式 （ｋ ＝ １７，２５，３３） 作了比较．
可见使用小参数迭代格式能够使所得解的收敛区间扩展 ２ 倍，即由 ｔ ∈ ［０，５］ 拓展到 ｔ ∈ ［０，
１０］，其中 γ ＝ ０．１５．图 ４ 还显示为了使迭代解能较好地逼近精确解，相应的 Ｔａｙｌｏｒ 展开需要取

更多的项，如图中 ｋ 取 ２５ 的解较 ｋ 取 １７ 精确，而普通迭代格式收敛时 ｋ 仅需不小于 １７（见图

４），但其收敛于真解的区间较小．
引入小参数 γ ＝ ０．１５ 后，在同等条件下（即相同的迭代步数 Ｎ， 非齐次项 Ｔａｙｌｏｒ 展开时截

取相同的次数 ｋ），新的迭代格式可大大扩大变分迭代解的收敛区间．计算中发现：α ＝ １．５ 时，
引入小参数后的迭代格式仅需 ２０ 次可得无小参数格式 ３２ 次迭代解的精度，而且含小参数的

迭代格式大大拓展了收敛区间，这显示引入小参数后迭代格式更加强大和有效．
为研究不同分数阶次时的解，这里把 α 的取值范围由 １ ≤ α ＜ ２ 扩展为 ０ ＜ α ＜ ２，易知

对本算例，迭代解的形式仍然可使用式（３４） ．图 ５给出 α 从 ０．５以 ０．２５递增到 １．７５时的 ６组曲

线．其中 α ＝ １ 时微分方程式（２２）转化为普通的整数阶微分方程，易得其解析解的曲线与本文
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方法所得曲线完全一致．这也验证了本文方法的一般性．
图 ５ 中曲线显示，对该振子受迫振动方程， α 越大，振子的振动剧烈程度越大，即影响越明

显，或理解为位移响应受前一阶段的影响小，即记忆性越强．

α ＝ １．５， Ｎ ＝ ３２ α ＝ １．５， γ ＝ ０．１５， Ｎ ＝ ３２
图 ３　 不同 Ｔａｙｌｏｒ 展开项数时解曲线的对比 图 ４　 引入小参数 （γ ＝ ０．１５） 迭代格式的解曲线

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｕｍｂｅｒｓ Ｆｉｇ． ４　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｓｃｈｅｍｅ
ｏｆ ｔｅｒｍｓ ｉｎ Ｔａｙｌｏｒ’ｓ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｗｉｔｈ ａ ｓｍａｌｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒ （γ ＝ ０．１５）

γ ＝ ０．１５， ｋ ＝ ３３， Ｎ ＝ ３２ γ ＝ ０．１５， ｋ ＝ １８， Ｎ ＝ ３２
图 ５　 不同分数阶次时的解对应曲线 图 ６　 不同分数阶阶次时解对应的曲线

Ｆｉｇ． ５　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｏｒｄｅｒｓ Ｆｉｇ． ６　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｏｒｄｅｒｓ

３．２　 算例 ２
微分方程式（２２）右端改为余弦函数激励项，即
　 　 ｕｔｔ ＋ Ｃ

０Ｄα
ｔ ｕ ＋ ｕ ＝ ｃｏｓ ｔ　 　 （０ ＜ α ＜ ２）， （３９）

其中 ０ ＜ α ＜ ２．初值条件仍采用 ｕ０（ ｔ） ＝ ｕ０（０） ＝ ０， 经计算得第一阶近似结果为

　 　 ｕ１（ ｔ） ＝ １ － ｃｏｓ ｔ ． （４０）
根据 Ｔａｙｌｏｒ 展开公式把 ｕ１（ ｔ） 写成如下多项式级数形式：

　 　 ｕ１（ ｔ） ＝ ｔ２

２！
－ ｔ４

４！
＋ ｔ６

６！
－ ｔ８

８！
＋ … ＋ （ － １） （ｋ ／ ２） ＋１ ｔｋ

ｋ！
＋ …　 　 （ｋ ＝ ２ｎ） ． （４１）

迭代解的形式类似式（３４），由符号运算软件得到，这里不再列出．迭代计算的结果主要由

Ｔａｙｌｏｒ 展开截取式的次数（即指数） ｋ 和迭代次数 Ｎ共同决定．图 ６ 显示了分数阶次 α 从 ０．５ 以

级差 ０．２５ 递增到 １．７５ 时的 ６ 组曲线，其中 Ｔａｙｌｏｒ 展开式（４１）中 ｋ ＝ １８．
３．３　 算例 ３

考虑如下具有分数阶阻尼的振动方程［１９，２８］：

　 　 Ｄ２ｘ（ ｔ） ＋ ｃ
ｍ

Ｃ
０Ｄ α

ｔ ｘ（ ｔ） ＋ ｋ
ｍ

ｘ（ ｔ） ＝ ｆ０ｓｉｎ（ω ｅ ｔ）　 　 （０ ＜ α ＜ ２）， （４２）
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　 　 ｘ（０） ＝ １
４
， ｘ′（０） ＝ ０， （４３）

其中 Ｄ ＝ ｄ ／ ｄｔ 是微分算子．方程（４２）可转化为

　 　 Ｄ２ｘ（ ｔ） ＋ ２μω ２－α
ｎ

Ｃ
０Ｄα

ｔ ｘ（ ｔ） ＋ ω ２
ｎｘ（ ｔ） ＝ ｆ０ｓｉｎ（ω ｅ ｔ）　 　 （０ ＜ α ＜ ２）， （４４）

式中　 　 ２μω ２－α
ｎ ＝ ｃ

ｍ
， ω ２

ｎ ＝ ｋ
ｍ

ｘ（ ｔ） ．

（ａ） α ＝ ０．５

参数值如下：
　 　 μ ＝ ０．５，ω ｎ ＝ １０，ｍ ＝ １， ｆ０ ＝ １，ω ｅ ＝ ４π，

取 ３ 组 α 值：① α ＝ ０．５；② α ＝ １．０； ③ α ＝ １．５．计
算中使用了含有小参数的变分迭代格式，其中 γ
取 ０．１６．

所得解的若干曲线见图 ７、图 ８．注意，所得曲

线与已有文献的曲线变化趋势类似，但具体值有

所区别，这是由于采用的分数阶导数定义不同所

致．文献［１９，２８］中使用了便于数值计算的 ＲＬ 定

义，而本文采用的 Ｃａｐｕｔｏ 分数导数便于工程应用．

（ｂ） α ＝ １．０ （ｃ） α ＝ １．５
图 ７　 α ＝ ０．５， １．０ 和 １．５ 时不同迭代次数解的曲线

Ｆｉｇ． ７　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｔｉｍｅｓ， α ＝ ０．５， １．０ ａｎｄ １．５

图 ８　 不同 α 时解的曲线

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｘ（ ｔ） ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ α

３．４　 算例 ４
考虑分数阶非线性 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 振子方程式（３７）．设初值条件中 ａ ＝ ２，ｂ ＝ ０．以 ｕ０ ＝ ２ 为初

值代入迭代公式（３８）．基于自编的符号运算程序，得到结果如下：

６５ 分数阶振子方程基于变分迭代的近似解析解序列



　 　

ｕ１ ＝ ２ － ２ｔα

Γ（１ ＋ α）
，

ｕ２ ＝ ２ － ２ｔα

Γ（１ ＋ α）
＋ ３ｔ２α

Γ（１ ＋ ２α）
－ α２ ｔ３α－２Γ（２α － １）

Γ２（１ ＋ α）Γ（３α － １）
－

　 　 ｔ３αΓ（２α ＋ １）
Γ２（１ ＋ α）Γ（３α ＋ １）

，

ｕ３ ＝ ２ － ３ｔα

Γ（１ ＋ α）
＋ ９ｔ２α

Γ（１ ＋ ２α）
－ ５α２ ｔ３α－２Γ（２α － １）

Γ２（１ ＋ α）Γ（３α － １）
－ ９ｔ３α

Γ（３α ＋ １）
…，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

（４５）

ｕ３ 未完全罗列是由于项数较多，这里给出 α ＝ １．５ 时解 ｕ３ 小数形式的表达式：
　 　 ｕ３ ＝ ２ ＋ １．５ｔ３ ＋ １．０９６ ６５ｔ４ ＋ ０．２７８ ５２１ｔ５ ＋ ０．１２３ ５２２ｔ６ ＋ ０．０７１ ９０３ ９ｔ７ ＋
　 　 　 　 ０．００２ ５０８ ７３ｔ９ － （２．２５６ ７６ｔ１．５ ＋ １．９１５ ６ｔ２．５ ＋ ０．７４３ ３１８ｔ３．５ ＋
　 　 　 　 ０．６０１ ４３５ｔ４．５ ＋ ０．３９３ ５１６ｔ５．５ ＋ ０．０４５ ２７０ ８ｔ６．５ ＋
　 　 　 　 ０．０２２ ８３９ １ｔ７．５ ＋ ０．００５ ６９９ ７９ｔ８．５ ＋ ０．０００ １２８ ３１６ｔ１０．５） ． （４６）

图 ９　 α ＝ １．５ 时，不同迭代次数的解曲线的对比 图 １０　 引入小参数迭代格式的解 ｕ８ 对应曲线 （γ ＝ ０．５）

Ｆｉｇ． ９　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｕ（ ｔ） ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｕ８ ｆｏｒ ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｓｃｈｅｍｅ

ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｔｉｍｅｓ， α ＝ １．５ ｗｉｔｈ ａ ｓｍａｌｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒ （γ ＝ ０．５）

利用分数阶变分迭代法可以简单有效地得到分数阶非线性振子方程的近似解．图 ９ 比较

了 α ＝ １．５ 时该非线性方程不同迭代次数解曲线的形状．而图 １０ 给出 α ＝ １．８，１．６，１．４ 和 α ＝ ２
时，根据不同迭代次数的解得到振子的振动情况．图 １０ 中的结果采用了小参数迭代格式计算，
其中 γ ＝ ０．５，迭代次数均取 ８．图 １０ 中曲线显示，对该非线性振子方程，α 越大，振子的振动剧

烈程度越大，即影响越明显，或理解为分数阶导数阻尼的记忆性越大．
特别地，当 α ＝ ２ 时，满足初值条件的精确解［２７］ 为 ｕ（ ｔ） ＝ １ ＋ ｃｏｓ ｔ ．根据图 １０ 中对应曲线

可知：使用小参数变分迭代若干次后所得解与精确解一致．

４　 结　 　 论

利用分数阶变分迭代方法求解了一类粘弹性介质中的分数阶非线性振动方程．求解了该

类分数阶阻尼振动方程的近似级数解序列，形式上与已有解［１７］相同．具体包括如下 ３ 类方程：
１） 齐次线性振动 Ｂａｇｌｅｙ⁃Ｔｏｒｖｉｋ 方程； ２） 含正弦（余弦）激励项的线性振动方程； ３） Ｖａｎ ｄｅｒ
Ｐｏｌ 非线性振动方程．算例中研究了振子运动曲线，并给出振子运动与分数阶导数阶次的关系．

在解决粘弹性介质中的分数阶非线性振动问题中，含小参数变分迭代格式相对普通变分

迭代格式更加有效，能够增大收敛区间，而计算量基本相同．该法也存在若干缺点，即其结果为

级数形式，长时间振动后的级数解不易收敛，可以考虑对非齐次项进行分段拟合，也可考虑变

７５鲍　 　 四　 　 元　 　 　 邓　 　 子　 　 辰



分迭代的其它改进方法．
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Ｔｏｒｖｉｋ ｅｑｕａｔｉｏｎ． Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ ｍｏｔｉｏｎ ａｎｄ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｗａｓ ａｌｓｏ
ｓｔｕｄｉｅｄ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｅｘｔｅｎｔ ｏｆ ｍｅｍｏｒａｂｉｌｉｔｙ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｏｒｄｅｒｓ． Ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ
ｔｈｅ ｏｒｄｉｎａｒｙ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ， ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ＦＶＩＭ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｗｉｔｈ ａ ｓｍａｌｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒ
ｅｘｐａｎｄｓ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｏｆ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｌｙ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ． Ｉｎ ｔｈｅ ｅｎｄ， ｔｈｅ Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ ｅ⁃
ｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ａｓ ａｎ ｅｘａｍｐｌｅ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｓ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ’ｓ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓ ａｎｄ ｃｏｎ⁃
ｖｅｎｉｅｎｃｅ ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｎｏｎ⁃ｌｉｎｅａｒ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｐｒｏｂｌｅｍｓ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： Ｃａｐｕｔｏ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ； ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃｓ； ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ；
ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ； ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（１１２０２１４６）

０６ 分数阶振子方程基于变分迭代的近似解析解序列


