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摘要：　 针对磁场环境中轴向运动导电导磁梁磁弹性耦合振动的理论建模问题进行研究．基于

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ（铁木辛柯）梁理论并考虑几何非线性因素，给出轴向运动弹性梁在横向双向振动下的

形变势能、动能计算式以及电磁力和机械力的虚功表达式．应用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ（哈密顿）变分原理，推得

磁场中轴向运动 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的非线性磁弹性耦合振动方程，并给出了简化形式的 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ
（欧拉⁃伯努利）梁磁弹性振动方程．根据电磁理论和相应的电磁本构关系，得到载流导电弹性梁所

受电磁力的表达式，基于磁偶极子⁃电流环路模型给出铁磁弹性梁所受磁体力和磁体力偶的表述形

式．通过算例，分析了轴向运动导电弹性梁的奇点分布及其稳定性问题．
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引　 　 言

轴向运动结构及器件在航空航天、交通运输、动力传动、机电系统等工程领域中应用较广，
其中所表现出的动力学行为及复杂场环境下的耦合振动等问题是影响结构安全运行的主要因

素之一，同时引起研究者的关注并开展了深入的理论研究．针对轴向运动梁结构的振动问题，
Ｃｈｅｎ 等［１⁃２］研究了轴向运动粘弹性梁的非线性强迫振动问题，分析了轴向速度、边界条件等参

数对结构振动频率及动力稳定性的影响；Ｃｈｅｎ 等［３⁃４］ 采用多元 Ｌ⁃Ｐ 方法和增量谐波平衡法对

轴向运动梁的非线性内共振与分岔特性进行了研究；Ｇｈａｙｅｓｈ 和 Ｐａｋｄｅｍｉｒｌｉ 等［５⁃６］ 分析了轴向

变速运动弹性梁的参数振动及稳定性，讨论了临界速度问题；Ｏｚｋａｙａ 等［７］ 应用多尺度法对刚

度为小量时加速运动梁的动力稳定性进行了研究．另一方面，在结构磁弹性振动问题的研究

中，Ｗｕ［８］ 研究了横向磁场和热载荷作用下铁磁梁的大幅振动及动态稳定性问题；Ｐｒａｔｉｈｅｒ
等［９⁃１０］分析了时变磁场中受周期载荷作用下悬臂梁的非线性共振问题；Ｈｕ 等［１１⁃１２］建立了磁场

中轴向运动导电薄板的磁弹性耦合振动方程，研究了系统的共振问题．总之，针对复杂运动条

件下结构的多场耦合动力学问题进行研究具有理论和实际意义．本文在同时考虑磁弹性效应

和轴向运动条件下，应用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理并基于电磁理论，建立轴向运动导电导磁梁的磁

弹性耦合振动方程，给出载流导电弹性梁和铁磁弹性梁所受电磁力的表述形式，分析轴向运动

磁弹性梁的动力稳定性问题．
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１　 形 变 势 能

图 １ 示出处于外加磁场环境中的轴向运动弹性梁，梁长为 ｌ，横截面积为 Ａ，轴向运动速度

为Ｖ０，Ｂ０ｙ 和Ｂ０ｚ 分别表示沿坐标轴方向的外加磁感应强度，ｘ轴为形心轴．本文基于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ
梁理论建立梁的基本动力学方程．

图 １　 磁场中轴向运动梁

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ａｘｉａｌｌｙ ｍｏｖｉｎｇ ｂｅａｍ ｉｎ ａ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ

当研究轴向运动弹性梁的横向双向振动问题时，可将体内任意点的变形位移表示为

　 　
ｕ１（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ ｕ（ｘ，ｔ） ＋ ｙψ（ｘ，ｔ） ＋ ｚφ（ｘ，ｔ），
ｖ１（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ ｖ（ｘ，ｔ）， ｗ１（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ ｗ（ｘ，ｔ），{ （１）

式中， ｕ，ｖ，ｗ 为轴线 ｘ 上点的位移，ψ 和 φ 分别为由弯矩产生的截面绕中性轴 ｚ 和 ｙ 的转角．
考虑剪切变形的影响，描述应变分量的非线性几何方程为
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物理方程为
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式中， Ｎｘ 为轴向内力；Ｍｙ，Ｍｚ 为弯矩；Ｑｙ，Ｑｚ 为剪力；σ ｘ 为截面正应力；τ ｘｙ，τ ｘｚ 为剪应力；Ｇ ＝
Ｅ ／ （２（１ ＋ μ）） 为切变模量；Ｅ为弹性模量； μ 为 Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松） 比；ｋ为截面形状修正系数；Ｉｙ ＝

∫
Ａ
ｚ２ｄＡ 和 Ｉｚ ＝ ∫

Ａ
ｙ２ｄＡ 为横截面对 ｙ 轴和 ｚ 轴的惯性矩．

依据弹性理论，弹性梁因变形产生的形变势能为

　 　 Ｕ ＝ １
２ ∫Ｖ（σ ｘε ｘ ＋ τ ｘｙγ ｘｙ ＋ τ ｘｚγ ｘｚ）ｄＶ， （４）

这里 Ｖ 表示体积．形变势能（４）的变分为
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两端轴向拉力 Ｎ０ 引起的形变势能为
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其变分为
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２　 动能和外力功

弹性梁在轴向运动过程中体内各点的绝对速度分量为
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式中的绝对导数
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由式（８）进一步可得到系统总动能的表达式为
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式中， ρ 为体密度．动能（９）的变分为
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对于处于电磁场环境中的轴向运动弹性梁，将受到相应电磁力和机械载荷的作用，这些力

在虚位移上所做的虚功为

　 　 δＷ１ ＝ ∫ｌ
０
（Ｆｘδｕ ＋ Ｆｙδｖ ＋ Ｆｚδｗ ＋ ｍｙδφ ＋ ｍｚδψ）ｄｘ， （１１）

　 　 δＷ２ ＝ ∫ｌ
０
（Ｐｘδｕ ＋ Ｐｙδｖ ＋ Ｐｚδｗ）ｄｘ， （１２）

式中， Ｆｘ，Ｆｙ，Ｆｚ 为梁所受单位长度电磁力分量；ｍｙ，ｍｚ 为单位长度电磁力矩分量；Ｐｘ，Ｐｙ，Ｐｚ 为

梁所受单位长度机械力分量．

３　 应用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理建立振动方程

对于本文研究的轴向运动弹性梁，所满足的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理［１３］一般表达式为

２７ 轴向运动导电导磁梁的磁弹性振动方程
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式中 ｔ１ 和 ｔ２ 为两个固定时刻．
将式（５），（７），（１０），（１１），（１２）代入式（１３）中，令 δｕ，δｖ，δｗ，δφ，δψ 为相互独立变分

量，且在固定时刻 ｔ１ 和 ｔ２ 时满足 δｕ ＝ δｖ ＝ δｗ ＝ δψ ＝ δφ ＝ ０ 的条件．最终，经过变分和分部积

分运算，推得如下轴向运动 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的磁弹性耦合非线性振动方程：
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式中的绝对导数
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若略去剪切变形影响及转动惯性力项，由方程（１４）可化简得到下面 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 型弹

性梁的磁弹性耦合振动方程：
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这里，因略去剪切变形的影响（但剪力是维持平衡必需的），有 γ ｘｚ ＝ γ ｘｙ ＝ ０， 因此式（１５）中的

弯矩表达式应为
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４　 电磁力的表述

４．１　 载流导电弹性梁

对于磁场环境中的载电流导电材料弹性梁，设沿轴线方向所载电流体密度为 Ｊ０， 则梁在

运动时体内总的电流密度为

　 　 Ｊ ＝ Ｊ０ ＋ σ（Ｅ ＋ Ｖ × Ｂ０）， （１６）
式中， Ｅ为感应电场强度矢量，Ｖ为绝对速度矢量，Ｂ０（０，Ｂ０ｙ，Ｂ０ｚ） 为外加磁感应强度矢量，σ 为

电导率．
若考虑到细长梁内 ｙ 和 ｚ 向感应电流为 ０ 的条件，则由式（１６）可得梁在运动变形时体内

电流密度的分量式为
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Ｊｘ ≈ Ｊ０ ＋ σ Ｅｘ ＋ ｄｖ

ｄｔ
Ｂ０ｚ －

ｄｗ
ｄｔ

Ｂ０ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｊｙ ≈ Ｊ０
∂ｖ
∂ｘ

， Ｊｚ ≈ Ｊ０
∂ｗ
∂ｘ

．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１７）

这样，根据 Ｌｏｒｅｎｔｚ（洛仑兹）体积力 ｆ ＝ Ｊ × Ｂ０ 的表达形式，沿横截面进行积分，可得到梁所

受单位长度的电磁力及力矩为

　 　

Ｆｘ ＝ Ｊ０Ａ
∂ｖ
∂ｘ

Ｂ０ｚ －
∂ｗ
∂ｘ

Ｂ０ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｆｙ ＝ － Ｊ０ ＋ σ Ｅｘ ＋ ｄｖ
ｄｔ

Ｂ０ｚ －
ｄｗ
ｄｔ

Ｂ０ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ＡＢ０ｚ，

Ｆｚ ＝ Ｊ０ ＋ σ Ｅｘ ＋ ｄｖ
ｄｔ

Ｂ０ｚ －
ｄｗ
ｄｔ

Ｂ０ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ＡＢ０ｙ，

ｍｙ ＝ ０， ｍｚ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（１８）

４．２　 铁磁弹性梁

研究处于外加横向磁场 Ｂ０（０，Ｂ０ｙ，Ｂ０ｚ） 中的轴向运动铁磁材料弹性梁，此时需考虑磁化

效应．根据磁偶极子⁃电流环路模型［１４］，磁介质内所受磁体力和磁体力偶为

　 　 ｆ ＝ Ｊ × Ｂ ＋ （ÑＢ）·Ｍｃ， （１９）
　 　 ｍｃ ＝ Ｍｃ × Ｂ， （２０）

式中， Ｍｃ 为磁介质内的磁化强度矢量，Ｊ 为感应电流密度矢量，磁感应强度矢量 Ｂ ＝ Ｂ０ ＋ ｂ，ｂ
为小的扰动磁感应强度矢量，Ñ为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子．

基于上面的电磁理论模型（１９），（２０），可有以下两种简化模型：
４．２．１　 磁体力模型

对于各向同性线性铁磁材料，其电磁本构关系为

　 　
Ｊ ＝ σ（Ｅ ＋ Ｖ × Ｂ０），
Ｂ ＝ μ ｃＨ ＝ μ ０ μ ｒＨ ＝ μ ０（１ ＋ χ

ｍ）Ｈ，
Ｍｃ ＝ χ

ｍＨ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（２１）

式中， μ ｃ 为材料磁导率， μ ０ 为真空磁导率， μ ｒ ＝ １ ＋ χ
ｍ 为相对磁导率， χ

ｍ 为材料磁化率，Ｈ 为

磁场强度矢量．
这样，由式（１９），（２０）可得磁体力和磁体力偶的计算式为

　 　 ｆ ＝ Ｊ × Ｂ ＋ μ ０ μ ｒ
χ

ｍ（ÑＨ）·Ｈ， （２２）
　 　 ｍｃ ＝ ０． （２３）

４．２．２　 磁体力偶模型

对于长宽比很大的细梁结构，可认为铁磁梁内的磁感应强度近似等于外加磁感应强度

Ｂ０，且在梁体内为不随空间坐标变化的均匀磁场，则有ÑＢ ＝ ÑＢ０ ＝ ０．但产生磁化效应的磁场应

理解为总磁场 Ｂ 所引起的，即磁体力偶不为 ０．因此有

　 　 ｆ ＝ Ｊ × Ｂ０， （２４）
　 　 ｍｃ ＝ Ｍｃ × Ｂ０， （２５）

式中　 　 Ｍｃ ＝ χ
ｍＨ ＝ χ

ｍＢ ／ μ ｃ ．
最终，联立以上振动方程和电磁力表达式，即构成了较完备地描述轴向运动导电导磁梁磁

弹性耦合动力学行为的理论模型．

４７ 轴向运动导电导磁梁的磁弹性振动方程



５　 算例　 平行导线磁场中轴向运动导电梁的动力稳定性

作为算例，研究磁场环境中轴向运动导电弹性梁的动力稳定性问题，并设空间磁场是由在

Ｏｘｚ 面内与轴向运动梁平行放置的单根载流导线感生．依据电磁场理论，通电导线在弹性梁所

在位置产生磁场的磁感应强度为

　 　 Ｂ０ｙ ＝
μ ０Ｉ

２π（ｄ － ｗ）
， （２６）

上式中， μ ０ 为真空磁导率， Ｉ 为载流导线的电流值， ｄ 为梁与导线间的距离， ｗ 为梁的横向振

动位移．
这样，应用式（１８）并代入方程（１５ｃ）中，考虑小变形情况并略去感应电场强度的影响，可

得到 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 型轴向运动导电梁的磁弹性横向自由振动方程：

　 　 ρＡ ∂２ｗ
∂ｔ２

＋ ２ρＡＶ０
∂２ｗ
∂ｘ∂ｔ

＋ ρＡＶ２
０
∂２ｗ
∂ｘ２

－ Ｎ０
∂２ｗ
∂ｘ２

＋ ＥＩｙ
∂４ｗ
∂ｘ４

＝

　 　 　 　 － σＡ ∂ｗ
∂ｔ

μ ０Ｉ
２π（ｄ － ｗ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

２

． （２７）

下面针对两端铰支边界约束弹性梁的动力稳定性问题进行分析．设振动系统（２７）满足边

界条件的位移解为如下模态展开形式：
　 　 ｗ ＝ ｑ（ ｔ）ｓｉｎ（πｘ ／ ｌ） ． （２８）
将式（２８）代入振动方程（２７）中，同时将方程（２７）的等号右端项进行 Ｔａｙｌｏｒ 级数展开，然

后采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ（伽辽金）积分法，可推得如下非保守系统自由振动微分方程：
　 　 ｑ（ ｔ） ＋ ｇ１ｑ·（ ｔ）［１ ＋ ｇ２ｑ（ ｔ） ＋ ｇ３ｑ２（ ｔ）］ ＋ ｋｑ（ ｔ） ＝ ０， （２９）

式中

　 　 ｇ１ ＝
σμ ２

０Ｉ２

４ρπ ２ｄ２， ｇ２ ＝ １６
３πｄ

， ｇ３ ＝ ９
４ｄ２，

　 　 ｋ ＝ １
ρＡ

－ ρＡＶ２
０

π
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ Ｎ０
π
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ＥＩｙ
π
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４
é

ë
êê

ù

û
úú ．

图 ２　 电流⁃速度奇点分布图 图 ３　 距离⁃速度奇点分布图

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｕｒｒｅｎｔ⁃ｓｐｅｅｄ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ Ｆｉｇ． ３　 Ｄｉｓｔａｎｃｅ⁃ｓｐｅｅｄ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

针对动力系统（２９），应用奇点分析理论，图 ２～图 ４ 中绘制了给定参数范围内的奇点及其

稳定性区域划分图．其中，边域判别式 Δ ＝ （ｇ１） ２ － ４ｋ，选取的主要参数：密度 ρ ＝ ２ ６７０ ｋｇ ／ ｍ３，
弹性模量 Ｅ ＝ ７１ ＧＰａ，电导率 σ ＝ ３．６３ × １０７ （Ω·ｍ） －１，杆长 ｌ ＝ １ ｍ，轴向力 Ｎ０ ＝ ５００ Ｎ ．由图
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图 ４　 电流⁃距离奇点分布图

Ｆｉｇ． ４　 Ｃｕｒｒｅｎｔ⁃ｄｉｓｔａｎｃｅ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

２ 可知，当通电导线与轴向运动梁间的距离为定

值时（取 ｄ ＝ ０．０５ ｍ），随着轴向速度的增大，稳定

焦点与稳定结点间分界线对应的电流值呈逐渐减

小趋势，并且当速度达到一定值后奇点均转变为

不稳定的鞍点；同时表明，奇点的分布对速度的依

赖非常敏感．图 ３ 则表明，当通电导线的电流为定

值时（取 Ｉ ＝ ２ ０００ Ａ），随着轴向运动速度的增大，
稳定焦点与稳定结点间分界线对应的距离值呈逐

渐增大趋势，并且当速度达到一定值后奇点也均

转变为不稳定的鞍点．由图 ４ 可知，当给定轴向速

度时（取 Ｖ０ ＝ ７４．４６５ ５ ｍ ／ ｓ），奇点被一直线划分

为稳定结点和稳定焦点两部分，且分界线上所对

应的电流值 Ｉ 与距离 ｄ 间呈正比增大关系．

６　 结　 　 论

考虑力、运动、电磁等场量效应间的相互耦合作用，基于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁理论、电磁场理论

并应用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理，建立了磁场中轴向运动导电导磁梁的磁弹性耦合振动基本方程，
得到了载流导电弹性梁和铁磁弹性梁所受电磁力的表述形式．结果表明，所建理论模型呈现多

场耦合下的复杂动力学系统，轴向运动速度和电流强度对系统的奇点及其动力稳定性有显著

影响．所得结果可为轴向运动结构磁弹性问题的进一步研究提供理论参考．
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