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摘要：　 针对一维 Ｌａｇｒａｎｇｅ 辐射流体力学方程组，基于物理量在 Ｅｕｌｅｒ 空间和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 空间的微分

关系，提出了一种人为解构造方法，并构造了一类一维 Ｌａｇｒａｎｇｅ 辐射流体力学方程组人为解．构造

的人为解在整个计算区域光滑可微，质量方程无源项．将构造的人为解应用至二维辐射流体力学

Ｌａｇｒａｎｇｅ 程序中，从数值误差、收敛阶方面验证了程序的正确性，展示了人为解的可行性和适用性．
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引　 　 言

在科学与工程领域许多问题都是多物理耦合的问题，如高速流体运动与高温辐射过程耦

合的辐射流体力学问题，辐射流体力学与中子输运、核反应耦合的核反应辐射流体力学问题．
描述这些多物理过程的数学模型往往是强非线性、强刚性的偏微分方程组，很难得到解析解，
利用计算机进行数值求解是重要的研究手段．数值求解主要是用某种离散近似方法，如有限差

分、有限元、有限体积和谱方法等求解偏微分方程．数值求解是否正确求解了方程，以及模拟结

果能否再现真实的物理过程，需要对数值模拟程序进行验证与确认（ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ ａｎｄ ｖａｌｉｄａｔｉｏｎ，
Ｖ＆Ｖ） ［１⁃２］ ．对求解方程和程序实施的正确性验证涉及软件质量保证、算法验证和解验证，人为

构造解方法［３］是一种比精确解方法应用更广泛、更容易的检验程序的替代技术．
人为解方法是一种逆向思维的程序验证方法，其核心思想是针对程序求解的方程，人为假

定一个可达解，将该解代入方程，确定为了使方程成立所必须添加的源项和初边值条件．在这

样的源项和初边值条件下，数值求解原来的偏微分方程．通过将数值解与假设的精确解比较，
以及运用网格收敛分析比较离散格式的理论阶与数值收敛阶等方式，来判断代码是否有错误，
以达到验证程序正确性的目的．

人为解方法最初由 Ｓｔｅｉｎｂｅｒｇ 和 Ｒｏａｃｈｅ（１９８４） ［４］提出，后来被广泛应用至计算流体动力学

（ＣＦＤ）程序的验证中［３⁃１４］ ．Ｓａｌａｒｉ 和 Ｋｎｕｐｐ［３］对一般人为解方法的发展历史、研究状况、研究内
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容进行了分析，提出了构造人为解的基本原则和要求，并将人为解方法应用至可压缩和不可压

缩 ＮＳ 方程．２００３ 年他们的专著出版［６］，在人为解应用领域被广泛引用．Ｒｏｙ［７］详细叙述了人为

解方法的构造过程，讨论了截断误差和迭代收敛误差，分析了估计离散误差的后验方法优势和

局限性，重点强调了 Ｒｉｃｈａｒｄｓｏｎ 外推法在误差估计中的应用．近年来，国内许多学者也对人为

解方法进行了大量研究［８⁃１３］，针对 Ｅｕｌｅｒ 坐标系下流体力学方程组人为解的构造提出了很多方

法，并应用至大型 Ｅｕｌｅｒ 程序的验证中，对抛物型辐射方程解析解以及人为解验证方面也有很

多工作［１３⁃１４］，取得了很好的效果．但对求解辐射流体力学方程组的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 程序的验证，一直

以来由于其精确解有限较难进行．
本文针对一维 Ｌａｇｒａｎｇｅ 辐射流体力学方程组，提出了一种人为解构造方法．该方法首先引

入 Ｌａｇｒａｎｇｅ 坐标，然后人为给定坐标解函数和温度解函数，最后根据各物理量在 Ｅｕｌｅｒ 空间与

Ｌａｇｒａｎｇｅ 空间的微分关系，推导出所求解的一维 Ｌａｇｒａｎｇｅ 辐射流体力学方程组的源项和其他

解函数．通过该方法构造了一类一维辐射流体力学人为解模型，并应用于辐射流体力学程序的

正确性考核，得到了很好的效果．

１　 一维 Ｌａｇｒａｎｇｅ 辐射流体力学方程组人为解构造

１．１　 一维辐射流体力学方程组 Ｌａｇｒａｎｇｅ形式

　 　 ｄρ
ｄｔ

＝ － ρ ∂ｕ
∂ｘ

， （１）

　 　 ｄｕ
ｄｔ

＝ － １
ρ

∂ｐ
∂ｘ

＋ ｓｕ， （２）

　 　 ｄｅ
ｄｔ

＝ － ｐ ｄＶ
ｄｔ

＋ １
ρ

∂
∂ｘ

κ ∂Ｔ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｓｅ， （３）

其中，Ｌａｇｒａｎｇｅ 随体导数：

　 　 ｄｚ
ｄｔ

＝ ∂ｚ
∂ｔ

＋ ｕ ∂ｚ
∂ｘ

，　 　 ｚ ＝ ρ，ｕ，ｅ， （４）

式中 （ｘ，ｔ） 为 Ｅｕｌｅｒ时空坐标，ρ为密度，Ｖ ＝ １ ／ ρ为比容．ｕ ＝ ｄｘ ／ ｄｔ为流体速度，ｅ为内能，ｐ为压

力，Ｔ 为温度，κ 为导热系数，ｓｕ，ｓｅ 分别为动量方程源项和内能方程源项．
假定源项已知，上述方程组（１） ～ （３）包含 ６ 个未知量 ρ，ｕ，ｅ，ｐ，Ｔ 和 κ， 但只有 ３ 个方程，

为了保证计算模型的封闭性，需要添加 ３ 个材料状态方程．
状态方程：
　 　 ｐ ＝ ｐ（ρ，Ｔ）， ｅ ＝ ｅ（ρ，Ｔ）， κ ＝ κ（ρ，Ｔ） ． （５）

１．２　 物理量在 Ｅｕｌｅｒ 空间和 Ｌａｇｒａｎｇｅ空间的微分关系

为了方便人为解的构造，引入 Ｌａｇｒａｎｇｅ 坐标系 （ｘ０，τ），该坐标系与 Ｅｕｌｅｒ 空间坐标系（ｘ，
ｔ） 的变换关系记为

　 　 ｘ ＝ ｘ（ｘ０，τ）， （６）
　 　 ｔ ＝ τ ． （７）

其微分关系式为

　 　 ｄｘ ＝ Ｊｄｘ０ ＋ ｕｄτ， （８）
　 　 ｄｔ ＝ ｄτ， （９）

其中
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　 　 Ｊ（ｘ０，τ） ＝
∂ｘ（ｘ０，τ）

∂ｘ０
＞ ０ （１０）

为坐标变换的 Ｊａｃｏｂｉ（雅可比）系数；

　 　 ｕ（ｘ０，τ） ＝
∂ｘ（ｘ０，τ）

∂τ
（１１）

为流体速度．函数 ｕ（ｘ０，τ） 与函数 Ｊ（ｘ０，τ） 应满足如下相容关系：

　 　
∂ｕ（ｘ０，τ）

∂ｘ０

＝
∂Ｊ（ｘ０，τ）

∂τ
． （１２）

设 ｆ为物理变量 ｚ 在 Ｅｕｌｅｒ 空间关于坐标 （ｘ，ｔ） 的函数关系，ｇ为物理变量 ｚ 在 Ｌａｇｒａｎｇｅ 空

间关于坐标 （ｘ０，τ） 的函数关系，联系到式（６）、（７），即有

　 　 ｚ ＝ ｆ（ｘ，ｔ） ＝ ｆ（ｘ（ｘ０，τ），τ） ＝ ｇ（ｘ０，τ） ． （１３）
于是

　 　 ∂ｚ
∂τ

＝
∂ｇ（ｘ０，τ）

∂τ
＝
∂ｆ（ｘ（ｘ０，τ），τ）

∂τ
＝ ∂ｆ（ｘ，ｔ）

∂ｔ
＋ ∂ｆ（ｘ，ｔ）

∂ｘ
∂ｘ（ｘ０，τ）

∂τ
＝ ｄｆ

ｄｔ
，

即，Ｅｕｌｅｒ 空间的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 随体导数就等于 Ｌａｇｒａｎｇｅ 空间的时间导数：

　 　 ｄｚ（ｘ，ｔ）
ｄｔ

＝
∂ｚ（ｘ０，τ）

∂τ
． （１４）

再有

　 　 ∂ｚ
∂ｘ０

＝
∂ｇ（ｘ０，τ）

∂ｘ０

＝
∂ｆ（ｘ（ｘ０，τ），τ）

∂ｘ０

＝ ∂ｆ（ｘ，ｔ）
∂ｘ

∂ｘ（ｘ０，τ）
∂ｘ０

＝ Ｊ（ｘ０，τ）
∂ｆ（ｘ，ｔ）

∂ｘ
，

即

　 　 ∂ｚ（ｘ，ｔ）
∂ｘ

＝ １
Ｊ（ｘ０，τ）

∂ｚ（ｘ０，τ）
∂ｘ０

． （１５）

１．３　 一维 Ｌａｇｒａｎｇｅ辐射流体力学人为解构造方法

针对 Ｌａｇｒａｎｇｅ 辐射流体力学方程（１） ～ （３）及状态方程（５），其人为解构造流程如下：人为

给定坐标解函数 ｘ ＝ ｘ（ｘ０，τ） 和温度解函数 Ｔ ＝ Ｔ（ｘ０，τ），根据上小节给出的微分关系，推导出

其他未知解函数 ρ（ｘ０，τ），ｕ（ｘ０，τ），ｅ（ｘ０，τ） 以及动量方程源项 ｓｕ 和能量方程源项 ｓｅ ．下面给

出具体推导过程：
１） 根据式（１０）、（１１），由坐标解函数 ｘ ＝ ｘ（ｘ０，τ） 可计算出 Ｊ（ｘ０，τ），ｕ（ｘ０，τ） ．
２） 推导密度解函数 ρ（ｘ０，τ） ．
将式（１４）、（１５）代入一维辐射流体力学方程组（１），得到

　 　 １
ρ（ｘ０，τ）

∂ρ（ｘ０，τ）
∂τ

＝ － １
Ｊ（ｘ０，τ）

∂ｕ（ｘ０，τ）
∂ｘ０

． （１６）

根据相容关系（１２），可得

　 　 １
ρ（ｘ０，τ）

∂ρ（ｘ０，τ）
∂τ

＝ － １
Ｊ（ｘ０，τ）

∂Ｊ（ｘ０，τ）
∂τ

． （１７）

直接求解式（１７），可以计算出密度解函数 ρ（ｘ０，τ） 的精确表达式：

　 　 ρ（ｘ０，τ） ＝
ρ０（ｘ０）Ｊ０（ｘ０）

Ｊ（ｘ０，τ）
， （１８）

其中　 　 ρ０（ｘ０） ＝ ρ（ｘ０，０）， Ｊ０（ｘ０） ＝ Ｊ（ｘ０，０） ．
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３） 进一步给定温度解函数 Ｔ ＝ Ｔ（ｘ０，τ），推导动量方程源项 ｓｕ 和能量方程源项 ｓｅ ．
由动量方程（２），

　 　 ｓｕ ＝ ｄｕ
ｄｔ

＋ １
ρ

∂ｐ
∂ｘ

， （１９）

根据式（１４）、（１５），可得

　 　 ｓｕ ＝
∂ｕ（ｘ０，τ）

∂τ
＋ １
ρ（ｘ０，τ）Ｊ（ｘ０，τ）

∂ｐ（ｘ０，τ）
∂ｘ０

． （２０）

由式（１８），可得

　 　 ｓｕ ＝
∂ｕ（ｘ０，τ）

∂τ
＋ １
ρ０（ｘ０）Ｊ０（ｘ０）

∂ｐ（ｘ０，τ）
∂ｘ０

． （２１）

其中由状态方程（５）， ｐ（ｘ０，τ） ＝ ｐ（ρ（ｘ０，τ），Ｔ（ｘ０，τ）） ．
由内能方程（３），可得

　 　 ｓｅ ＝
ｄｅ
ｄｔ

＋ ｐ ｄＶ
ｄｔ

－ １
ρ

∂
∂ｘ

κ ∂Ｔ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｄｅ

ｄｔ
＋ ｐ ｄＶ

ｄｔ
－ １

ρ
∂κ
∂ｘ

∂Ｔ
∂ｘ

＋ κ ∂２Ｔ
∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２２）

根据式（１４）、（１５）、（１８），可得

　 　 ｓｅ ＝
∂ｅ
∂τ

＋ ｐ（ｘ０，τ）
∂ｖ（ｘ０，τ）

∂τ
－

　 　 　 　 １
ρ０（ｘ０）Ｊ０（ｘ０）

１
Ｊ（ｘ０，τ）

∂κ（ｘ０，τ）
∂ｘ０

∂Ｔ（ｘ０，τ）
∂ｘ０

＋æ

è
ç

　 　 　 　 κ（ｘ０，τ）
∂
∂ｘ０

１
Ｊ（ｘ０，τ）

∂Ｔ（ｘ０，τ）
∂ｘ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

ö

ø
÷ ， （２３）

其中由状态方程（５）
　 　 ｅ（ｘ０，τ） ＝ ｅ（ρ（ｘ０，τ），Ｔ（ｘ０，τ））， κ（ｘ０，τ） ＝ κ（ρ（ｘ０，τ），Ｔ（ｘ０，τ）） ．
４） 构造的人为解．
为方便考虑，后面采用符号 ｔ 表示 Ｌａｇｒａｎｇｅ 空间的时间 τ ．根据上述人为解构造步骤，选择

不同的坐标解函数和温度解函数，可以得到不同的人为解．在人为解的构造过程中，尽量选择

那些满足物理条件的解，即要求对任意的 （ｘ０，ｔ） ∈ （ｘＬ，ｘＲ） × Ｒ ＋，都有 Ｊ（ｘ０，ｔ） ＞ ０，ρ（ｘ０，ｔ）
＞ ０，Ｔ（ｘ０，ｔ） ＞ ０，ｅ（ｘ０，ｔ） ＞ ０，ｘＬ，ｘＲ 分别为计算区域的左右边界．

根据上述要求，构造一个具有一定物理意义的人为解：两端固定，流体来回流动，物理空间

温度分布定常，流体压力恒为 ０，温度变化与流体压力无关，具体如下．
给定：
计算区域

　 　 ０ ≤ ｘ０ ≤ １， ０ ≤ ｔ ≤ １，
状态方程

　 　 ｐ ＝ ０， ｅ ＝ Ｔ， κ ＝ １，
坐标解函数

　 　 ｘ（ｘ０，ｔ） ＝ ｘ０ ＋ ｘ０（１ － ｘ０）ｂｓｉｎ（２πｔ），　 　 ０ ＜ ｂ ＜ １，
温度解函数

　 　 Ｔ（ｘ０，ｔ） ＝ ２ ＋ ｓｉｎ（２π（ｘ０ ＋ ｘ０（１ － ｘ０）ｂｓｉｎ（２πｔ））） ＝ ２ ＋ ｓｉｎ（２πｘ），
初始密度
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　 　 ρ ０（ｘ０） ＝ １．
导出：
密度解函数

　 　 ρ（ｘ０，ｔ） ＝ １
１ ＋ （１ － ２ｘ０）ｂｓｉｎ（２πｔ）

，

速度解函数

　 　 ｕ（ｘ０，ｔ） ＝ ２πｘ０（１ － ｘ０）ｂｃｏｓ（２πｔ），
压力解函数

　 　 ｐ（ｘ０，ｔ） ＝ ０，
内能解函数

　 　 ｅ（ｘ０，ｔ） ＝ ２ ＋ ｓｉｎ（２π（ｘ０ ＋ ｘ０（１ － ｘ０）ｂｓｉｎ（２πｔ））），
动量方程源

　 　 ｓｕ（ｘ０，ｔ） ＝ － ４π ２ｘ０（１ － ｘ０）ｂｓｉｎ（２πｔ），
能量方程源

　 　 ｓｅ（ｘ０，ｔ） ＝ ４π ２ｘ０（１ － ｘ０）ｂｃｏｓ（２π（ｘ０ ＋ ｘ０（１ － ｘ０）ｂｓｉｎ（２πｔ）））ｃｏｓ（２πｔ） ＋
　 　 　 　 ４π ２ｓｉｎ（２πｘ）［１ ＋ （１ － ２ｘ０）ｂｓｉｎ（２πｔ）］ ．
值得注意的是，通过设定流体压力恒为 ０ 这一特殊的状态方程，内能方程退化为纯扩散方

程，此时，所有纯扩散模型都可以按照上述人为解构造方法移植到动态网格上，形成辐射流体

力学人为解模型．

２　 人为解在程序验证中的应用

下面利用构造的人为解，对应用程序 ＬＡＤ２Ｄ（Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ ａｄａｐｔｉｖｅ ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃｓ ｃｏｄｅ ｉｎ
ｔｗｏ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ）进行验证．ＬＡＤ２Ｄ 是一个二维 Ｌａｇｒａｎｇｅ 辐射流体力学数值模拟程序，本文使用

该二维程序计算一维人为解模型．
ＬＡＤ２Ｄ 程序中辐射和流体采用分裂计算，即先求解不带扩散项的流体力学方程组，再针

对能量方程的扩散项求解一个纯扩散方程．流体计算采用经典的 ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ⁃Ｒｉｃｈｔｍｙｅｒ Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 流体力学格式［１５］，扩散计算采用积分内插法构造的隐式有限体积格式［１４］ ．

针对一维流体力学方程组 Ｌａｇｒａｎｇｅ 形式（１）、（２）和不带辐射项的能量方程：

　 　 ｄｅ
ｄｔ

＝ － ｐ ｄＶ
ｄｔ

＋ ｓｅ ． （２４）

ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ⁃Ｒｉｃｈｔｍｙｅｒ 格式为

　 　 ｕｎ＋１
ｊ ＝ ｕｎ

ｊ －
Δｔ［（ｐｎ

ｊ＋１ ／ ２ ＋ ｑｎ
ｊ＋１ ／ ２） － （ｐｎ

ｊ－１ ／ ２ ＋ ｑｎ
ｊ－１ ／ ２）］

［ρ ｎ
ｊ＋１ ／ ２（ｘｎ

ｊ＋１ － ｘｎ
ｊ ） ＋ ρ ｎ

ｊ－１ ／ ２（ｘｎ
ｊ － ｘｎ

ｊ－１）］ ／ ２
＋ Δｔｓｎｕ， （２５）

　 　 ｘｎ＋１
ｊ ＝ ｘｎ

ｊ ＋ ｕｎ＋１
ｊ Δｔ， （２６）

　 　 ρ ｎ＋１
ｊ ＋１ ／ ２ ＝ ρ ｎ

ｊ＋１ ／ ２

ｘｎ
ｊ＋１ － ｘｎ

ｊ

ｘｎ＋１
ｊ ＋１ － ｘｎ＋１

ｊ

＝ １
Ｖｎ＋１

ｊ ＋１ ／ ２

， （２７）

　 　 ｅｎ＋１ｊ ＋１ ／ ２ ＝ ｅｎｊ＋１ ／ ２ － １
２
（ｐｎ＋１

ｊ ＋１ ／ ２ ＋ ｐｎ
ｊ＋１ ／ ２） ＋ ｑｎ

ｊ＋１ ／ ２
é

ë
êê

ù

û
úú （Ｖｎ＋１

ｊ ＋１ ／ ２ － Ｖｎ
ｊ＋１ ／ ２） ＋ Δｔｓｎｅ ， （２８）

　 　 ｐｎ＋１
ｊ ＋１ ／ ２ ＝ ｐ（ρ ｎ

ｊ＋１ ／ ２，ｅｎｊ＋１ ／ ２）， （２９）
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　 　 ｑｎ＋１
ｊ ＋１ ／ ２ ＝

λ ２

Ｖｎ＋１
ｊ ＋１ ／ ２ ＋ Ｖｎ

ｊ＋１ ／ ２

（ｕｎ＋１
ｊ ＋１ － ｕｎ＋１

ｊ ） ２ －
λ １

Ｖｎ＋１
ｊ ＋１ ／ ２ ＋ Ｖｎ

ｊ＋１ ／ ２

（ｕｎ＋１
ｊ ＋１ － ｕｎ＋１

ｊ ），

ｕｎ＋１
ｊ ＋１ － ｕｎ＋１

ｊ ＜ ０，

０， ｕｎ＋１
ｊ ＋１ － ｕｎ＋１

ｊ ≥ ０，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（３０）

其中 λ １ 和λ ２ 分别为一次粘性系数和二次粘性系数．本文构造的人为解没有激波，因此λ １ 和λ ２

都取 ０．
针对一维扩散方程：

　 　 ｄｅ
ｄｔ

＝ １
ρ

∂
∂ｘ

κ ∂Ｔ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （３１）

采用的纯隐式有限体积格式为

　 　
ｅｎ＋１ｊ ＋１ ／ ２ － ｅｎｊ＋１ ／ ２

Δｔ
＝

　 　 　 　 １
ρ ｎ＋１
ｊ ＋１ ／ ２（ｘｎ＋１

ｊ ＋１ － ｘｎ＋１
ｊ ）

κ ｎ＋１
ｊ ＋１

Ｔｎ＋１
ｊ ＋３ ／ ２ － Ｔｎ＋１

ｊ ＋１ ／ ２

ｘｎ＋１
ｊ ＋３ ／ ２ － ｘｎ＋１

ｊ ＋１ ／ ２

－ κ ｎ＋１
ｊ

Ｔｎ＋１
ｊ ＋１ ／ ２ － Ｔｎ＋１

ｊ －１ ／ ２

ｘｎ＋１
ｊ ＋１ ／ ２ － ｘｎ＋１

ｊ －１ ／ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３２）

　 　 ｅｎ＋１ｊ ＋１ ／ ２ ＝ ｅ（ρ ｎ＋１
ｊ ＋１ ／ ２，Ｔｎ＋１

ｊ ＋１ ／ ２）， （３３）
　 　 κ ｎ＋１

ｊ ＝ １． （３４）
初始条件：密度 ρ（ｘ０，０） ＝ １，速度 ｕ（ｘ０，０） ＝ πｘ０（１ － ｘ０），温度 Ｔ（ｘ０，０） ＝ ｓｉｎ（２πｘ０）；边界

条件：流体边界为四周都是固壁，热学边界 Ｔ（０，ｔ） ＝ Ｔ（１，ｔ） ＝ ２．０．
计算区域均匀划分为 ３２ 个网格， 人为解中参数 ｂ ＝ ０．５， Δｔ ＝ ６．２５ × １０ －４， 计算至 １．０ 时

刻．由隐式格式（３２） 形成关于温度 Ｔ 的非线性方程组，通过 Ｎｅｗｔｏｎ（牛顿）线性化，形成线性代

数方程组，再采用 ＢｉＣＧＳＴＡＢ 方法求解［１４］ ．
数值模拟结果如下，其中图 １、图 ２、图 ３（ａ）中曲线表示精确解，点表示数值解，图 ３（ｂ）中

曲线为数值解．

图 １　 网格节点位置随时间变化图

Ｆｉｇ． １　 Ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｔｈｅ ｇｒｉｄ ｎｏｄｅｓ’ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ

从图 １ 可以看出，计算过程中网格是

处于移动状态的，温度扩散是基于该动态

网格进行计算的．从密度、网格节点速度的

数值解 ρ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ，ｕｎｕｍｅｒｉｃａｌ 与人为精确解 ρ ｅｘａｃｔ，
ｕｅｘａｃｔ 的对比图（图 ２）可以看出，两者基本一

致，验证了程序的正确性．
根据构造的人为解 Ｔ ＝ ２ ＋ ｓｉｎ（２πｘ） ＝

２ ＋ ｓｉｎ（２π（ｘ０ ＋ ｘ０（１ － ｘ０）ｂｓｉｎ（２πｔ））），
从 Ｌａｇｒａｎｇｅ 空间来看，温度场随时间变化

而变化，从物理空间来看，温度场随时间变

化而保持不变．图 ３ 显示，数值结果满足精

确解的这一性质．
考察人为解的数值收敛阶，在不同网格规模下，保持 Δｔ ／ Δｘ２ ＝ ０．６４ 不变，计算至 １．０ 时刻，

温度的误差和收敛阶见下表 １．
表 １ 中 Ｎ表示 ｘ方向网格数， Ｌ２， Ｌ∞ 分别表示 Ｌ２， Ｌ∞ 误差， ｐ２， ｐ∞ 表示在 Ｌ２， Ｌ∞ 误差下

的收敛阶．表 １ 结果显示，温度收敛阶达到二阶，与扩散格式的理论结果完全一致，说明程序是
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正确的．

（ａ） 密度 （ｂ） 速度

（ａ） Ｄｅｎｓｉｔｙ （ｂ） Ｖｅｌｏｃｉｔｙ
图 ２　 不同时刻密度、速度数值解与精确解对比图

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｄｅｎｓｉｔｙ ａｎｄ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｉｍｅｓ

（ａ） Ｌａｇｒａｎｇｅ 坐标系 （ｂ） Ｅｕｌｅｒ 坐标系

（ａ） Ｔｈｅ Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ （ｂ） Ｔｈｅ Ｅｕｌｅｒｉａｎ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ
图 ３　 不同时刻不同坐标系下的温度场

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｆｉｅｌｄｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ ａｎｄ Ｅｕｌｅｒｉａｎ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｉｍｅｓ

表 １　 温度收敛误差及收敛阶

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒｓ ｏｆ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ

Ｎ ８ １６ ３２ ６４ １２８
Ｌ２ １．９７Ｅ－２ ５．３３Ｅ－３ １．３６Ｅ－３ ３．４２Ｅ－４ ８．５７Ｅ－５
ｐ２ １．８８ １．９７ １．９９ １．９９
Ｌ∞ ２．４５Ｅ－２ ６．９２Ｅ－３ １．７８Ｅ－３ ４．４８Ｅ－４ １．１２Ｅ－４
ｐ∞ １．８２ １．９５ １．９９ ２．００

３　 结　 　 论

本文针对一维 Ｌａｇｒａｎｇｅ 辐射流体力学方程组，提出了一种人为解构造方法，并给出具体的

构造流程．基于该方法，构造了一类光滑人为解，该人为解保证质量方程源项为 ０．在人为解的
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构造中，通过设定特殊形式的状态方程，可将所有定态网格的纯扩散模型移植到动态网格上，
为更多复杂扩散格式及其程序的验证提供了有力的工具．

将人为解应用至二维辐射流体力学 Ｌａｇｒａｎｇｅ 程序，通过数值解与人为解的对比和误差分

析，为程序正确性的定量考核提供了一种有效的验证手段．
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