
文章编号：１０００⁃０８８７（２０１５）０２⁃０１２８⁃１２ ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７

基于 Ｌ⁃Ｄ 流动法则模糊弹粘
塑性的有限变形分析

∗

王喜刚１，２，　 扶名福１

（１． 南昌大学 工程力学研究所， 南昌 ３３００３１；
２． 辽宁科技学院 资源与土木工程学院， 辽宁 本溪 １１７００４）

摘要：　 为了进行岩土材料有限变形的动力分析，采用 Ｇｒｅｅｎ 应变和第二类 Ｋｉｒｃｈｏｆｆ 应力描述材料

的几何非线性．将隶属度函数引入到屈服函数中，并采用 Ｌ⁃Ｄ 屈服准则，得到了基于 Ｌ⁃Ｄ 流动法则

的模糊弹粘塑性本构模型．应用非线性有限元原理，得到了土样动三轴实验有限变形的数值结果，
并与小变形的数值结果和土样的动三轴实验结果进行了对比．通过对比发现有限变形的结果更加

接近动三轴的实验结果，且模糊弹粘塑性模型能很好地反映循环荷载作用下岩土的动力性质，是
岩土动力分析的一种有效方法．
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引　 　 言

有限变形理论最早起源于 １９ 世纪末，最早用于分析金属、橡胶等材料． Ｈｉｌｌ （ １９５９，
１９７８） ［１⁃２］初步讨论了有限变形问题，给出了二维非稳定运动的弹塑性分析，提出了应力、应变

组成共轭对的概念，进而提出了广义 Ｌａｇｒａｎｇｅ 应变和 Ｅｕｌｅｒ 应变的概念，给出了各种应变之间

的描述关系；在国内，郭仲衡（１９８０） ［３］ 应用张量分析了有限变形的理论以及有限变形的本构

关系，之后（１９８４，１９９２） ［４⁃５］探讨了 Ｈｉｌｌ 理论在固体力学中的应用以及应力、应变张量不变的

共轭形式；谢永利［６］编写的《大变形固结理论及其有限元法》介绍了大变形的基本理论，并结

合 Ｂｉｏｔ 固结理论编写了有限元程序；刘学军等（２０００，２００１） ［７⁃８］ 给出了基于对数应变的有限变

形弹塑性理论并提出了有限元一致性算法；韩昌瑞［９］将岩土工程中常用的 Ｍｏｈｒ⁃Ｃｏｕｌｏｍｂ 准则

与有限变形有机地结合在一起，并通过有限元得到了实现．
本文在前人研究基础上，讨论了有限变形的应力、应变关系，建立了 Ｇｒｅｅｎ 应变和第二类

Ｋｉｒｃｈｏｆｆ 应力表示的 Ｌ⁃Ｄ 屈服准则，并将隶属度函数引入到弹塑性本构关系中，建立了基于有

限变形的模糊弹粘塑性本构模型．该模型能有效解决弹性和塑性不连续的问题，对于动力分析

是非常适合的．基于非线性有限元原理编制了有限变形模糊弹粘塑性的有限元程序，得到了循
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环荷载作用下有限变形的数值解，并与小变形结果和动三轴实验结果进行了对比分析．发现有

限变形结果与实测结果吻合较好，优于小变形结果，模糊弹粘塑性模型能方便地反映岩土材料

在循环荷载作用下的动力特性．

１　 有限变形的应力与应变

小变形分析假定物体所发生的位移远小于物体自身的几何尺度，在此前提下建立结构或

微元体的平衡条件时不考虑物体的位置和形状的变化，因此分析中不必区分变形前和变形后

的构形，在加载和变形过程中的应变可用一阶微量的线性应变进行度量，即应变与位移成一阶

线性关系．
有限变形分析放弃了小变形的假定，变形前的构形称为初始构形，变形后的构形称为现实

构形．在初始构形上 （ ｔ０ 时刻）建立的坐标系称为物质坐标系，也叫 Ｌａｇｒａｎｇｅ 坐标系；在现实构

形上建立 （ ｔ１ 时刻）的坐标系称为空间坐标系，也称为 Ｅｕｌｅｒ 坐标系．在有限变形分析中必须保

持应力和应变是在同一参考坐标系中定义的， 如果应力是采用初始坐标表示的， 则要求与之

对应的应变是在变形前构形中定义的．为了有限元分析方便， 还必须保证应力张量的对称性．
于是在有限变形分析中应力张量有多种定义， 主要包括 Ｅｕｌｅｒ 应力、 Ｌａｇｒａｎｇｅ 应力和 Ｋｉｒｃｈｏｆｆ
应力．

Ｅｕｌｅｒ 应力张量 τｉｊ 表示现实状态上的应力，是真实应力．但在有限变形几何非线性问题中，
现实状态的边界尚未确定，只有当问题完全解毕后才能确定，所以采用 Ｅｕｌｅｒ 应力求解几何非

线性问题是有困难的．
Ｌａｇｒａｎｇｅ 应力张量 λ ｉｊ 是建立在初始构形上的应力，它是在初始构形中选取微元体，并采

用变形后现实构形中的力矢量 Ｔｉ 求得的，因此它不可能是一个真实的应力张量，而只能是一

个名义应力张量，也叫做第一类 Ｋｉｒｃｈｏｆｆ 应力张量．Ｌａｇｒａｎｇｅ 应力张量 λ ｉｊ 一般情况是不对称

的，这对于有限元分析是极为不利的．它与 Ｅｕｌｅｒ 应力张量 τｉｊ 之间的关系为

　 　 λ ｉｍ ＝ Ｊ
∂Ｘｍ

∂ｘ ｊ
τｉｊ， （１）

其中， Ｊ 为变形梯度矩阵对应的 Ｊａｃｏｂｉ 行列式； Ｘｍ 为初始构形中定义的坐标；ｘ ｊ 为现实构形中

定义的坐标．Ｌａｇｒａｎｇｅ 应力张量 λ ｉｊ 虽然是不对称的，但它是在初始构形中定义的，问题的边界

条件是完全可以确定的，给非线性问题的求解带来了有利的一面．为了克服其应力张量不对称

的缺点，提出了第二类 Ｋｉｒｃｈｏｆｆ 应力 ｓｉｊ ，表示为

　 　 ｓｌｍ ＝
∂Ｘ ｌ

∂ｘｉ
λ ｉｍ ＝ Ｊ

∂Ｘ ｌ

∂ｘｉ

∂Ｘｍ

∂ｘ ｊ
τｉｊ ． （２）

表面上看 Ｋｉｒｃｈｏｆｆ 应力张量是 Ｌａｇｒａｎｇｅ 应力张量左乘 ∂Ｘ ｌ ／ ∂ｘｉ 而得，仅仅是解决后者的不

对称性而引入的一个应力张量，而实际上并非完全如此，它也存在物理意义和一些重要性质，
这也是得到广泛认可和应用的基础．

在有限变形分析中不同构形下的应变是要加以区分的，以初始构形为参考系，以现实 ｔ１ 时
刻状态的微元作为研究对象，得到的应变为 Ｇｒｅｅｎ 应变，其表达式为

　 　 Ｅ ｉｊ ＝
１
２

∂ｘｋ

∂Ｘ ｉ

∂ｘｋ

∂Ｘ ｊ

－ δｉｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （３）

在物质描述下：
　 　 ｘｉ（Ｘ ｊ，ｔ） ＝ ｕｉ（Ｘ ｊ，ｔ） ＋ Ｘ ｉ ． （４）
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将式（４）代入到式（３）中可以得到用位移梯度表示的 Ｇｒｅｅｎ 应变：

　 　 Ｅ ｉｊ ＝
１
２

∂ｕｉ

∂Ｘ ｊ

＋
∂ｕ ｊ

∂Ｘ ｉ

＋
∂ｕｋ

∂Ｘ ｉ

∂ｕｋ

∂Ｘ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （５）

若以现实构形为参考系，以现实 ｔ１ 时刻状态的微元作为研究对象，得到的应变为 Ａｌｍａｎｓｉ 应
变，其表达式为

　 　 ｅｉｊ ＝
１
２ δｉｊ －

∂Ｘｋ

∂ｘｉ

∂Ｘｋ

∂ｘ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （６）

同理在现实构形状态下， Ａｌｍａｎｓｉ 应变的位移梯度表达式为

　 　 ｅｉｊ ＝
１
２

∂ｕｉ

∂ｘ ｊ

＋
∂ｕ ｊ

∂ｘｉ

－
∂ｕｋ

∂ｘｉ

∂ｕｋ

∂ｘ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （７）

小变形中的 Ｃａｕｃｈｙ 应变 εｉｊ 是在不区分变形前和变形后构形的前提下得到的，即在式（５）
和式（７）中忽略最右端的高阶项得到的．

在进行有限变形分析时，应当采用对构形加以区分的 Ｇｒｅｅｎ 应变和 Ａｌｍａｎｓｉ 应变，而我们

熟悉的 Ｃａｕｃｈｙ 应变不再适用．
Ｇｒｅｅｎ 应变 Ｅ ｉｊ 和第二类 Ｋｉｒｃｈｏｆｆ 应力 ｓｉｊ 是一对功共轭的应力、应变对，可以进行有限变形

分析，以下都采用 Ｇｒｅｅｎ 应变 Ｅ ｉｊ 和第二类 Ｋｉｒｃｈｏｆｆ 应力 ｓｉｊ 进行分析，在 ＡＢＡＱＵＳ 中进行有限变

形分析时，第二类 Ｋｉｒｃｈｏｆｆ 应力 ｓｉｊ 要通过对数应变进行转化［１０］ ．

２　 模糊弹塑性理论

２．１　 模糊屈服函数

屈服函数 （ ｆ ＝ ０） 是材料从弹性进入塑性的判断准则，设传统屈服面内的区域为一个模糊

集 Ｃ，这个模糊集代表了屈服面内的弹性区域，设弹性区域构成论域 Σ ．
设 Ｃ 是屈服面内弹性区域 Σ 的一个模糊子集，则对于任意的 σ ∈ Σ，总有一个隶属函数

μＣ（σ） ∈ ［０，１］，称 μＣ（σ） 为 σ 对 Ｃ 的隶属程度，其映射关系为

　 　 μＣ：Σ → ［０，１］ ． （８）
称 μＣ 为模糊集 Ｃ 的隶属函数，它表示了材料应力状态弹性行为的隶属程度，μＣ 在整个应力范

围内为一连续函数，在模糊域上任意σ总有一与其相关的隶属函数 μＣ（σ） ∈［０，１］ ．当σ落在

屈服面以内（ ｆ ＜ ０） 时，μＣ（σ） ∈ （０，１），μＣ（σ） 的大小表明了该应力点隶属于弹性区域的程

度；当 σ 落在屈服面以上或者屈服面以外（ ｆ ＝ ０） 时，此时 μＣ（σ） ＝ ０， 说明该应力点隶属于弹

性区域的程度为 ０，即此时应力状态进入了塑性区域［１１⁃１２］ ．
设传统屈服函数的屈服极限为 ｋ，则模糊屈服极限函数可写为 ｋ∗ ＝ ｋ∗［ｋ，μＣ（σ）］， 并满

足下列条件：
　 　 ｋ∗［ｋ，１］ ＝ ０， ｋ∗［ｋ，０］ ＝ ｋ ． （９）
相应的屈服函数 ｆ∗ ＝ ｆ∗（σ，ｋ∗） 称为模糊屈服函数．当 μＣ（σ） ＝ λ 时，相应的模糊屈服函

数为

　 ｆ∗λ ＝ ｆ∗（σ，ｋ∗［ｋ，λ］）， （１０）
ｆ∗λ 表示弹性隶属程度为 λ 的屈服函数，它的屈服函数曲面为 ｆ∗０ ＝ ０ 和 ｆ∗１ ＝ １ 两个曲面之间的

一个曲面． ｆ∗０ ＝ ０ 是通常定义的屈服面，此时 σ 在屈服面上，对于任意的 λ ∈ （０，１），σ 落在模

糊屈服面 ｆ∗λ ＝ ０ 上．
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为了使模糊集 Ｃ 更加清楚地显现其本质，利用上述截集的概念，令
　 　 Ｃλ ＝ {σ ｜ μＣ（σ） ≥ λ } ， （１１）

称 Ｃλ 为模糊集 Ｃ 的 λ 截集，显而易见，Ｃλ 与模糊屈服函数 ｆ∗λ 是一一对应的．
对于任意的 λ １，λ ２ ∈ ［０，１］，如果 λ １ ＜ λ ２，则模糊屈服函数 ｆ∗λ１

＝ ０ 所形成的区域包含模

糊屈服函数 ｆ∗λ２
＝ ０ 所形成的区域．λ 在区间［０，１］ 上变化，表征了模糊屈服函数 ｆ∗λ ＝ ０ 所围成

区域的变化，这种变化使得 ｆ∗λ ＝ ０ 成为一个可变的、运动的曲面，它反映了弹性区域或塑性区

域的归属关系，给出了整个受力物体弹性或塑性的隶属程度，其模糊屈服面变化如图 １ 所示．

图 １　 模糊塑性屈服面

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｆｕｚｚｙ ｐｌａｓｔｉｃ ｙｉｅｌｄ ｓｕｒｆａｃｅｓ

２．２　 应变率效应

最早研究考虑应变率效应本构模型的是 Ｈｏｈｅｎ⁃
ｅｍｓｅｒ 和 Ｐｒａｇｅｒ（１９６１） ［１３］，他们利用粘塑性材料的比

拟方法得出了如下关系式：

　 　 ２ηε ｐ
ｉｊ ＝ ２ｋ〈 ｆ

　 －
〉 ∂ｆ
∂σ ｉｊ

， （１２）

其中， η 为粘性系数；ε ｐ
ｉｊ 为非弹性应变分量；ｋ为材料

屈服极限；σ ｉｊ 为应力分量．
若考虑弹性分量，则率形式本构模型可表示为

　 　 ε ｉｊ ＝ Ａ ∶ σ ＋ ２ｋ
２η

〈 ｆ
　 －
〉 ∂ｆ
∂σ ｉｊ

， （１３）

其中， ε ｉｊ 为总应变率，Ａ 为弹性系数张量，σ 为应力张量．
在此研究基础上，波兰学者 Ｐｅｒｚｙｎａ 将上述理论进行了改进［１４］，其关系式如下：

　 　 ２ηε ｐ
ｉｊ ＝ ２ｋ〈Φ（ ｆ

　 －
）〉 ∂ｆ

∂σ ｉｊ
． （１４）

Φ（ ｆ
　 －
） 满足以下条件：

　 　 〈Φ（ ｆ
　 －
）〉 ＝

０， ｆ
　 －

＜ ０，

Φ（ ｆ
　 －
）， ｆ

　 －
≥ ０ ．{ （１５）

函数 Φ（ ｆ
　 －
） 的形式一般根据实验来确定，常用的主要形式有

　 　 Φ（ ｆ
　 －
） ＝

ｆ
　 －
，

ｆ
　 －α，

ｅｘｐ（ ｆ
　 － － １） ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１６）

在非弹性应变速度中，便于考虑应变率效应对本构模型的影响，并且使得计算更加简单，
因此在塑性动力学中得到了广泛应用．
２．３　 模糊弹粘塑性本构方程

由于岩土材料和金属材料的不同，这里采用考虑了在静水压力下能发生屈服、计及中间主

应力影响、屈服曲面光滑便于计算的 Ｌ⁃Ｄ 屈服准则，Ｌ⁃Ｄ 准则的屈服函数 ｆ 和 ｆ
　 －

为

　 　
ｆ ＝

Ｉ３１
Ｉ３

－ ｋ，

ｆ
　 － ＝

Ｉ３１
ｋ Ｉ３

－ １，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１７）
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其中， Ｉ１，Ｉ３ 为应力张量的第一、第三不变量．
为了满足式（９），模糊屈服极限 ｋ∗ 可取为

　 　 ｋ∗［ｋ，μＣ（σ）］ ＝ ［μＣ（σ）］ｋ， （１８）
式中， σ 为应力张量．

在模糊弹粘塑性理论中，根据式（１０），模糊屈服函数 ｆ∗λ 和 ｆ∗λ 分别为

　 　
ｆ∗λ ＝

（ Ｉ１） ３
λ

（ Ｉ３） λ

－ ｋ∗ ＝
（ Ｉ１） ３

λ

（ Ｉ３） λ

－ ［μＣ（σ）］ｋ，

ｆ∗λ ＝
（ Ｉ１） ３

λ

ｋ∗（ Ｉ３） λ

－ １ ＝
（ Ｉ１） ３

λ

［μＣ（σ）］ｋ（ Ｉ３） λ

－ １，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１９）

其中， （ Ｉ１） λ，（ Ｉ３） λ 表示 μＣ（σ） ＝ λ 应力状态时的应力第一、三不变量，不同的 λ 值对应不同的

应力状态．
隶属函数 μＣ（σλ） 的取法应符合式（１） 以及上述模糊理论，这里取 μＣ（σλ） 为下式：

　 　 μＣ（σλ） ＝
（ Ｉ１） ３

λ

ｋ（ Ｉ３） λ
． （２０）

上式的定义是合理的，当选择传统意义下的最大屈服面（破坏面），此时 μＣ（σλ） ＝ １，对应的模

糊屈服极限 ｋ∗［ｋ，μＣ（σ）］ ＝ ｋ，模糊屈服函数为通常意义下的屈服函数，ｆ∗λ ＝ １ ＝ ｆ ．从这里也可

以看出，模糊屈服函数 ｆ∗λ 包含传统意义下的屈服函数 ｆ，传统意义下的屈服函数 ｆ 只是模糊屈

服函数 ｆ∗λ 的一个特例．实际上 μＣ（σλ） 的选取有多种形式．
为了获得模糊弹粘塑性本构关系，将式（１９）代入到式（１４）中，可以得到

　 　 ε ｐ
ｉｊ ＝ ２ｋ Φ

（ Ｉ１） ３
λ

［μＣ（σ）］ｋ（ Ｉ３） λ

－ １
æ

è
ç

ö

ø
÷

∂
（ Ｉ１） ３

λ

（ Ｉ３） λ

－ ［μＣ（σ）］ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

∂σ ｉｊ
． （２１）

若考虑弹性部分，则本构模型可表示为

　 　 ε ｉｊ ＝ Ａ ∶ σ ＋ ２ｋ Φ
（ Ｉ１） ３

λ

［μＣ（σ）］ｋ（ Ｉ３） λ

－ １
æ

è
ç

ö

ø
÷

∂
（ Ｉ１） ３

λ

（ Ｉ３） λ

－ ［μＣ（σ）］ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

∂σ ｉｊ
． （２２）

式（２２）便是模糊弹粘塑性本构方程，若函数 〈Φ（ ｆ
　 －
）〉 取为 ｆ

　 －
形式，则相应的模糊弹粘塑性本

构方程为

　 　 ε ｉｊ ＝ Ａ ∶ σ ＋ ２ｋ
（ Ｉ１） ３

λ

［μＣ（σ）］ｋ（ Ｉ３） λ

－ １{ }
∂

（ Ｉ１） ３
λ

（ Ｉ３） λ

－ ［μＣ（σ）］ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

∂σ ｉｊ
． （２３）

式（２３）即为基于 Ｌ⁃Ｄ 屈服准则的模糊弹粘塑性本构方程， μＣ（σλ） 按式（２０）计算．
２．４　 有限变形的模糊弹粘塑性模型

在小变形模糊弹粘塑性本构方程（２３）的基础上，用 Ｇｒｅｅｎ 应变 Ｅ ｉｊ 和第二类 Ｋｉｒｃｈｏｆｆ 应力

ｓｉｊ 替换上述小变形情况下的工程应变 ε ｉｊ 和 Ｃａｕｃｈｙ 应力 σ ｉｊ，同时取代相应的主应力不变量Ｉ１
和Ｉ３， 可以得到有限变形模糊弹粘塑性本构方程为

　 　 Ｅ ｉｊ ＝ Ａ ∶ ｓ ＋ ２ｋ
（ Ｉｄ１） ３

λ

［μＣ（ｓλ）］ｋ（ Ｉｄ３） λ

－ １{ }
∂

（ Ｉｄ１） ３
λ

（ Ｉｄ３） λ

－ ［μＣ（ｓλ）］ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

∂ｓｉｊ
， （２４）
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式中， Ｅ ｉｊ 为 Ｇｒｅｅｎ 应变率； ｓ为第二类 Ｋｉｒｃｈｏｆｆ 应力率； Ｉｄ１ 为第二类 Ｋｉｒｃｈｏｆｆ 应力表示的应力第

一不变量； Ｉｄ３ 为第二类 Ｋｉｒｃｈｏｆｆ 应力表示的应力第三不变量； μＣ（ｓλ） 为第二类 Ｋｉｒｃｈｏｆｆ 应力表

示的材料塑性隶属度函数．

３　 有限变形增量形式有限元分析

３．１　 基本关系

３．１．１　 几何方程

在有限变形分析中要考虑变形前后物体的构形变化，应变与位移的关系是非线性的，且岩

土材料的物理关系也是非线性的，所以岩土材料有限变形弹塑性问题是非线性的问题．在求解

问题时就需要我们求解一组偏微分方程组，一般采用迭代法或增量法［１５］ ．
在 Ｌａｇｒａｎｇｅ 物质描述方法中，有限元剖分后，在初始构形单元中任意点的坐标和位移通过

形函数 Ｎ 插值得到．
　 　 Ｘ ＝ ＮＸｅ， （２５）
　 　 ｕ ＝ Ｎｕｅ， （２６）

式中， Ｘ 表示任意点的坐标，ｕ 表示任意点的位移，Ｘｅ 表示单元节点坐标，ｕｅ 表示单元节点位移．
有限变形中，Ｇｒｅｅｎ 应变写成两部分， ＥＬ 表示 Ｇｒｅｅｎ 应变的线性部分， ＥＮ 表示 Ｇｒｅｅｎ 应变

的非线性部分．
　 　 Ｅ ＝ ＥＬ ＋ ＥＮ， （２７）

其中

　 　
Ｅ ｉｊ Ｌ ＝ １

２
∂ｕｉ

∂Ｘ ｊ

＋
∂ｕ ｊ

∂Ｘ ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｅ ｉｊＮ ＝ １
２

∂ｕｋ

∂Ｘ ｊ

∂ｕｋ

∂Ｘ ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２８）

Ｇｒｅｅｎ 应变 Ｅ 与单元节点位移 ｕｅ 之间的关系可以写成

　 　 Ｅ ＝ Ｂ
－
ｕｅ ． （２９）

Ｇｒｅｅｎ 应变 Ｅ 与单元节点位移 ｕｅ 之间的关系是非线性的，其中 Ｂ
－
表示 Ｇｒｅｅｎ 应变与单元节点

位移之间的非线性转换矩阵， Ｂ
－
由两部分组成，可以表示为

　 　 Ｂ
－
＝ ＢＬ ＋ ＢＮ， （３０）

式中， ＢＬ 是 Ｇｒｅｅｎ 应变线性部分 ＥＬ 与单元节点位移 ｕｅ 之间的转换矩阵，而 ＢＮ 是 Ｇｒｅｅｎ 应变

非线性部分 ＥＮ 与单元节点位移 ｕｅ 之间的转换矩阵．
Ｇｒｅｅｎ 应变 Ｅ 与单元节点位移 ｕｅ 之间的增量关系可以写成

　 　 ｄＥ ＝ Ｂｄｕｅ， （３１）
其中， Ｂ ＝ ＢＬ ＋ ２ＢＮ ．通过式（２９）和（３１）对比可以发现 Ｇｒｅｅｎ 应变与单元节点位移之间的转换

矩阵 Ｂ
－
和 Ｇｒｅｅｎ 应变增量与单元节点位移增量之间的转换矩阵 Ｂ 不一样，这一点和小变形情

况是不同的．
３．１．２　 平衡方程

根据虚功原理，建立单元的平衡方程：

　 　 ∫
Ｖ０

ｄＥＴＳｄＶ ＝ ∫
Ｖ０

ｄｕＴｆｄＶ ＋ ∫
Ａ０

ｄｕＴＦｄＡ ． （３２）
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根据式（２６），位移增量可表示为

　 　 ｄｕ ＝ Ｎｄｕｅ ． （３３）
将式（３１）和（３３）代入到式（３２），得到

　 　 ∫
Ｖ０

ＢＴＳｄＶ － Ｒ ＝ ０， （３４）

其中， Ｒ ＝ ∫
Ｖ０

ＮＴｆｄＶ ＋ ∫
Ａ０

ＮＴＦｄＡ，表示单元的荷载等效节点力矢量， ｆ表示单元的体积力，Ｆ表示

作用在单元上的面力，Ｖ０ 表示单元的体积，Ａ０ 表示面力对应的单元面积．
应力与应变的增量型本构关系可以写成

　 　 Ｓ ＝ ＤＥ ． （３５）
将式（２９）代入到式（３５），再代入到式（３４）可得

　 　 Ｋｕｅ － Ｒ ＝ ０． （３６）

式（３６）是单元的平衡方程组，其中 Ｋ ＝ ∫
Ｖ０

ＢＴＤＢ
－
ｄＶ，是系统的刚度矩阵，由于Ｂ和Ｂ

－
都是位移的

函数，矩阵 Ｄ 也是位移的非线性函数，由本构方程确定．所以方程组是一个非线性方程组，且矩

阵 Ｋ 是非对称的，区别于小变形的刚度矩阵．
３．１．３　 物理方程

根据式（２４），材料的增量型本构关系可表示为

　 　 ｄＥ ｉｊ ＝ Ａ ∶ ｄｓ ＋ ２ｋ
（ｄＩｄ１） ３

λ

［μＣ（ｓλ）］ｋ（ｄＩｄ３） λ

－ １{ }
∂

（ｄＩｄ１） ３
λ

（ｄＩｄ３） λ

－ ［μＣ（ｓλ）］ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

∂ｓｉｊ
． （３７）

应用 Ｆｏｒｔｒａｎ 编写式（３７），使其程序化，以便在有限元分析中将其引入．
３．２　 动三轴实验与有限元分析

采用 ＳＤＴ⁃１０ 型微机控制电液伺服动态土工三轴测试系统对某土样进行动三轴实验研究，
土样参数如表 １ 所示．试样尺寸为直径 ３９．１ ｍｍ、高 ８０ ｍｍ 的重塑圆柱土样，试样采用分层湿

捣法分 ５ 层击实得到，确保土样的均匀性［１４］ ．在三轴压力室内通过使用不含气的水、施加反压

等方法使土样达到饱和状态，然后土样发生固结，直到 ５ ｍｉｎ 内土样的体积不发生变化时认为

土样固结完成．接下来在土样不排水状况下，在一定的固结应力状态下，在竖直轴向上施加不

同幅值的动荷载进行三轴实验．固结压力选用 ４０ ｋＰａ，８０ ｋＰａ，１２０ ｋＰａ ３ 组压力，对应的动荷载

都采用正弦波形式， 振动频率 １ Ｈｚ， 剪应力比取为 ０．２５， 动荷载幅值分别为 ２０ ｋＰａ， ４０ ｋＰａ，
６０ ｋＰａ ．

表 １　 土样参数表

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｓｏｉｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ｓｏｉｌ ｓｐｅｃｉｆｉｃ ｄｅｎｓｉｔｙ ρ ｍｏｉｓｔｕｒｅ ｃｏｎｔｅｎｔ ν ／ ％ ｉｎｉｔｉａｌ ｖｏｉｄ ｒａｔｉｏ ｅ

ｓａｎｄｙ ｓｏｉｌ ２．９ ２５ ０．５８７

　 　 围压 １２０ ｋＰａ、动荷载幅值 ６０ ｋＰａ 的动三轴实验结果如图 ２ 所示．
在 ＡＢＡＱＵＳ 平台上建立动三轴实验模型，采用 Ｇｒｅｅｎ 应变和第二类 Ｋｉｒｃｈｏｆｆ 应力作为应

力、应变的度量，应用 ＡＢＡＱＵＳ 的材料用户子程序 ＵＭＡＴ 将 Ｆｏｒｔｒａｎ 编写的物理方程引入到

ＡＢＡＱＵＳ 中，这样 ＡＢＡＱＵＳ 就能按照式（３６）和（３７）来反映岩土材料的几何非线性和材料非线

性，从而可以进行岩土材料的有限变形分析［１６⁃１８］ ．
土动三轴的有限元模型如图 ３ 所示，材料参数与表 １ 相同，三轴模拟结果如图 ４ 所示．

４３１ 基于 Ｌ⁃Ｄ 流动法则模糊弹粘塑性的有限变形分析



（ａ） 轴向应力⁃时间关系 （ｂ） 应变⁃时间关系

（ａ） Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ａｘｉａｌ ｓｔｒｅｓｓ ａｎｄ ｔｉｍｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｓｔｒａｉｎ ａｎｄ ｔｉｍｅ

（ｃ） 应力⁃应变曲线

（ｃ） Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｓｔｒｅｓｓ ａｎｄ ｓｔｒａｉｎ
图 ２　 三轴实验结果

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｔｒｉａｘｉａｌ ｔｅｓｔ ｒｅｓｕｌｔｓ

（ａ） 有限元网络 （ｂ） 边界条件

（ａ） Ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｓｈ （ｂ） Ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ
图 ３　 有限元模型

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌ

３．３　 结果对比分析

将三轴实验结果、小变形的模拟结果和有限变形的模拟结果对比分析，其结果如图 ４ ～ ６
所示．
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图 ４　 应力⁃时间图对比

Ｆｉｇ． ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｓｔｒｅｓｓ⁃ｔｉｍｅ ｃｕｒｖｅｓ

图 ５　 应变⁃时间图对比

Ｆｉｇ． ５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｓｔｒａｉｎ⁃ｔｉｍｅ ｃｕｒｖｅｓ

图 ６　 应力⁃应变图对比

Ｆｉｇ． ６　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｓｔｒｅｓｓ⁃ｓｔｒａｉｎ ｃｕｒｖｅｓ

６３１ 基于 Ｌ⁃Ｄ 流动法则模糊弹粘塑性的有限变形分析



通过图 ４～６ 可以发现，有限变形模拟的结果更加接近于动三轴实验结果．说明采用有限

变形理论分析岩土材料比小变形理论更加合理；且率型模糊弹粘塑性本构模型能很好地反映

土样的动力特性，在有限元中容易实现且不出现间断，用较少的数学表达式就能反映循环荷载

的加卸载过程．

４　 结　 　 论

本文在有限变形框架下，应用模糊弹粘塑性理论对岩土材料进行了动力特性的分析，得到

结果如下：
１） 将模糊数学中的隶属度引入到 Ｌ⁃Ｄ 屈服准则中，隶属度函数的连续变化能反映岩土材

料弹性状态到塑性状态的连续过渡．模糊弹粘塑性理论一受载就产生塑性应变的性质非常适

合岩土材料，也可以说岩土材料没有绝对的弹性和塑性，只有弹塑性程度的不同，该理论能有

效地反映循环荷载作用下岩土材料的动力性能．
２） 利用 Ｆｏｒｔｒａｎ 将基于 Ｌ⁃Ｄ 屈服准则的模糊弹粘塑性本构模型程序化，通过 ＡＢＡＱＵＳ 用

户子程序 ＵＭＡＴ 把该模型引入到 ＡＢＡＱＵＳ 中．采用 Ｇｒｅｅｎ 应变和第二类 Ｋｉｒｃｈｏｆｆ 应力作为应变

和应力的度量，进行岩土材料的有限变形分析．利用有限元模拟得到了有限变形的数值模拟结

果．通过与小变形的有限元结果和动三轴实验结果对比发现，有限变形模拟得到的应力、应变

结果更加接近于动三轴实验的结果．
３） 通过有限元实现了模糊弹粘塑性动力本构模型．该模型能很好地反映岩土材料循环加

卸载过程，数学表达式简单，弹塑性连续过渡，数学导数不间断，便于有限元的开发应用，是一

个有前景的动力模型，日后将在模型的塑性应变累积和滞回等特性上做进一步的研究．
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ｎａｍｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ， ｇｉｖｅｎ ｉｔｓ ｒｅｌａｔｉｖｅｌｙ ｓｉｍｐｌｅｒ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ａｎｄ ｍｏｒｅ ｃｏｎｖｅｎｉｅｎｃｅ ｆｏｒ
ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｍｅｍｂｅｒｓｈｉｐ ｆｕｎｃｔｉｏｎ； ｆｕｚｚｙ ｅｌａｓｔｏ⁃ｖｉｓｃｏ⁃ｐｌａｓｔｉｃｉｔｙ； Ｌ⁃Ｄ ｐｌａｓｔｉｃ ｆｌｏｗ ｒｕｌｅ； ｆｉｎｉｔｅ ｄｅ⁃
ｆｏｒｍａｔｉｏｎ； ｄｙｎａｍｉｃ ｔｒｉａｘｉａｌ ｔｅｓｔ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（１１３６２０１６）

９３１王　 　 喜　 　 刚　 　 　 扶　 　 名　 　 福


