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摘要：　 通过引入一个变换式，克服了 Ｓａｋｉａｄｉｓ 流动中半无限大流动区域以及无穷远处渐近边界条

件所带来的数学处理上的困难．基于泛函分析中的不动点理论，采用不动点方法求解了变换后的非

线性微分方程，获得了 Ｓａｋｉａｄｉｓ 流动的近似解析解．该近似解析解用级数的形式来表达并在整个半

无限大流动区域内一致有效．
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引　 　 言

Ｓａｋｉａｄｉｓ 流动［１］描述的是静止流体在半无限大匀速移动平板带动下形成的层流边界层问

题，见图 １．该流动作为 Ｐｒａｎｄｔｌ 边界层理论一个经典案例及其在金属延伸等工业制造中的应用

背景而备受重视［２］ ．Ｓａｋｉａｄｉｓ 通过引入和 Ｂｌａｓｉｕｓ 流动中相同的相似变换，将流动控制方程化为

和 Ｂｌａｓｉｕｓ 方程一样的形式，但是边界条件与 Ｂｌａｓｉｕｓ 流动不同． Ｓａｋｉａｄｉｓ 给出了该方程的数值

解．随后，该流动问题被不断拓展，更多的复杂因素被考虑进来，如引入温度边界层，环境流体

与板之间的热辐射，变物性系数，纳米流体，壁面吹吸作用等［３⁃１３］ ．

图 １　 Ｓａｋｉａｄｉｓ 流动示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｔｈｅ Ｓａｋｉａｄｉｓ ｆｌｏｗ

无论是原始的 Ｓａｋｉａｄｉｓ 流动还是上述推广

形式流动，控制方程最终大都化简为一个非线

性两点边值问题，同时该边值问题具有两个特

点：首先，对应定义域为半无限大区域 η∈［０，
＋ ∞）； 其次，一个边界条件施加在无穷远处，
是渐近边界条件．这两个特点给控制方程无论

是解析求解还是数值求解都带来了困难．文献

中在处理该类边值问题时多采用打靶法、有限

差分法等［６⁃８， １１， １４⁃１５］ ．这些数值方法通常将原始

半无限大区域 η ∈ ［０， ＋ ∞） 人为截断，用一

个有限区域 η ∈ ［０，η∞ ］ 来代替，将方程在这
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个有限区域上进行积分，同时原来的渐近边界条件也改为施加在有限值 η∞ 处．需要注意的是

这种人为截断方法必须小心选择 η∞ 值的大小．为了使数值解满足一定的精度要求，通常需要

选用不同的 η∞ 值进行试算．
为了获得 Ｓａｋｉａｄｉｓ 流动在半无限大区域 η∈［０， ＋ ∞） 上一致有效的解，并满足无穷远处

的渐近边界条件，本文引入了一个变换，将原始区域 η∈［０， ＋ ∞） 变换到有限区域 － １≤ ζ≤
１ ．接下来利用不动点方法［１６］求解变换后的非线性微分方程，最后获得了 Ｓａｋｉａｄｉｓ 流动的近似

解析解．该近似解析解用级数的形式来表达并在整个半无限大流动区域 η∈［０， ＋ ∞） 内一致

有效．

１　 控 制 方 程

Ｓａｋｉａｄｉｓ 流动没有几何特征长度，流动具有相似性，满足和 Ｂｌａｓｉｕｓ 流动一样的相似方

程［２］：

　 　 Ａｆ［ ｆ］ ＝ ｄ３ ｆ
ｄη ３

＋ １
２

ｆ ｄ２ ｆ
ｄη ２

＝ ０， （１）

但是 Ｓａｋｉａｄｉｓ 流动对应的边界条件为

　 　 ｆ（０） ＝ ０， ｆ ′（０） ＝ １， ｌｉｍ
η→∞

ｆ ′（η） ＝ ０． （２）

其中函数 ｆ（η） 代表无量纲流函数，与有量纲流函数 ψ（ｘ，ｙ） 之间的关系为

　 　 ψ（ｘ，ｙ） ＝ ｆ（η） νｘＵｗ ， （３）
Ｕｗ 为平板的移动速度，η 为相似自变量，由下式定义：

　 　 η ＝ ｙ
Ｕｗ

νｘ
． （４）

速度分量 （ｕ，ｖ） 与 ｆ（η） 之间满足

　 　
ｕ ＝ Ｕｗ ｆ ′（η），

ｖ ＝ １
２
（ηｆ ′ － ｆ） νＵｗ ／ ｘ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（５）

由式（１）可以看出，Ｓａｋｉａｄｉｓ 流动所满足的控制方程为一个非线性两点边值问题．需要注意的是

流动区域为半无限大区域 η ∈［０， ＋ ∞），并且一个边界条件关于一阶导数 ｆ ′（η） 施加在无穷

远处，是一个渐近边界条件．上述这两点给该方程无论是采用数值法还是分析法求解皆带来了

很大的困难．为此，尽管该方程形式简单，但是自 １９６１ 年 Ｓａｋｉａｄｉｓ［１］ 提出至今已过去半个世纪

仍未找到该问题封闭形式的解析解，并且人们仍在不断探索新的方法来处理该问题．
虽然上述方程解的具体形式是未知的，但是该解所具有的渐近特性很容易得到

　 　
ｆ ～ η ＋ ｆ ″（０）η ２ ／ ２， ａｓ η → ０，
ｆ ～ Ｍ， ａｓ η → ∞，{ （６）

其中 Ｍ为一常数，Ｍ≈１．６１５ ９［２］ ． ｆ ″（０） 具有明确的物理意义，代表平板受到流体作用的无量

纲剪切力， ｆ ″（０） ≈－ ０．４４３ ８［２］ ．

２　 不动点方法在 Ｓａｋｉａｄｉｓ 流动中的应用

泛函分析中不动点（ ｆｉｘｅｄ ｐｏｉｎｔ）概念［１７］ 被广泛用来探讨方程解的存在性和唯一性．如非

线性代数方程求解的 Ｎｅｗｔｏｎ（牛顿）切线法就是基于 Ｂａｎａｃｈ 不动点定理．近来，不动点的概念
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被进一步拓展，提出了用来获得微分方程显式近似解析解的不动点方法（ ｆｉｘｅｄ ｐｏｉｎｔ ｍｅｔｈｏｄ，
ＦＰＭ） ［１６］ ．这里本文将采用不动点方法来分析 Ｓａｋｉａｄｉｓ 流动，并将获得整个流动区域上一致有

效的级数解．
２．１　 变换式

为了克服半无限大定义域 η ∈［０， ＋ ∞） 以及渐近边界条件ｌｉｍη→∞ ｆ ′（η） ＝ ０所带来的数

学处理的困难，这里关于自变量 η 与函数 ｆ（η） 同时引入下述变换式：

　 　
ζ ＝ （η － １） ／ （η ＋ １），
ｇ（ζ） ＝ （η ＋ ｆ） ／ （η ＋ １） ．{ （７）

那么原方程（１）变为关于函数 ｇ（ζ） 的方程：
　 　 Ａｇ［ｇ］ ＝ （１ － ζ） ３ｇ‴－ ［１ ＋ ３（１ － ζ） ２ ＋ ζ － ２ｇ］ｇ″ ＝ ０， （８）

其中右上角标′代表对 ζ 求导．ｇ（ζ） 所满足的边界条件为

　 　 ｇ（ － １） ＝ ０， ｇ′（ － １） ＝ １， ｇ（１） ＝ １． （９）
可以看出变换式（７）的引入将原来半无限大定义域 η ∈［０， ＋ ∞） 变换到有限区域 － １≤ ζ ≤
１，同时渐近边界条件ｌｉｍη→∞ ｆ ′（η） ＝ ０ 变为

　 　 ｇ（１） ＝ ｌｉｍ
η→∞

η ＋ ｆ
η ＋ １

＝ ｌｉｍ
η→∞

１ ＋ ｆ ′（η）
１

＝ １． （１０）

这将为获得整个流动区域上的一致有效解带来便利．
前已述及 ｆ ″（０） 代表无量纲剪切力，在本问题中具有非常重要的意义．考虑到变换式（７），

ｆ ″（０） 可以用 ｇ″（ － １） 表达：
　 　 ｆ ″（０） ＝ ４ｇ″（ － １） ． （１１）

２．２　 不动点方法的基本思想

按照不动点方法［１６］，针对上述方程（８）引入一个压缩映射 Ｔｇ［ｇ］：
　 　 Ｔｇ［ｇ］ ＝ ｇ － ·Ｌ －１

Ｃ ［Ａｇ［ｇ］］， （１２）
其中， ＬＣ［·］ 是一个线性双射算子，在不动点方法里被称为线性特征算子．Ｌ －１

Ｃ ［·］ 是 ＬＣ［·］ 的

逆算子．根据式（１２）中的压缩映射，可以建立如下迭代式：

　 　
ｇｎ＋１ ＝ Ｔｇ［ｇｎ］ ＝ ｇｎ － ｎ＋１·Ｌ －１

Ｃ ［Ａｇ［ｇｎ］］，
ｇｎ＋１（ － １） ＝ ０， ｇ′ｎ＋１（ － １） ＝ １， ｇｎ＋１（１） ＝ １，{ 　 　 ｎ ＝ ０，１，２，… （１３）

　 　 　 　 ⇔
ＬＣ［ｇｎ＋１］ ＝ ＬＣ［ｇｎ］ － ｎ＋１·Ａｇ［ｇｎ］，
ｇｎ＋１（ － １） ＝ ０， ｇ′ｎ＋１（ － １） ＝ １， ｇｎ＋１（１） ＝ １，{ 　 　 ｎ ＝ ０，１，２，… ． （１４）

迭代式（１４）中的非 ０ 实参数序列 { ｎ ｜ ｎ ＝ １，２，… } 称为松弛因子．文献［１６］指出松弛因子的

适当选取可以加快迭代收敛速度、改善迭代稳定性，但是松弛因子的确定依赖于问题本身．关
于如何确定松弛因子将在 ２．５ 小节中给予讨论．求解迭代式（１４）可以得到解的序列 { ｇｎ ｜ ｎ ＝
１，２，… } ．当迭代式（１４） 收敛，对其两边同时取极限，所得极限值 ｇ∗ 满足原方程（８）和边界条

件（９），即

　 　
Ａｇ［ｇ∗］ ＝ ０，

ｇ∗（ － １） ＝ ０， ｇ∗′（ － １） ＝ １， ｇ∗（１） ＝ １ ．{ （１５）

通常也称极限值 ｇ∗ 为压缩映射 Ｔｇ［ｇ］ 的不动点．
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２．３　 线性特征算子

在文献［１６］中指出了不动点方法中线性特征算子 ＬＣ［·］ 不是唯一的，并给出了选择

ＬＣ［·］ 的一般性原则．线性特征算子的不唯一性给线性特征算子的选择提供了较大的自由空

间，这反映出不动点方法的灵活性．这里注意到原方程（８）的形式，本问题的线性特征算子采用

下述形式：
　 　 ＬＣ［ｇ］ ＝ ｄ３ｇ ／ ｄζ ３ ＝ ｇ‴． （１６）

在不动点方法中，线性方程 ＬＣ［·］ ＝ ０ 的通解被称为线性特征算子 ＬＣ［·］ 的核函数．容易得到

本问题的核函数为 １，ζ 和 ζ ２， 即

　 　 ＬＣ［Ｃ１ ＋ Ｃ２ζ ＋ Ｃ３ζ ２］ ＝ ０， （１７）
其中 Ｃ１，Ｃ２ 和 Ｃ３ 为任意常数．
２．４　 初始值

在不动点方法中迭代初始值 ｇ０ 的选取也具有较大的自由，通常初值 ｇ０ 越逼近于极限值

ｇ∗，迭代式（１４） 收敛得越快．对于本问题，这里给出一种较为方便的选择，要求 ｇ０ 满足下面的

方程：

　 　
ＬＣ［ｇ０］ ＝ ０，
ｇ０（ － １） ＝ ０， ｇ′０（ － １） ＝ １， ｇ０（１） ＝ １ ．{ （１８）

从而迭代初始值 ｇ０ 为

　 　 ｇ０（ζ） ＝ ３
４

＋ ζ
２

－ ζ ２

４
． （１９）

２．５　 松弛因子的确定

适当的松弛因子 { ｎ ｜ ｎ ＝ １，２，… } 可以用来改善迭代的稳定性，加快迭代的收敛速度，
但是松弛因子的确定依赖于问题本身时，不同问题的松弛因子可以相差很大．这里通过使对应

的残差最小的方式来确定最优松弛因子．
首先，引入 ｎ 阶近似解 ｆｎ（η） 所对应的残差 Ｒｎ：

　 　 Ｒｎ ＝ Ｒｎ（ １， ２，…， ｎ） ＝ ∫＋∞

０
（Ａｆ［ ｆｎ］） ２ｄη ＝

　 　 　 　 １
８ ∫

＋１

－１
（１ － ζ） ２（Ａｇ［ｇｎ］） ２ｄζ，　 　 ｎ ＝ １，２，…， （２０）

Ｒｎ 可以用来衡量近似解 ｆｎ（η） 的精确程度．
接下来，最优松弛因子的选取是使上述残差获得最小值．例如，当 ｎ ＝ １ 时，Ｒ１（ １） 只是

１ 的函数，最优松弛因子 １，ｏｐｔ 可以通过求解下述代数方程来获得：
　 　 ｄＲ１ ／ ｄ １ ＝ ０． （２１）

当考虑 ｎ ＝ ２时，对应残差Ｒ２（ １， ２） 依赖于 １ 和 ２ ．由于 １，ｏｐｔ 已在前一步确定，那么最优松

弛因子 ２，ｏｐｔ 满足下述代数方程：
　 　 ｄＲ２ ／ ｄ ２ ＝ ０． （２２）
类似地，对第 ｎ阶近似解，对应残差Ｒｎ 实际上只依赖于 ｎ，于是 ｎ，ｏｐｔ 的确定是使Ｒｎ 取得

最小值，即
　 　 ｄＲｎ ／ ｄ ｎ ＝ ０． （２３）

可以看到，所有松弛因子 { ｎ ｜ ｎ ＝ １，２，… } 都将较容易地按照这种方式相继确定．
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２．６　 各阶近似解 ｆｎ（η） 的确定

下面以 ｎ ＝ １ 为例，详细给出一阶近似解 ｆ１（η） 的求解过程．首先，根据迭代式（１４），ｇ１（ζ）
满足的方程为

　 　
ｇ‴１ ＝ １

４
（５ － １２ζ ＋ ７ζ ２），

ｇ１（ － １） ＝ ０， ｇ′１（ － １） ＝ １， ｇ１（１） ＝ １ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（２４）

求解方程（２４）可得一阶近似解 ｇ１（ζ）：

　 　 ｇ１（ζ） ＝ ３
４

＋
４７ １

１２０
＋ ζ
８０

（４０ ＋ １９ １） － ζ ２

６０
（１５ ＋ ３１ １） －

　 　 　 　
５ １

２４
ζ ３ ＋ １

８
ζ ４ －

７ １

２４０
ζ ５， （２５）

ｇ１（ζ） 显式依赖于松弛因子 １，即 １ 的引入实际上提供了一族解 ｇ１（ζ； １） ．下面采用 ２．５ 小

节介绍的方法来确定最优松弛因子 １，ｏｐｔ ．首先按照式（２０） 计算一阶近似解 ｆ１（η） 对应的残差

Ｒ１（ １）：

　 　 Ｒ１（ １） ＝ ∫＋∞

０
（Ａｆ［ ｆ１］） ２ｄη ＝ １

８ ∫
＋１

－１
（１ － ζ） ２（Ａｇ［ｇ１］） ２ｄζ ＝

　 　 　 　 ４．８６６ ６６７ － ７８．５５３ ３９ １ ＋ ３７０．２６５ ０ ２
１ －

　 　 　 　 ０．８３６ １９１ ６ ３
１ ＋ ０．０５６ １７１ ３２ ４

１ ． （２６）
接下来寻求 １，ｏｐｔ 使 Ｒ１（ １） 达到最小值，可得

　 　 １，ｏｐｔ ＝ ０．１０６ １１５ ０， ｍｉｎ Ｒ１ ＝ ０．６９９ ３１２ ０． （２７）
最后将式（２７）中得到的 １，ｏｐｔ 代入到式（２５） 中，同时考虑到变换式（７），可得一阶近似解

ｆ１（η） 为

　 　 ｆ１（η） ＝ （η ＋ １）ｇ１（ζ） － η， ζ ＝ （η － １） ／ （η ＋ １）， （２８）
其中 ｇ１（ζ） 为

　 　 ｇ１（ζ） ＝ ０．７９１ ５６１ ７ ＋ ０．５２５ ２０２ ３ζ － ０．３０４ ８２６ １ζ ２ －

　 　 　 　 ０．０２２ １０７ ３０ζ ３ ＋ ０．０１３ ２６４ ３８ζ ４ － ０．００３ ０９５ ０２１ζ ５ ． （２９）
可以看出 ｇ１（ζ） 可以表达成关于 ζ 的幂级数．

对于更高阶的近似解 ｆｎ（η） ＝ （η ＋ １）ｇｎ（ζ） － η，可仿照上述推导一阶近似解 ｆ１（η） 的过

程来获得，并且该求解过程可以采用符号计算软件，如 ＭＡＸＩＭＡ，ＭＡＰＬＥ 或 ＭＡＴＨＥＭＡＴＩＣＡ
编程进行自动求解．程序计算表明，各阶 ｇｎ（ζ） 都可以表达成关于 ζ 的幂级数形式：

　 　 ｇｎ（ζ） ＝ ∑
ｋ
ａｎ，ｋζ ｋ ． （３０）

图 ２ 给出近似解 ｆｎ（η） 所对应残差 Ｒｎ 的收敛曲线，可以看出随着迭代的进行残差迅速下

降，这表明近似解 ｆｎ（η） 的精度随着迭代不断得到改善．

３　 讨论与结果

３．１　 推广变换式

在变换式（７）中，可以看到原半无限大定义域 η ∈ ［０， ＋ ∞） 在 η ＝ １ 处被分割为两部分

０ ≤ η ＜ １ 和 η ＞ １，它们分别映射为变换后的区域 － １ ≤ ζ ＜ ０ 和 ０ ＜ ζ ≤ １．
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下面通过引入一特征长度 Ｌ（ ＞ ０） 对变换式（７）进行推广：

　 　
ζ ＝ （η － Ｌ） ／ （η ＋ Ｌ），
ｇ（ζ） ＝ （η ＋ ｆ） ／ （η ＋ Ｌ） ．{ （３１）

此时，原半无限大区域 η ∈［０， ＋ ∞） 变成在 η ＝ Ｌ处被分割为两部分．后续讨论将指出 Ｌ 具有

边界层厚度的物理意义．引入推广变换后，原方程（１）变为

　 　 Ａｇ［ｇ］ ＝ １
Ｌ２（１ － ζ） ３ｇ‴－ １ ＋ ３

Ｌ２（１ － ζ） ２ ＋ ζ － ２ｇé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｇ″ ＝ ０， （３２）

ｇ（ζ） 所满足的边界条件不变仍然为式（９）．
采用推广变换式（３１）后 ｆ ″（０） 与 ｇ″（ － １） 之间的关系变为

　 　 ｆ ″（０） ＝ ４ｇ″（ － １） ／ Ｌ ． （３３）

图 ２　 残差 Ｒｎ 的收敛曲线 图 ３　 不同 Ｌ 值下 Ｒｎ 收敛曲线对比

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ ｒｅｓｉｄｕａｌ Ｒｎ Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ Ｌ ｖａｌｕｅ ｏｎ ｔｈｅ

ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ ｒｅｓｉｄｕａｌ Ｒｎ

３．２　 特征长度 Ｌ 的物理意义及对解的影响

为了揭示推广变换式（３１）中特征长度 Ｌ 的物理意义，这里选取 １，２，…，１０ 几个整数值作

为 Ｌ 的值考虑不同 Ｌ 对结果的影响．
计算表明，当 Ｌ≥６时迭代式（１４） 不稳定甚至发散，而 Ｌ≤５时迭代收敛．图 ３给出 Ｌ取不

同值时残差 Ｒｎ 的收敛曲线．从图中可以清楚看出在这 ５支曲线当中基于 Ｌ ＝ ５时的 Ｒｎ 下降最

快．当迭代次数 ｎ ＝ ２００ 时，基于 Ｌ ＝ １ 的 Ｒｎ 下降到 １０ －７ 的量级，而基于 Ｌ ＝ ５ 的 Ｒｎ 达到 １０ －１６

的量级．另外，基于 Ｌ ＝ ４ 和基于 Ｌ ＝ ５ 的 Ｒｎ 曲线在整个迭代过程中差别不大，尤其是当迭代次

数 ｎ 变大时，这种差异进一步减小．
下面尝试基于 Ｐｒａｎｄｔｌ 边界层理论［２］所得的结果给出物理上的解释．对于 Ｓａｋｉａｄｉｓ 流动，虽

然从几何上考虑流动没有特征长度，但是考虑到其为粘性流动，依据 Ｐｒａｎｄｔｌ 边界层理论，流动

具有物理上的特征长度，即边界层厚度 δ：当 η ＜ δ 时，壁面附近粘性作用很重要；当 η ＞ δ 时，
粘性作用可以忽略，看成无粘流动．这启发我们推广变换式（３１） 中的特征长度 Ｌ应该具有边界

层厚度 δ 的物理意义，即 Ｌ ＝ δ ．
基于上述这种认识，下面从渐近分析的角度给出流动边界层厚度 δ，从而得出特征长度 Ｌ

的取值范围．虽然不知道解 ｆ（η） 的具体形式，但是根据流动物理上的分析，有足够的把握知道

当 η ＞ δ 时 ｆ ′（η） 和 ｆ ″（η） 趋于 ０，即它们的绝对值是一个很小的数，如：
　 　 ｆ ′（η） ＜ １０ －２， ｆ ″（η） ＜ １０ －２， 　 　 η ＞ δ ． （３４）
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同时，由前文中式（６）给出的 ｆ（η） 当 η 较大时的渐近特性，可以将原方程（１）写成下述渐近的

形式：

　 　 ｄ３ ｆ
ｄη ３

＋ １
２

Ｍ ｄ２ ｆ
ｄη ２ ～ ０，　 　 η ＞ δ ． （３５）

式（３５）等价于

　 　
ｆ ′ ～ － ２Ｃ

Ｍ
ｅｘｐ（ － Ｍη ／ ２），

ｆ ″ ～ Ｃｅｘｐ（ － Ｍη ／ ２），

ì

î

í

ïï

ïï
　 　 η ＞ δ， （３６）

其中 Ｃ为一积分常数．从式（３６） 可以估算出当 δ ≈４～５ 时式（３４）可以得到满足， 因此 Ｌ ＝ δ ≈
４～５．这和图 ３ 给出的结果一致．

前文已指出 ｆ ″（０） 具有明确的物理意义，是本问题中一个非常重要的物理量．下面进一步

考虑 Ｌ的取值对 ｆ ″ｎ （０） 收敛的影响，见图 ４．Ａｎｄｅｒｓｓｏｎ 等［７］的结果 ｆ ″（０） ＝ － ０．４４３ ７４８ ３ 也一并

绘在图上．可以看出，图 ４ 中 ５ 支曲线都逐渐趋近于 Ａｎｄｅｒｓｓｏｎ 的结果 ｆ ″（０） ＝ － ０．４４３ ７４８ ３，并
且它们之间的差异随着迭代次数 ｎ 变大而迅速变小．这说明只要 Ｌ 为边界层厚度 δ 的量级，最
终收敛解对于 Ｌ 的具体取值不是十分敏感．

图 ４　 不同 Ｌ 值下 ｆ ″ｎ （０） 收敛曲线对比

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ Ｌ ｖａｌｕｅ ｏｎ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ ｆ ″ｎ （０）

３．３　 结果

鉴于上一小节的讨论，下述计算结果都是基于 Ｌ ＝ ５ 的．通过符号计算软件编程得到了方

程（１） 的近似解 ｆｎ（η） 的显式表达式：
　 　 ｆｎ（η） ＝ （η ＋ １）ｇｎ（ζ） － η， ζ ＝ （η － １） ／ （η ＋ １）， （３７）

其中 ｇｎ（ζ） 表达成关于 ζ 的幂级数形式：

　 　 ｇｎ（ζ） ＝ ∑
ｋ
ａｎ，ｋζ ｋ ． （３８）

当后续需要对 ｆｎ（η） 进行求导、积分等运算时，如
　 　 ｆ ′ｎ （η） ＝ ｇｎ（ζ） － １ ＋ （１ － ζ）ｇ′ｎ（ζ）， （３９）

　 　 ｆ ″ｎ （η） ＝ １
２Ｌ

（１ － ζ） ３ｇ″ｎ（ζ）， （４０）

　 　 Ｒｎ ＝ ∫＋∞

０
（Ａｆ［ ｆｎ］） ２ｄη ＝ Ｌ

８ ∫
＋１

－１
（１ － ζ） ２（Ａｇ［ｇｎ］） ２ｄζ， （４１）
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可以看出无论是对 ｆｎ（η） 的求导还是积分， 最后都化成对关于 ζ 的幂级数的求导和积分， 这

将使计算变得非常高效而准确．为了和 Ｃｏｒｔｅｌｌ［８］ 的计算结果进行比较， 近似解 ｆｎ（η）， ｆ ′ｎ （η）
和 ｆ ″ｎ （η） 的数值被详尽地列于表 １ 中．可以看出随着迭代次数的增加，近似解的精度在不断提

高．另外，当 ｎ ＝ ５００ 时的近似解 ｆｎ（η）， ｆｎ′（η） 和 ｆｎ″（η） 绘于图 ５．可以清楚看出，对于 Ｓａｋｉａｄｉｓ
流动，边界层大致位于 η ≈ ５ 处．

图 ５　 ｆｎ（η）， ｆ ′ｎ （η） 和 ｆ ″ｎ （η） 的分布曲线 （ｎ ＝ ５００） 图 ６　 Ａｆ［ ｆｎ］ 分布曲线

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｆｎ（η）， ｆ ′ｎ （η） ａｎｄ Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｒｅｓｉｄｕａｌ ｅｒｒｏｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ａｆ［ ｆｎ］

ｆ ″ｎ （η）（ｎ ＝ ５００）

表 １　 不同阶数近似解 ｆｎ（η）， ｆ ′ｎ （η） 和 ｆ ″ｎ （η）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｆｎ（η）， ｆ ′ｎ （η） ａｎｄ ｆ ″ｎ （η） ｂｅｔｗｅｅｎ ＦＰＭ ａｎｄ Ｃｏｒｔｅｌｌ

η

ｆ

ＦＰＭ

ｎ ＝ １５０ ｎ ＝ ２００ ｎ ＝ ５００
Ｃｏｒｔｅｌｌ［８］

０ ０ ０

０．１ ０．０９７ ７８２ ２ ０．０９７ ７８２ ２ ０．０９７ ７８２ ２ ０．０９７ ７８２ ２

０．２ ０．１９１ １３９ ５ ０．１９１ １３９ ５ ０．１９１ １３９ ５ ０．１９１ １３９ ５

０．３ ０．２８０ １０３ ９ ０．２８０ １０３ ９ ０．２８０ １０３ ９ ０．２８０ １０３ ９

０．４ ０．３６４ ７２６ ７ ０．３６４ ７２６ ７ ０．３６４ ７２６ ７ ０．３６４ ７２６ ６

０．５ ０．４４５ ０７７ ３ ０．４４５ ０７７ ３ ０．４４５ ０７７ ３ ０．４４５ ０７７ ２

０．６ ０．５２１ ２４１ ２ ０．５２１ ２４１ ２ ０．５２１ ２４１ ２ ０．５２１ ２４１ １

０．７ ０．５９３ ３１８ ４ ０．５９３ ３１８ ４ ０．５９３ ３１８ ４ ０．５９３ ３１８ ２

０．８ ０．６６１ ４２１ ０ ０．６６１ ４２１ ０ ０．６６１ ４２１ １ ０．６６１ ４２０ ７

０．９ ０．７２５ ６７１ ８ ０．７２５ ６７１ ８ ０．７２５ ６７１ ８ ０．７２５ ６７１ ４

１ ０．７８６ ２０１ ９ ０．７８６ ２０２ ０ ０．７８６ ２０２ ０ ０．７８６ ２０１ ５

１．５ １．０３８ ０１３ ０ １．０３８ ０１３ ０ １．０３８ ０１３ ０ １．０３８ ０１２ ０

２ １．２１８ ５５３ ０ １．２１８ ５５３ ０ １．２１８ ５５３ ０ １．２１８ ５５２ ０

３ １．４３２ ７３１ ０ １．４３２ ７３２ ０ １．４３２ ７３２ ０ １．４３２ ７３０ ０

４ １．５３３ ０８２ ０ １．５３３ ０８３ ０ １．５３３ ０８３ ０ １．５３３ ０８０ ０

５ １．５７８ ８４６ ０ １．５７８ ８４６ ０ １．５７８ ８４７ ０ １．５７８ ８４４ ０

１０ １．６１５ ４６２ ０ １．６１５ ４６４ ０ １．６１５ ４６６ ０ １．６１５ ４６３ ０

１５ １．６１６ １０８ ０ １．６１６ １１１ ０ １．６１６ １１３ ０ １．６１６ １１２ ０

２０ １．６１６ １１７ ０ １．６１６ １２２ ０ １．６１６ １２４ ０ １．６１６ １１２ ０
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续表 １

η

ｆ ′

ＦＰＭ

ｎ ＝ １５０ ｎ ＝ ２００ ｎ ＝ ５００
Ｃｏｒｔｅｌｌ［８］

１ １ １

０．１ ０．９５５ ６６１ ７ ０．９５５ ６６１ ７ ０．９５５ ６６１ ７ ０．９５５ ６６１ ６

０．２ ０．９１１ ５３８ ７ ０．９１１ ５３８ ８ ０．９１１ ５３８ ８ ０．９１１ ５３８ ６

０．３ ０．８６７ ８３４ ５ ０．８６７ ８３４ ５ ０．８６７ ８３４ ５ ０．８６７ ８３４ ３

０．４ ０．８２４ ７３７ １ ０．８２４ ７３７ １ ０．８２４ ７３７ １ ０．８２４ ７３６ ７

０．５ ０．７８２ ４１７ ５ ０．７８２ ４１７ ５ ０．７８２ ４１７ ５ ０．７８２ ４１７ ２

０．６ ０．７４１ ０２８ ２ ０．７４１ ０２８ ２ ０．７４１ ０２８ ３ ０．７４１ ０２７ ９

０．７ ０．７００ ７０２ ７ ０．７００ ７０２ ７ ０．７００ ７０２ ７ ０．７００ ７０２ ３

０．８ ０．６６１ ５５４ ９ ０．６６１ ５５４ ９ ０．６６１ ５５５ ０ ０．６６１ ５５４ ６

０．９ ０．６２３ ６７９ ６ ０．６２３ ６７９ ７ ０．６２３ ６７９ ７ ０．６２３ ６７９ ３

１ ０．５８７ １５３ １ ０．５８７ １５３ １ ０．５８７ １５３ ２ ０．５８７ １５２ ５

１．５ ０．４２６ ２４２ ４ ０．４２６ ２４２ ５ ０．４２６ ２４２ ５ ０．４２６ ２４１ ７

２ ０．３０１ ７８３ ６ ０．３０１ ７８３ ８ ０．３０１ ７８３ ９ ０．３０１ ７８３ ０

３ ０．１４４ ０１６ ０ ０．１４４ ０１６ ２ ０．１４４ ０１６ ３ ０．１４４ ０１５ ７

４ ０．０６６ ２４３ ３ ０．０６６ ２４３ ６ ０．０６６ ２４３ ７ ０．０６６ ２４３ ４

５ ０．０２９ ９４９ ４ ０．０２９ ９４９ ７ ０．０２９ ９４９ ８ ０．０２９ ９４９ ７

１０ ５．３２４ ０６８Ｅ－４ ５．３２６ ９０８Ｅ－４ ５．３２８ ３７９Ｅ－４ ５．３２９Ｅ－４

１５ ８．８８７ ５０５Ｅ－６ ９．１７４ ２５５Ｅ－６ ９．３２２ ６１３Ｅ－６ ９．４Ｅ－６

２０ －３．２４１ ４７４Ｅ－７ －３．７３３ ５２６Ｅ－８ １．１１０ ６８１Ｅ－７ １．０Ｅ－７

η

－ ｆ ″

ＦＰＭ

ｎ ＝ １５０ ｎ ＝ ２００ ｎ ＝ ５００
Ｃｏｒｔｅｌｌ［８］

０．４４３ ７４８ ５ ０．４４３ ７４８ ４ ０．４４３ ７４８ ３

０．１ ０．４４２ ６５６ ８ ０．４４２ ６５６ ８ ０．４４２ ６５６ ７ ０．４４２ ６５５ ７

０．２ ０．４３９ ４６２ ９ ０．４３９ ４６２ ９ ０．４３９ ４６２ ８ ０．４３９ ４６１ ７

０．３ ０．４３４ ３０８ １ ０．４３４ ３０８ ０ ０．４３４ ３０７ ９ ０．４３４ ３０６ ８

０．４ ０．４２７ ３５５ １ ０．４２７ ３５５ １ ０．４２７ ３５５ ０ ０．４２７ ３５３ ９

０．５ ０．４１８ ７８２ ９ ０．４１８ ７８２ ８ ０．４１８ ７８２ ８ ０．４１８ ７８１ ６

０．６ ０．４０８ ７８０ １ ０．４０８ ７８０ １ ０．４０８ ７８０ ０ ０．４０８ ７７８ ７

０．７ ０．３９７ ５４０ ４ ０．３９７ ５４０ ４ ０．３９７ ５４０ ３ ０．３９７ ５３９ ０

０．８ ０．３８５ ２５７ ５ ０．３８５ ２５７ ４ ０．３８５ ２５７ ４ ０．３８５ ２５６ １

０．９ ０．３７２ １２０ ９ ０．３７２ １２０ ８ ０．３７２ １２０ ８ ０．３７２ １１９ ５

１ ０．３５８ ３１２ ９ ０．３５８ ３１２ ９ ０．３５８ ３１２ ８ ０．３５８ ３１１ ４

１．５ ０．２８４ ７７６ １ ０．２８４ ７７６ １ ０．２８４ ７７６ ０ ０．２８４ ７７４ ９

２ ０．２１４ ５０５ ８ ０．２１４ ５０５ ８ ０．２１４ ５０５ ８ ０．２１４ ５０４ ７

３ ０．１０９ ８３５ ０ ０．１０９ ８３５ ０ ０．１０９ ８３４ ９ ０．１０９ ８３４ ３

４ ０．０５２ １５９ ８ ０．０５２ １５９ ８ ０．０５２ １５９ ８ ０．０５２ １５９ ４

５ ０．０２３ ９２２ ８ ０．０２３ ９２２ ８ ０．０２３ ９２２ ８ ０．０２３ ９２２ ６

１０ ４．３０５ ２４７Ｅ－４ ４．３０５ ２２９Ｅ－４ ４．３０５ ２２０Ｅ－４ ４．３０５Ｅ－４

１５ ７．５７６ ８４Ｅ－６ ７．５７６ ７９４Ｅ－６ ７．５７６ ７６８Ｅ－６ ７．６Ｅ－６

２０ １．３３４ ３９２Ｅ－７ １．３３３ ０５８Ｅ－７ １．３３２ ９１３Ｅ－７ １．０Ｅ－７

６８１ Ｓａｋｉａｄｉｓ 流动的一致有效级数解



　 　 代表壁面无量纲剪切力 ｆ ″（０） 的值在表 ２ 中列出并和文献中其他学者的结果［１， ５⁃８］ 进行

了比较．当 ｎ ≥３００ 时，本文得到精确到 ７ 位有效数字的 ｆ ″ｎ （０） ＝ － ０．４４３ ７４８ ３， 该值和 Ａｎｄｅｒｓ⁃
ｓｏｎ［７］的结果完全一致．

表 ２　 壁面无量纲剪切力 ｆ ″（０）
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｗａｌｌ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓ ｆ ″（０）

ＦＰＭ

ｎ ｆ ″ｎ （０）
Ｓａｋｉａｄｉｓ［１］ Ａｎｄｅｒｓｓｏｎ［７］ Ｃｏｒｔｅｌｌ［８］ Ｐｏｐ［５］ Ｐａｎｔｏｋｒａｔｏｒａｓ［６］

１ －０．４１４ ７３２ ５
２５ －０．４４３ ６３８ ０
５０ －０．４４３ ７６９ ６
１００ －０．４４３ ７４８ ３
１５０ －０．４４３ ７４８ ５ －０．４４３ ７５ －０．４４３ ７４８ ３ －０．４４３ ７４７ ３３ －０．４４４ ５５１ ７ －０．４４３ ８
２００ －０．４４３ ７４８ ４
３００ －０．４４３ ７４８ ３
４００ －０．４４３ ７４８ ３
５００ －０．４４３ ７４８ ３

　 　 Ａｆ［ ｆｎ］ ＝
ｄ３ ｆｎ
ｄη ３

＋ １
２
ｆｎ
ｄ２ ｆｎ
ｄη ２ 可用来反映近似解精确程度在整个定义域内的具体分布情况．这

里以Ａｆ［ ｆ１５０］， Ａｆ［ ｆ２００］ 和Ａｆ［ ｆ５００］ 为例在图６绘出．可以看到 Ａｆ［ ｆ１５０］ 最大值约为 ４Ｅ－９，而
Ａｆ［ ｆ５００］ 最大值仅约为 ２Ｅ－１０，这充分说明随着迭代的进行，近似解的精度在不断提高．而

且，从图 ６ 中可以清楚看出本文给出的近似解在整个定义域 η ∈ ［０， ＋ ∞） 内一致有效．
下面考虑函数 ｆ（η） 的渐近特性，由式（６）得到

　 　 Ｍ ＝ ｌｉｍ
η→∞

ｆ（η） ＝ ｆ（∞ ） ． （４２）

那么 Ｍ 的近似值可以用下式给出：
　 　 Ｍ ≈ ｆｎ（η），　 　 ｆｏｒ ｌａｒｇｅ η ． （４３）

本文给出的 Ｍ 近似值与文献［２， ８］给出的结果列于表 ３，从该表可以看出，当 η ≥ ２０ 时 Ｍ ≈
１􀆰 ６１６ １２４， 其前 ７ 位有效数字不再改变．

表 ３　 函数 ｆ（η） 的渐近特性

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆ（η）

ＦＰＭ （ｎ ＝ ５００） Ｓｃｈｌｉｃｈｔｉｎｇ［２］ Ｃｏｒｔｅｌｌ［８］

η Ｍ（≈ ｆｎ） １．６１５ ９ １．６１６ １１２ ０
５ １．５７８ ８４７
６ １．５９９ ４５６
７ １．６０８ ６８５
８ １．６１２ ８０７
９ １．６１４ ６４６
１０ １．６１５ ４６６
１５ １．６１６ １１３
２０ １．６１６ １２４
２５ １．６１６ １２４
３０ １．６１６ １２４

　 　 边界层位移厚度 δ∗ 和动量厚度 θ 有着明确的物理意义［２］，在本问题中 δ∗ 和 θ 分别定义为

　 　 δ∗ ＝ ∫＋∞

０
ｆ ′（η）ｄη， θ ＝ ∫＋∞

０
［ ｆ ′（η）］ ２ｄη ． （４４）

７８１许　 　 丁



考虑到原控制方程（１）， δ∗ 和 θ 可化简为

　 　 δ∗ ＝ ∫＋∞

０
ｆ ′（η）ｄη ＝ ｌｉｍ

η→∞
ｆ（η） ＝ Ｍ ≈ １．６１６ １２４， （４５）

　 　 θ ＝ ∫＋∞

０
［ ｆ ′（η）］ ２ｄη ＝ － ２ｆ ″（０） ≈ ０．８８７ ４９６ ６． （４６）

最后考虑无穷远处流体法向速度 ｖ∞ ， 由式（５）得

　 　 ｖ∞ ＝ ｌｉｍ
η→∞

１
２
（ηｆ ′ － ｆ）

νＵｗ

ｘ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

　 　 　 　 － １
２

ｆ（∞ ）
νＵｗ

ｘ
≈－ ０．８０８ ０６２

νＵｗ

ｘ
＜ ０． （４７）

上式在求极限时利用了式（３６）．由于移动平板附近的流体被带动跟随平板一起运动形成空缺，
为了满足质量守恒定律，远处的流体有向下的运动趋势来填补上述空缺，因此无穷远处的流体

ｙ 方向速度指向平板．这和射流对周围环境流体形成的卷吸作用相类似．

４　 结　 　 论

１） 本文针对 Ｓａｋｉａｄｉｓ 流动引入变换式，该变换式可以克服流动半无限大定义域以及无穷

远处渐近边界条件所带来数学处理上的困难；
２） 本文采用不动点方法对上述变换后的方程进行了求解，得到了在整个流动区域内一致

有效的近似解析解，该近似解析解可以用级数的形式来表达；
３） 通过计算结果比较，表明 ＦＰＭ 是一种获得微分方程近似解析解的有效方法．
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ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｎｄ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， ２０１３， ８（１）： ０１１００５．
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Ａ Ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ Ｖａｌｉｄ Ｓｅｒｉｅｓ Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ Ｓａｋｉａｄｉｓ Ｆｌｏｗ
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ｅａｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗａｓ ｓｏｌｖｅｄ， ａｎｄ ａｎ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｅｍｉ⁃ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｅｒｉｅｓ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ Ｓａｋｉ⁃
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