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摘要：　 无界区域上的流体运动是流体力学中的热点和难点问题．采用传统的扩大计算区域算法和

新发展的基于无界区域的 Ｈｅｒｍｉｔｅ 基函数算法对二维无界区域的自由衰减流动进行研究．结果发

现，对于只存在相同符号涡的初始流场而言，两种方法都可以得出正确的结果；而对于正负涡都存

在的初始流场，传统方法即便利用非常大的计算区域也无法进行正确的长时间模拟，但是新方法

却能高效求解．对算例的 Ｈｅｒｍｉｔｅ 算法数值模拟验证了理论解 Ｏｓｅｅｎ 涡的存在．

关　 键　 词：　 无界区域；　 Ｈｅｒｍｉｔｅ 谱方法；　 Ｆｏｕｒｉｅｒ 谱方法；　 Ｏｓｅｅｎ 涡
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引　 　 言

二维或准二维的流体涡存在于许多物理现象中，如大气、海洋、肥皂薄膜或分层流动中．众
所周知，在二维的自由衰减湍流中，小的涡会逐渐汇聚成大的涡；在周期性边界条件下，最终会

形成双涡或条状结构［１］ ．此类有界区域的研究有很多，如文献［２⁃１９］．大气、海洋中的二维流动

现象一般发生在无界或者边界效应很弱的区域内，如文献［２０］所述．另外，无界区域也应用在

星系的螺旋状结构研究中［２１］ ．最近的研究表明［２２⁃２３］，二维无界流动在自由衰减的情况下会形

成 Ｏｓｅｅｎ 涡：
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本文试图利用数值模拟的方法对此理论结果进行初步探讨．
我们所面对的主要问题是现有的所有方法都不可能进行真正无界区域的数值模拟．比较

直接的近似办法有尽可能的扩大计算区域［２４］，加海绵层（ｓｐｏｎｇｅ⁃ｌａｙｅｒ［２５］ ），或者采用某种从有

界区域到无限区域的坐标变换算法等．其中最自然的做法可能是利用 Ｌａｇｕｅｒｒｅ 或者 Ｈｅｒｍｉｔｅ 函

数做基函数进行数值模拟［２６⁃２８］ ．
本文的主要目的就是试图利用扩大计算区域算法和新发展的 Ｈｅｒｍｉｔｅ 谱方法［２６］数值模拟

二维无界流动的自由衰减过程．
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１　 控制方程和数值方法

在计算中采用涡流函数形式的二维不可压的 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程：

　 　 ∂ω
∂ｔ

＋ ∂ψ
∂ｙ

∂ω
∂ｘ

－ ∂ψ
∂ｘ

∂ω
∂ｙ

＝ νΔω， （１）

　 　 Δψ ＝－ ω， （２）
这里， ω 为涡量，ψ 为流函数，ν 为粘性系数．计算区域（ｘ，ｙ） ∈ （ － ∞， ＋ ∞） × （ － ∞， ＋ ∞） ．
　 　 采用的初始条件由 ４ 个不同的单涡结构组成：

　 　 ω（ｘ） ＝ ∑
４

ｉ ＝ １
γ ｉｇ（ｘ － ｘｉ）， （３）

其中

　 　 ｇ（ｘ） ＝ １
４σ ２ ｅ － ｘ ２ ／ （４σ２）， σ ＝ ６ × １０２ ．

为了更好地和理论结果相对照［２２⁃２３］， γ ｉ 和 ｘｉ 参数应当谨慎选取，使涡量的中心和坐标原

点重合：
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在本文的计算中，采取如下两组 { γ ｉ，ｘｉ } ， ｉ ＝ １，２，３，４：
Ａ 组（只有正值涡）
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Ｂ 组（正负值的涡都有）
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本文的扩大区域算法是基于 Ｆｏｕｒｉｅｒ 伪谱法［２９⁃３１］， 计算区域为

　 　 （ｘ，ｙ） ∈ ［ － ｎπ， ＋ ｎπ］ × ［ － ｎπ， ＋ ｎπ］，
其中 ｎ 为尽可能大的正数，以近似模拟无界区域的流动．作为对照的模拟则采用 Ｈｅｒｍｉｔｅ 伪谱

法［２６］，其插值点分布在［－２．５，２．５］×［－２．５，２．５］的区域内（其后的数值试验表明此插值区域可

以很好地模拟上述无界问题至 ｔ ＝ １００） ．

２　 两种方法数值模拟结果的比较

２．１　 Ａ组

在本组对照实验中，Ｈｅｒｍｉｔｅ 模拟采用 ２００×２００ 个网格点，Ｆｏｕｒｉｅｒ 模拟采用 ２５６×２５６ 个网

格点并且 ｎ ＝ １．由于 Ｆｏｕｒｉｅｒ 模拟中的网格点是均匀分布，而 Ｈｅｒｍｉｔｅ 模拟中的网格点是中间稍

微密集［２６］，所以两种方法在坐标原点附近的分辨率大体一致．
图 １ 表明模拟初期设置的 ４ 个正值涡在短暂的相互缠绕之后，很快地融合为一个大涡 （ ｔ

＝ １）， 并且逐渐地向远处扩散，出现了理论研究所预测的 Ｏｓｅｅｎ 涡［２２⁃２３］ ．在本组实验中 Ｆｏｕｒｉｅｒ
的模拟结果和 Ｈｅｒｍｉｔｅ 基本相似（图 ２）．因此，对于流场中只存在一种符号的涡的时候，两种方
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法都能很好地模拟此类无界区域的流动．而且由于同是谱方法（只是插值基函数不同），二者的

计算都具有谱精度．

图 １　 Ａ 组 Ｈｅｒｍｉｔｅ 的模拟结果（本文中全部涡量场图均采用等间隔的涡量等值线绘制）

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ Ｈｅｒｍｉｔｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｇｒｏｕｐ Ａ （ａｌｌ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｃｏｎｔｏｕｒｓ ａｒｅ ｅｑｕａｌｌｙ ｓｐａｃｅｄ， ｔｈｅ ｓａｍｅ ｂｅｌｏｗ）

图 ２　 Ａ 组 Ｆｏｕｒｉｅｒ 的模拟结果

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｇｒｏｕｐ Ａ

２．２　 Ｂ组

在 Ｂ 组对照实验中，Ｈｅｒｍｉｔｅ 模拟依然采用 ２００×２００ 的分辨率．Ｆｏｕｒｉｅｒ 模拟采用 ３ 种不同

的的分辨率并同时扩大计算区域：
１） ２５６×２５６， ｎ ＝ １；
２） １ ０２４×１ ０２４， ｎ ＝ ４；
３） ４ ０９６×４ ０９６， ｎ ＝ １６．
和 Ａ 组的涡量场演化稍有不同的是，负值涡的引入在数值模拟的初期产生了类似于对涡

的情况（图 ３， ｔ ＝ ０．１） ．众所周知完全自由的对涡会沿着特定的方向一直前进下去，具体到本

文的问题就会阻碍涡的相互融合．因此 Ｂ 组的 Ｈｅｒｍｉｔｅ 模拟在最终汇聚成一个大涡的时间要比

Ａ 组晚得多 （ ｔ ＝ １０） ．大涡形成之后逐渐向远处扩散，同样出现了理论研究所预测的 Ｏｓｅｅｎ
涡［２２⁃２３］ ．
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图 ３　 Ｂ 组 Ｈｅｒｍｉｔｅ 的模拟结果

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ Ｈｅｒｍｉｔｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｇｒｏｕｐ Ｂ

图 ４　 Ｂ 组 Ｆｏｕｒｉｅｒ，２５６×２５６ （ｎ ＝ １） 的模拟结果

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｇｒｏｕｐ Ｂ （ｎ ＝ １， ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｓ ２５６×２５６）

与 Ｈｅｒｍｉｔｅ 模拟形成鲜明对照的是，Ｆｏｕｒｉｅｒ 模拟似乎很难对类似 Ｂ 组的情况进行模拟．当
利用（２π） ２ 大小的区域进行模拟的时候几乎看不到有 Ｏｓｅｅｎ 涡出现的迹象（图 ４）．系统最终

演化成一正一负两个涡共存的情况［１⁃３］ ．当把计算区域扩大到 １６ 倍（图 ５）和 ２５６ 倍（图 ６）的时

候，情况略有改善．在 ｔ ＝ １００ 的时候，系统出现了一个近似于 Ｏｓｅｅｎ 涡的情况，但负值涡似乎无

法完全融合到大涡中去，这和理论结果完全相背离．
值得注意的是在图 ６ 中，仅展示了 ｎ ＝ １６ 时的一小部分计算区域［－６，６］×［－６，６］．整个计

算区域中的绝大部分的涡量值为 ０，并不提供有价值的信息．
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图 ５　 Ｂ 组 Ｆｏｕｒｉｅｒ，１ ０２４×１ ０２４ （ｎ ＝ ４） 的模拟结果

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｇｒｏｕｐ Ｂ （ｎ ＝ ４， ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｓ １ ０２４×１ ０２４）

图 ６　 Ｂ 组 Ｆｏｕｒｉｅｒ， ４ ０９６×４ ０９６ （ｎ ＝ １６） 的模拟结果

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｇｒｏｕｐ Ｂ （ｎ ＝ １６， ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｓ ４ ０９６×４ ０９６）

３　 结　 　 论

本文采用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 扩大计算区域算法和 Ｈｅｒｍｉｔｅ 基函数算法对二维无界区域的自由衰减流

动进行研究．对于 Ａ 组（只有正值涡）实验两种方法都可以得出正确的结果；而对于 Ｂ 组（同时

存在正负值涡）实验 Ｈｅｒｍｉｔｅ 算法可以正确求解，Ｆｏｕｒｉｅｒ 算法则存在比较明显的的缺点：１） 大

量的计算时间浪费在了无用的网格点上； ２） 不适合较长时间的数值模拟．
总之，在无界问题的模拟上，Ｈｅｒｍｉｔｅ 谱方法是一种值得深入研究的方法，同时本文的简单
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演算也验证了理论解 Ｏｓｅｅｎ 涡的存在．
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（１． Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｍｉｃｒｏｇｒａｖｉｔｙ Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ（Ｃｈｉｎｅｓｅ Ａｃａｄｅｍｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ）； Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，
Ｃｈｉｎｅｓｅ Ａｃａｄｅｍｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， Ｂｅｉｊｉｎｇ １００１９０， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；

２． Ｄｅｐａｒｔｍｅｎｔ ｏｆ Ｐｈｙｓｉｃｓ ａｎｄ Ａｓｔｒｏｎｏｍｙ， Ｄａｒｔｍｏｕｔｈ Ｃｏｌｌｅｇｅ，
Ｈａｎｏｖｅｒ， Ｎｅｗ Ｈａｍｐｓｈｉｒｅ ０３７５５， ＵＳＡ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｔｈｅ ｆｌｕｉｄ ｍｏｔｉｏｎ ｉｎ ａｎ ｕｎｂｏｕｎｄｅｄ ｄｏｍａｉｎ ｉｓ ａｎ ａｐｐｅａｌｉｎｇ ａｎｄ ｄｉｆｆｉｃｕｌｔ ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｎ
ｆｌｕｉｄ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ． Ｔｈｅ ２Ｄ ｕｎｂｏｕｎｄｅｄ ｆｒｅｅ ｄｅｃａｙｉｎｇ ｆｌｏｗ ｗａｓ ｓｔｕｄｉｅｄ ａｎｄ ｓｉｍｕｌａｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｔｒａ⁃
ｄｉｔｉｏｎａｌ ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｄｏｍａｉｎ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｓｃｈｅｍｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｎｅｗｌｙ ｄｅｖｅｌｏｐｅｄ Ｈｅｒｍｉｔｅ ｓｐｅｃｔｒａｌ ａｌ⁃
ｇｏｒｉｔｈｍ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ． Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ， ｉｎ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ｏｎｌｙ ｓａｍｅ⁃ｓｉｇｎｅｄ ｖｏｒｔｉｃｅｓ ｅｘｉｓｔｉｎｇ
ｉｎ ｔｈｅ ｄｏｍａｉｎ ａｔ ｔｈｅ ｂｅｇｉｎｎｉｎｇ ｏｆ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ， ｂｏｔｈ ｍｅｔｈｏｄｓ ｇｉｖｅ ｃｏｒｒｅｃｔ ｒｅｓｕｌｔｓ； ｏｎ ｔｈｅ ｏｔｈｅｒ
ｈａｎｄ， ｉｎ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ａｎｄ ｎｅｇａｔｉｖｅ ｖｏｒｔｉｃｅｓ ｃｏｅｘｉｓｔｉｎｇ ｉｎｉｔｉａｌｌｙ， ｔｈｅ ｎｅｗ Ｈｅｒｍｉｔｅ ｓｐｅｃｔｒａｌ
ｍｅｔｈｏｄ ｓｔｉｌｌ ｇｉｖｅｓ ｓａｔｉｓｆａｃｔｏｒｙ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ ｅｖｅｎ ａｆｔｅｒ ｌｏｎｇｔｉｍｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ，
ｂｕｔ ｔｈｅ ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｍｅｔｈｏｄ ｈａｒｄｌｙ ｙｉｅｌｄｓ ｃｏｒｒｅｃｔ ｒｅｓｕｌｔｓ ｅｖｅｎ ｉｎ ａ ｇｒｅａｔｌｙ ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｃｏｍ⁃
ｐｕｔｉｎｇ ｄｏｍａｉｎ． Ｍｏｒｅｏｖｅｒ， ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘａｍｐｌｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ｈｅｒｍｉｔｅ ｓｐｅｃｔｒａｌ
ｍｅｔｈｏｄ ｐｒｏｖｅ ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｌｙ ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ Ｏｓｅｅｎ ｖｏｒｔｉｃｅｓ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｕｎｂｏｕｎｄｅｄ ｄｏｍａｉｎ； Ｈｅｒｍｉｔｅ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈｏｄ； Ｆｏｕｒｉｅｒ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈｏｄ； Ｏｓｅｅｎ
ｖｏｒｔｅｘ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（１１４７２２８３； １１１７２３０８）

７９１尹　 　 兆　 　 华　 　 　 Ｄ·Ｃ·蒙 哥 马 利


