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摘要：　 根据扁壳几何非线性理论，推导了均布压力与均匀温度场联合作用下的扁球壳的位移型

几何非线性控制方程．考虑夹紧边界条件，采用打靶法得到了扁球壳轴对称弯曲与屈曲的数值结

果．讨论了壳体几何参数对平衡路径、临界荷载的影响．给出了壳体临界几何参数．当几何参数大于

临界几何参数时，上、下临界荷载都随几何参数增加而增加．给定几何参数时，考察了不同均匀温度

场对壳体上、下临界荷载、临界几何参数以及平衡构型的影响．均匀升温会使上临界荷载显著增加，
会使下临界荷载略有减小．均匀变温会使临界几何参数改变．
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引　 　 言

自从 ｖｏｎ Ｋ􀅡ｒｍ􀅡ｎ 和 Ｔｓｉｅｎ（钱学森） ［１］ 首先指出载荷⁃位移非线性关系是薄壳稳定性中的

重要因素，并首先对球壳的屈曲进行了非线性分析之后，人们利用非线性分析方法对扁球壳的

屈曲做了大量的工作［２⁃３］ ．我国学者在该领域的工作在国际上占有重要位置，早在 １９４５ 年，钱
伟长（未发表）首先用势能原理研究了对称线布载荷作用下扁薄圆球壳的弯曲与跳跃问题．
１９５４ 年，胡海昌［４］研究了扁薄圆球壳在均布边缘力矩作用下的跳跃问题，文中首次证明了一

个理论上完全正确的关系式，即跳进力矩与跳回力矩的平均值与壳体几何参数的平方成正比；
求出了可能产生跳跃现象的临界几何参数．１９６６ 年，罗祖道等［５］ 提出了有关开顶双层扁薄圆

球壳在均布温度场作用下的稳定性的一般理论，文中给出了临界跳跃温度与壳体的物理、几何

诸参数之间的相互关系．１９８３ 年，叶开沅［６］系统介绍了柔韧构件研究在中国的进展，继而又在

１９８７ 年［７］提出了求解圆底扁薄球壳非线性微分方程边值问题的 Ｎｅｗｔｏｎ（牛顿）⁃样条函数法

（ＮＳ 法），并应用该方法详细讨论了圆底扁薄球壳的屈曲前和屈曲后行为以及寻找临界点的

问题．
由于该问题的非线性性质，对其求解方法的研究是其重要的组成部分．１９８８ 年，顾淑贤［８］

用三次 Ｂ 样条函数和逐步迭代法求解了扁球壳在对称线布载荷作用下的非线性稳定性，该方

２６２

　 应用数学和力学，第 ３６ 卷 第 ３ 期
　 ２０１５ 年 ３ 月 １５ 日出版

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　
　 　 Ｖｏｌ．３６，Ｎｏ．３，Ｍａｒ．１５，２０１５

∗ 收稿日期：　 ２０１４⁃０７⁃０４； 修订日期：　 ２０１５⁃０１⁃２９
作者简介：　 赵伟东（１９７２—），男，甘肃靖远人，副教授，硕士（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｚｈｗｄ．ｘｂｌ＠ １６３．ｃｏｍ）．



法的显著成就是： 当壳体几何参数 ｋ ＜ ２５ 时，所得的结果与前人的结果一致；在 ２５ ＜ ｋ ＜ ４００
的大范围内，仍能得到收敛良好的解答．就在同一年，严圣平［９］ 用逐步加载法将圆底扁球壳在

均布压力作用下的非线性微分方程组线性化，然后以三次 Ｂ 样条函数为试函数，用配点法将

线性微分方程组化成线性代数方程组，最终使问题得到了满意的解答，文中给出了大量可供后

续工作者参考的宝贵数据．
在建筑和精密仪器的弹性元件中，经常使用具有硬中心的边缘固定的开顶扁球壳．１９８８

年，刘人怀等［１０］用修正迭代法研究了开顶扁球壳的非线性稳定性．１９９７ 年，严圣平［１１］ 用文献

［９］提出的方法，研究了均布荷载作用下变厚度开顶扁球壳的非线性稳定性问题．２００１ 年，王
璠等［１２］用修正迭代法研究了开顶扁球壳的动态屈曲．

近年来，对扁球壳非线性静、动力学行为的研究仍是研究领域的热点． ２００８ 年，朱永安

等［１３］考虑横向剪切效应，用修正迭代法研究了对称圆柱正交异性层合扁球壳的热屈曲．２０１０
年，李善倾等［１４］以简支梯形底扁球壳的自由振动为例，详细阐明了准 Ｇｒｅｅｎ 函数方法的思想，
并求得了较高精度的结构固有频率．该文首次在壳体结构中运用了准 Ｇｒｅｅｎ 函数方法，为研究

底边界形状复杂的简支扁球壳的自由振动提出了一种新的数学方法．同在 ２０１０ 年，Ｐａｎｄａ
等［１５］基于高阶剪切变形理论（ＨＳＤＴ），运用直接迭代法结合非线性有限元法，研究了复合材料

层合扁球壳形面板在热后屈曲状态时的非线性自由振动．２０１３ 年，Ｂｏｒｏｕｊｅｒｄｙ 等［１６］考虑均匀的

外部压力、热荷载以及恒定电压作用，研究了带有压电层的功能梯度扁球壳的非线性轴对称

热⁃机械响应．就在同一年，张平等［１７］根据势能驻值原理，用有限元法研究了用于自适应进气道

的扁薄球壳的双稳态特性．
我们知道：圆底扁球壳在对称压力作用下的对称屈曲是个典型的两点边值问题．已有文献

多以横向位移函数 ｗ和径向薄膜内力 Ｎｒ（或应力函数Ф） 为基本未知函数建模并设法求解，由
于问题的非线性特性，求解过程普遍较复杂．若用横向位移函数 ｗ 和径向位移函数 ｕ 来描述，
则可得一对相互耦合的位移型非线性常微分方程组．如果用打靶法求其数值结果，则无需对方

程做任何处理，从而避免引入人为误差，只要找到相应的初值，就可以计算得到较高精度的数

值解．在该领域用打靶法求解扁薄球壳弯曲与屈曲的文献还不多见，有关温度变化对扁薄球壳

弯曲与屈曲的影响方面的数据依然稀缺．考虑到作为精密仪器弹性元件的扁薄球壳，经常需要

在弹性范围内工作，且常常需要利用屈曲发生时产生的“跳跃”现象作为自动控制的信号，这
就需要考虑物理方程线弹性、几何方程非线性的因素；并且由位移型方程及位移型边界条件给

出的一维定解问题很容易用打靶法求得较高精度的解．本文在文献［１８⁃２０］工作基础上，考虑

均匀变温场，建立了在均布外压作用下的圆底扁薄球壳轴对称弯曲 ／屈曲位移型方程，并给出

了固定边的位移型边界条件及中心对称条件．运用打靶法计算得到了过屈曲平衡路径、临界荷

载随几何参数变化的稳定曲线，发现壳体上临界荷载对变温很敏感，变温会使临界几何参数发

生改变．为了直观起见，给出了一个具有实际参数圆底扁薄球壳在不同变温环境下的过屈曲平

衡路径及平衡构型．将文中数据与文献［９］中已有的数据做了详细对比，二者能较好地一致．取
壳体几何参数 ｋ ＝ ０（壳体退化为圆薄板），当未发生变温时，所得数据与圆薄板大挠度问题摄

动法解一致性很好．

１　 建立数学模型

在研究图 １ 圆底扁薄球壳轴对称弯曲变形时，应用圆柱坐标系，则球壳中曲面上任意点 Ａ

３６２赵　 　 伟　 　 东　 　 　 杨　 　 亚　 　 平



的位置坐标为 Ａ（ ｒ，θ，ｚ） ．在轴对称的情况下，Ａ点的径向位移Ｕ（ ｒ） 及横向位移（即挠度）Ｗ（ ｒ）
仅是半径 ｒ 的一元函数．设球壳中曲面曲率半径为 Ｒ，ｈ 为壳体厚度，Ｆ 为拱高，ａ 为圆底半径，ｑ
为均布压力集度，Ｔ 为均匀变温．在线弹性、轴对称的情况下，扁薄球壳中曲面大挠度几何方程

由文献［２１］中的相应方程退化为
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图 １　 夹紧扁球壳
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大挠度扁薄球壳在均布外压作用下的平衡方程由文献［２１］中的相应方程退化为
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式中， ｑ为均布压力集度；Ｎｒ，Ｎθ 分别为径向和环向截面上的薄膜力；Ｍｒ，Ｍθ 分别为径向和环向

截面上的内矩；Ｑｒ 为径向截面上的横向剪力，表示式是

　 　 Ｎｒ ＝ Ｋ（εｒ ＋ νεθ） － ＥｈαＴ ／ （１ － ν）， （６）
　 　 Ｎθ ＝ Ｋ（εθ ＋ νεｒ） － ＥｈαＴ ／ （１ － ν）， （７）
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式中 Ｋ ＝ Ｅｈ ／ （１ － ν２），Ｄ ＝ Ｅｈ３ ／ １２（１ － ν２） 为弯曲刚度，Ｅ 为弹性模量，ν 为 Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比，
α 为材料热膨胀系数．联立式（１） ～ （１０），考虑 １ ／ Ｒ ≈ ２Ｆ ／ ａ２， 并引入下列无量纲量：

　 　 ｘ ＝ ｒ ／ ａ， ｗ ＝ Ｗ ／ ｈ， ｕ ＝ Ｕａ ／ ｈ２， ｆ ＝ Ｆ ／ ｈ， ｋ ＝ １２（１ － ν２） ａ２ ／ （Ｒｈ），
　 　 μ ＝ １２（１ ＋ ν）αａ２Ｔ ／ ｈ２， Ｑ ＝ ｑａ４ ／ （Ｄｈ），
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式中， ｘ为柱坐标系中的无量纲径向坐标， ｕ和ｗ分别为无量纲径向和横向位移函数， ｆ为球壳

无量纲拱高， ｋ 为壳体物理几何参数（由于该参数不但与壳体几何尺寸有关，也与壳体材料常

数有关，但为了与传统文献一致，下文仍称其为壳体几何参数）， μ 为无量纲变温， Ｑ 为无量纲

均布外压力．于是得到扁球壳无量纲位移型几何非线性方程如下：
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式中算子
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固定夹紧边界条件：

　 　 ｘ ＝ １ 时， ｕ ＝ ０， ｗ ＝ ０， ｄｗ
ｄｘ

＝ ０； （１３）

中心对称条件：

　 　 ｘ ＝ ０ 时， ｕ ＝ ０， ｄｗ
ｄｘ

＝ ０． （１４）

由于结构、荷载及变形均正对称，故位于球顶 （ ｒ→０） 径向截面（正对称截面）上反对称的

剪力 Ｑｒ ＝ ０；又因为外荷载 ｑ连续，故剪力Ｑｒ 连续；若用无量纲横向位移ｗ及径向坐标 ｘ 表达式

（１０），则有下式成立：
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方程（１１）、（１２）及边界条件（１３） ～ （１５）为均匀变温场中的、均布外压作用的固定边圆底扁薄

球壳轴对称弯曲变形的常微分方程两点边值问题，易用打靶法得到其数值结果（需要说明的

是：若令式（１１）、（１２）中的几何参数 ｋ ＝ ０，方程将退化为均匀变温场中的圆薄板在横向荷载作

用下的大挠度问题；若再令 Ｑ → ０， 则可求圆薄板热屈曲临界温度）．
为了用打靶法求解上述两点边值问题，设
　 　 Ｙ ＝ （ｙ１ 　 ｙ２ 　 ｙ３ 　 ｙ４ 　 ｙ５ 　 ｙ６ 　 ｙ７） Ｔ ＝ （ｗ　 ｗ′　 ｗ″　 ｗ‴　 ｕ　 ｕ′　 Ｑ） Ｔ ．
由于方程（１１）、（１２）及边界条件（１５）在 ｘ ＝ ０ 处存在奇异性，为保证数值结果收敛，将求

解区间取为［Δｘ，１］，其中 Δｘ → ０ ＋ ．则原两点边值问题可化为下述初值问题：

　 　 ｄＹ
ｄｘ

＝ Ｈ（Ｙ，ｘ） ＝ （ｙ２ 　 ｙ３ 　 ｙ４ 　 ϕ１ 　 ｙ６ 　 ϕ２ 　 ０） Ｔ，　 　 ｘ ∈ ［Δｘ，１］，

式中 ϕｉ（ ｉ ＝ １，２） 从非线性常微分方程（１１）、（１２）中得到，不再赘述．由于位移函数在 ｘ ＝ ０ 处

连续可微，当 Δｘ 充分小时，可用 Δｘ 处的值代替 ｘ ＝ ０ 处的边界条件：
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　 　 Ｙ（Δｘ） ＝ （η 　 ０　 Ｖ１ 　 ０　 ０　 Ｖ２ 　 Ｖ３） Ｔ，
式中 η 为 ｘ ＝ Δｘ 处的初始挠度（赋值），Ｖｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 为待定参数，由 ｘ ＝ １ 处的边界确定．

２　 数值结果分析

为便于将本文中的数据与文献［９］中的数据做对比，令方程（１１）中的无量纲荷载 Ｑ ＝ Ｐ ／

３（１ － ν ２） ，无量纲变温 μ ＝ ０．图 ２在给定 １３个壳体几何参数 ｋ的情况下，给出了均布外压力

Ｐ 与壳体中心挠度 ｗ（０） 的关系曲线．数值计算表明：当 ｋ ＜ １１．１ 时，ｗ（０） 为 Ｐ的单值函数；当
ｋ ＞ １１．１时，在Ｐ的一定取值范围内，ｗ（０） 为Ｐ的多值函数，曲线出现了明显的迂回，也即出现

了上下临界荷载．由于曲线的迂回特性，在物理上将导致跳跃的发生，这是很多文献已经揭示

的成果，这里不做详细描述．现在用 ｋｃｒ ＝ １１．１ 来表达均布外压作用的固定边圆底扁薄球壳的临

界几何参数．经换算该值对应的壳体无量纲拱高（即临界拱高） ｆｃｒ ＝ １．６７９ ５．为便于应用，表 １、
表 ２ 中列出了图 ２ 中的部分数据，给出了不同几何参数 ｋ 的上下临界荷载（即表中的加粗数

字），并与文献［９］中已有的数据做了对比．从数据对比可以看出：① 当壳体退化为圆板 （ｋ ＝
０） 时，打靶法数值结果不但能与摄动法解很好一致，也能与文献［９］的解（选用 ｎ ＝ ４０，ＷｋＯ ＝
０．０１ 时所得载荷）很好一致； ② 当 ｋ ＝ ６，１６，２０，２６ 时，打靶法解也能够与文献［９］的解（选用 ｎ
＝ ９０，ＷｋＯ ＝ ０．００２ 时所得载荷）很好一致．以 ｋ ＝ ２６ 为例，本文上临界荷载对应的中心挠度与文

献［９］的相应值同为 ０．８５４；若以文献［９］的上临界荷载为参考值，本文相应的解与其相对误差

小于 ０．２％，而本文下临界荷载为 ３７２．８８０ ７，对应的中心挠度为 ５．４０８（文献［９］未提供该值）．
上面的数据对比表明，对前文导出的固定边圆底扁薄球壳位移型方程及定解条件，用打靶法求

解是有效的．

图 ２　 不同壳体几何参数 ｋ 对应的中心挠度 图 ３　 不同变温 μ 对应的中心挠度 ｗ（０）

ｗ（０） 与均布外压力 Ｐ 的关系曲线 与均布外压力 Ｑ 的关系曲线

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｅｎｔｅｒ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｗ（０） ｖｓ． ｕｎｉｆｏｒｍ Ｆｉｇ． ３　 Ｃｅｎｔｅｒ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｗ（０） ｖｓ． ｕｎｉｆｏｒｍ

ｅｘｔｅｒｎａｌ ｐｒｅｓｓｕｒｅ Ｐ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｐｒｅｓｓｕｒｅ Ｑ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｏｆ ｓｈｅｌｌ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｋ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｕｎｉｆｏｒｍ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ μ

下面通过图 ３ 给出变温对壳体过屈曲平衡路径的影响．为了利用方程（１１）右边的无量纲

荷载的最简形式，现在仍用 Ｑ 来表达无量纲均布压力．也为了便于描述的缘故，图中仅以壳体

几何参数 ｋ ＝ １７ 为例，给出不同变温情况的过屈曲平衡路径．

６６２ 扁球壳在均布压力与均匀温度场联合作用下的屈曲



表 １　 壳体中心挠度 ｗ（０） 对应的均布外压力 Ｐ 的数值结果􀃬

Ｔａｂｌｅ １　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｉｆｏｒｍ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｓｈｅｌｌ ｃｅｎｔｅｒ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｗ（０） 􀃬

ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

ｗ（０）

ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｎ ｒｅｆ． ［９］ （ｎ ＝ ４０，ＷｋＯ ＝ ０．０１）

Ｐ ＝ ∑ｐｋ， ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｒｏｍ ｒｅｆ． ［９］

ｋ ＝ ０

ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ｉｎ ｒｅｆ． ［９］

ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ｐｒｅｓｅｎｔ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｎ ｒｅｆ． ［９］ （ｎ ＝ ９０，ＷｋＯ ＝ ０．００２）

Ｐ ＝ ∑ｐｋ

ｋ ＝ ６ ｋ ＝ ２６

ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ｉｎ ｒｅｆ． ［９］

ｐｒｅｓｅｎｔ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ｉｎ ｒｅｆ． ［９］

ｐｒｅｓｅｎｔ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ

０．１ １０．６３３ ３８３ ８ １０．６３２ １０．６３２ ３７０ １６．７８９ ０４７ ２ １６．７５９ ８５０ １８０．４２５ ７３５ １８０．３２１ ９０

０．２ ２１．５９０ ７８９ ８ ２１．６１１ ２１．６１１ ３３０ ３１．００２ ０７５ ２ ３０．９４９ １７０ ３４２．２８３ ４４７ ３４２．０５６ ９０

０．３ ３３．２２１ ２０６ ７ ３３．２８１ ３３．２８５ ６８０ ４３．０５４ ８４０ １ ４２．９８３ ６８０ ４８４．７６３ ４２８ ４８４．３８８ ４０

０．４ ４５．８７７ ４１０ ９ ４５．９９１ ４６．００８ １７０ ５３．３４７ ５８０ ０ ５３．２６３ ２５０ ６０６．５６９ ５８０ ６０６．００９ ８０

０．５ ５９．９１７ ７５５ １ ６０．０８５ ６０．１３７ ２９０ ６２．２６４ ３１２ ７ ６２．１７１ ７００ ７０５．８５２ ７８３ ７０５．０６１ ６０

０．６ ７５．７０７ ９７７ ３ ７５．９１０ ７６．０３９ ０２０ ７０．１７２ ６８３ ７ ７０．０７６ ２００ ７８０．４３５ ７９１ ７７９．３６７ ２０

０．７ ９３．６２２ ５２８ １ ９３．８１２ ９４．０８８ ６１０ ７７．４２４ ６６７ ４ ７７．３２８ ４１０ ８２８．７２４ ３６５ ８２７．３６６ ７０

０．８ １１４．０４５ ７６１ １１４．１４ １１４．６７０ ８００ ８４．３５７ ８０３ ３ ８４．２６５ ５６０ ８５１．３８１ １０４ ８４９．７９３ ４０

０．８５２ １２６．５０５ １００ ８７．８５６ ５７０ ８５４．２６６ １１３ ８５２．６０５ ５０

０．８５４ １２６．９７６ ９００ ８７．９９５ ３６０ ８５４．２７１ ４８４ ８５２．６０８ ９０

０．８５６ １２７．４５０ ０００ ８８．１３４ １９０ ８５４．２６９ ７７５ ８５２．６０５ ２０

０．９ １３７．３７２ ４５２ １３７．２３ １３８．１８１ ３００ ９１．２９７ ３３２ ８ ９１．２１２ ５７０ ８５２．４９１ ２１１ ８５０．７９５ ７０

１．０ １６４．００８ ０１１ １６３．４４ １６５．０２６ ５００ ９８．５５８ ９６０ ０ ９８．４８４ ８７０ ８３８．５０６ ８３６ ８３６．８２８ ２０

１．１ １９４．３６７ ９０５ １９３．１２ １９５．６２２ ６００ １０６．４５２ ３３２ １０６．３９１ ８０ ８１５．７７５ １４６ ８１４．１９３ ７０

１．２ ２２８．８７６ ７５５ ２２６．６０ ２３０．３９４ ８００ １１５．２８４ ７４４ １１５．２４０ ７０ ７８８．９７８ ５１６ ７８７．５２８ ８０

１．３ ２６７．９６６ ５５３ ２６４．２３ ２６９．７７６ ６００ １２５．３６５ ３８７ １２５．３４０ ８０ ７６１．０２１ ９３７ ７５９．７０６ ４０

１．４ ３１２．０７５ ９２８ ３０６．３７ ３１４．２０５ ６００ １３７．００９ ２０１ １３７．００６ ８０ ７３３．５２７ ３４４ ７３２．３３７ ５０

１．５ ３６１．６４５ ７５２ ３５３．３５ ３６４．１２３ ７００ １５０．５４０ ６８０ １５０．５６３ ７０ ７０７．３２８ ６１３ ７０６．２４９ ８０

１．６ ４１７．１１９ ８７３ ４０５．５３ ４１９．９７４ ７００ １６６．２９７ １３４ １６６．３４８ ５０ ６８２．８０７ ３７３ ６８１．８２４ ６０

１．７ ４７８．９４０ ９１８ ４６３．２４ ４８２．２０３ ５００ １８４．６３１ ０７３ １８４．７１４ ３０ ６６０．０９３ ２６２ ６５９．１９１ ５０

１．８ ５４７．５４９ ０７２ ５２６．８４ ５５１．２４３ ５００ ２０５．９１１ ９４２ ２０６．０３０ ６０ ６３９．１７９ １９９ ６３８．３４６ ５０

１．９ ６２３．３８１ ８３６ ５９６．６７ ６２７．５３８ ５００ ２３０．５２６ ６５７ ２３０．６８４ ３０ ６１９．９８５ ３５２ ６１９．２１２ １０

２．０ ７０６．８７１ ０４９ ６７３．０８ ７１１．５１７ ５００ ２５８．８７９ １５０ ２５９．０８０ ４０ ６０２．３９６ ７２９ ６０１．６７１ ３０

２．１ ８０３．６０６ ７００ ２９１．６３８ ６０ ５８５．６００ ２０

２．２ ９０４．２２９ ９００ ３２８．７９２ ２０ ５７０．８６４ ３０

２．３ １ ０１３．７９９ ０００ ３７０．９８５ ００ ５５７．３３２ ８０

２．４ １ １３２．７２６ ０００ ４１８．６６７ ４０ ５４４．８８６ ００

２．６ １ ４００．２６７ ０００ ５３２．３２５ ４０ ５２２．７８９ ７０

２．８ １ ７１０．０４６ ０００ ６７３．３９１ ５０ ５０３．７６５ １０

３．０ ８４５．４２１ ６０ ４８７．１３４ ３０

３．２ １ ０５１．８４１ ０ ４７２．３４６ ３０

３．４ １ ２９５．９６６ ０ ４５８．９６０ ７０

３．６ １ ５８０．９８５ ０ ４４６．６３０ １０

５．４０６ ３７２．８８４ ９０

５．４０８ ３７２．８８０ ７０

５．４１０ ３７２．８８１ ００

７６２赵　 　 伟　 　 东　 　 　 杨　 　 亚　 　 平



表 ２　 壳体中心挠度 ｗ（０） 对应的均布外压力 Ｐ 的数值结果􀃭

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｉｆｏｒｍ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｓｈｅｌｌ ｃｅｎｔｅｒ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｗ（０） 􀃭

ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

ｗ（０）

ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｎ ｒｅｆ． ［９］ （ｎ ＝ ９０，ＷｋＯ ＝ ０．００２）， Ｐ ＝ ∑ｐｋ，

ｋ ＝ １６ ｋ ＝ １８ ｋ ＝ ２０ ｋ ＝ ２２

ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ｉｎ ｒｅｆ． ［９］

ｐｒｅｓｅｎｔ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ｐｒｅｓｅｎｔ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ｉｎ ｒｅｆ． ［９］

ｐｒｅｓｅｎｔ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ｐｒｅｓｅｎｔ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ

０．１ ６４．９８５ ８３９ ８ ６４．８９５ ７９０ ８１．６５５ ０００ １０１．４３１ ０７６ １０１．３２０ ５０ １２４．１４８ ３０

０．２ １２０．１６１ ６５２ １１９．９８３ ９０ １５１．６０１ ７０ １８９．２０４ １０２ １８８．９７７ ００ ２３２．７２７ ７０

０．３ １６６．０７３ １０５ １６５．８１２ １０ ２１０．２６３ ８０ ２６３．５２０ ９９６ ２６３．１７３ ５０ ３２５．６２７ ７０

０．４ ２０３．３３５ ９２２ ２０２．９９８ １０ ２５８．１５４ ３０ ３２４．６６０ ６４５ ３２４．１９１ ００ ４０２．７３６ ９０

０．５ ２３２．６４４ ４０９ ２３２．２３８ ００ ２９５．９０８ ８０ ３７３．０４７ １１９ ３７２．４５７ ２０ ４６４．０４９ ７０

０．６ ２５４．７７４ ０３３ ２５４．３０９ ８０ ３２４．３１４ ９０ ４０９．３３３ ９８４ ４０８．６３２ ６０ ５０９．８４２ １０
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８６２ 扁球壳在均布压力与均匀温度场联合作用下的屈曲



　 　 从图容易看出： ① 均匀变温（相对初始温度而言，下文同， 不再赘述）对壳体上临界荷载

Ｑｕ
ｃｒ 有着明显的影响，温度升高，Ｑｕ

ｃｒ 显著增加，温度降低， Ｑｕ
ｃｒ 显著减小．这表明，温度升高，有助

于提高壳体的抗屈曲能力． ② 均匀变温对壳体下临界荷载 Ｑｄ
ｃｒ 的影响较小，但随着温度降低，

Ｑｄ
ｃｒ 在增大．这表明， 若使温度均匀降低，将导致壳体上下临界荷载逐渐靠近，最终导致壳体不出

现上下临界荷载（迂回特性消失）．因此， 温度变化会引起壳体临界几何参数发生变化．计算表

明， 当无量纲温度 μ ＝ － ２０．５ 时， 对 ｋ ＝ １７ 的壳体， Ｑｕ
ｃｒ － Ｑｄ

ｃｒ → ０．换句话说， 当 μ ＝ － ２０􀆰 ５
时， ｋｃｒ ＝ １７（前文已指出： μ ＝ ０ 时， ｋｃｒ ＝ １１．１） ．

图 ２、图 ３ 分别揭示了壳体几何参数、变温均对壳体承载力（这里指上临界荷载，下文不再

赘述）有着显著的影响．为便于工程应用，图 ４ 给出不同变温环境下的壳体上、下临界荷载随几

何参数变化的关系曲线．从图容易看出： ① 对于指定的变温 μ， 壳体的上 ／下临界荷载

（Ｑｕ
ｃｒ ／ Ｑｄ

ｃｒ） 均随几何参数 ｋ 的增加而单调增加，但上临界荷载的增加要快得多； ② 当壳体几何

参数 ｋ 指定时，μ 越高，Ｑｕ
ｃｒ 越大，但 μ 对 Ｑｄ

ｃｒ 的影响较小．由于变温会明显地影响壳体的承载能

力，又由于模型的超静定特性，这就为试验验证提出了很大的挑战．因为对壳体施加温度变化

时，如何保证支座不受变温影响、从而保证边界条件不受影响则有着很大的困难．已经知道，该
模型的线性理论的解与实验值相差悬殊［３］，但很少有文献提及变温对实验结果的影响．根据文

中的计算数据判断，温度变化应该是导致实验误差不可避免的因素之一．

图 ４　 不同变温 μ 对应的上 ／ 下临界荷载 图 ５　 不同变温 Ｔ 对应的中心挠度 Ｗ（０）

Ｑｕ
ｃｒ ／ Ｑｄ

ｃｒ 与几何参数 ｋ 的关系曲线 与均布外压力 ｑ 的关系曲线

Ｆｉｇ． ４　 Ｕｐｐｅｒ ／ ｌｏｗｅｒ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｌｏａｄ Ｑｕ
ｃｒ ／ Ｑｄ

ｃｒ ｖｓ． ｓｈｅｌｌ Ｆｉｇ． ５　 Ｓｈｅｌｌ ｃｅｎｔｅｒ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ Ｗ（０） ｖｓ． ｕｎｉｆｏｒｍ

ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｋ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｑ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ

ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｕｎｉｆｏｒｍ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ μ ｏｆ ｕｎｉｆｏｒｍ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ Ｔ

为了进一步说明变温会明显地影响壳体的承载能力，也为了增加论文数据的直观性，下
面给出一个实际参数模型的相关数据．取球壳曲率半径 Ｒ ＝ ５２０ ｍｍ，厚度 ｈ ＝ ０．４５ ｍｍ （该参数

曾在文献［３］的实验模型中选用），壳体几何参数 ｋ ＝ １７．经换算：对应 ａ ＝ ３４．６７６ ５ ｍｍ，有量纲

拱高 Ｆ ＝ １．１５７ ５ ｍｍ，材料弹性模量 Ｅ ＝ ２．０６ × １０５ Ｎ ／ ｍｍ２，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν ＝ ０．３，热膨胀系数 α ＝
１２ × １０ －６ ℃ －１ ．针对该实际参数模型，将图 ３ 的无量纲数据换算为相应的有量纲数据，并由图 ５
给出．从图中容易看出，在温度变化幅度并不大的情况下，壳体上临界荷载也有着显著的变化．
这里清楚地表明：壳体的承载能力对变温非常敏感．至于变化规律，则于图 ３ 无量纲的情形完

全一致，不再赘述．

９６２赵　 　 伟　 　 东　 　 　 杨　 　 亚　 　 平



图 ６　 Ｔ ＝ ０ ℃时壳体平衡构型

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｓｈｅｌｌ’ｓ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ Ｔ ＝ ０ ℃

图 ７　 Ｔ ＝ ７．２ ℃时球壳平衡构型 图 ８　 Ｔ ＝ － ７．２ ℃时球壳平衡构型

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｓｈｅｌｌ’ｓ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｓｈｅｌｌ’ｓ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ

ｆｏｒ Ｔ ＝ ７．２ ℃ ｆｏｒ Ｔ ＝ － ７．２ ℃

为了更直观起见，我们通过图 ６、图 ７ 和图 ８ 给出 ３ 个变温参数时前述实际参数模型的平

衡构型．现在以图 ６ 为例加以说明如下： ① 图中 ｑ ＝ ０ ｋＰａ 对应的曲线为 Ｔ ＝ ０ ℃时的原始构

型； ② 图中 ｑ ＝ ８０．２５１ ９ ｋＰａ， ８８．２７５ ０ ｋＰａ 及 ｑｕ
ｃｒ ＝ １０５．３７３ １ ｋＰａ （ｑｕ

ｃｒ 表示实际参数的上临界

荷载）对应的 ６ 条曲线为 Ｔ ＝ ０ ℃时的相应构型，其中竖向坐标均小于 ０ 的 ３ 条曲线代表翻转

（跳跃）之前的构型，另外 ３ 条曲线对应翻转之后的构型．图中曲线清楚地表达了荷载与变形的

对应关系，不再赘述．为便于对比，在 ３ 个荷载参数与图 ６ 荷载参数取相同值的前提下，图 ７ 和

图 ８ 分别给出了 Ｔ ＝ ７．２ ℃和 Ｔ ＝ － ７．２ ℃两种变温参数时的构型图．从图中易见，其变化规律与

图 ６ 表达的规律类似．下面仅就明显的差异加以说明： ① 对比 Ｔ ＝ ０ ℃，７．２ ℃和－７．２ ℃对应的

３ 个原始构型，不难发现，温度升高，壳体（指扁壳）的拱高会显著增加，反之则拱高显著减小．
由于壳体的拱高增减直接反映壳体几何参数的增减（将导致承载力显著增减），显然，这应该

是温度升高导致壳体（指扁壳）承载能力提高的主要原因．② 与未变温的变形情况相比，温度

升高，壳体在翻转前后的跳跃幅度显著增加；温度降低，情况则相反．

３　 结　 　 论

１） 固定边圆底扁薄球壳在均布外压力及均匀变温场中的轴对称弯曲与屈曲的几何非线

０７２ 扁球壳在均布压力与均匀温度场联合作用下的屈曲



性力学行为，可以用横向位移函数与径向位移函数来描述，用打靶法对其求解能得到高精度的

数值结果．
２） 固定边圆底扁薄球壳：在未变温的情况下，随壳体几何参数增加，上下临界荷载均单调

增加，但上临界荷载的增加显著，而下临界荷载的增加则较小．
３） 固定边圆底扁薄球壳：当壳体几何参数不变时，随温度升高（相对初始温度）壳体上临

界荷载显著增加，下临界荷载则略有减小；随温度降低（相对初始温度）壳体上临界荷载显著

减小，下临界荷载则略有增加．因此，温度升高会显著地增加壳体的抗屈曲能力；温度降低则会

显著地削弱壳体的抗屈曲能力．
４） 固定边圆底扁薄球壳：温度下降，会导致上、下临界荷载差值减小，进而引起壳体临界

几何参数发生改变；温度下降，壳体临界几何参数增加，反之则减小．
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［３］　 沃耳密耳 Ａ Ｃ． 柔韧板与柔韧壳［Ｍ］ ． 卢文达， 黄择言， 卢鼎霍 译． 北京： 科学出版社， １９５９．
（Ｗｏｌｍｉｌ Ａ Ｃ． Ｆｌｅｘｉｂｌｅ Ｐｌａｔｅ ａｎｄ Ｆｌｅｘｉｂｌｅ Ｓｈｅｌｌ［Ｍ］ ． ＬＵ Ｗｅｎ⁃ｄａ， ＨＵＡＮＧ Ｃｅ⁃ｙａｎ， ＬＵ Ｄｉｎｇ⁃
ｈｕｏ ｔｒａｎｓｌ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｐｒｅｓｓ， １９５９．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［４］　 胡海昌． 球面扁薄圆壳的跳跃问题［Ｊ］ ． 物理学报， １９５４， １０（２）： １０５⁃１３１．（ＨＵ Ｈａｉ⁃ｃｈａｎｇ． Ｏｎ
ｔｈｅ ｓｎａｐｐｉｎｇ ｏｆ ａ ｔｈｉｎ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｃａｐ［Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ｐｈｙｓｉｃａ Ｓｉｎｉｃａ， １９５４， １０（２）： １０５⁃１３１．（ ｉｎ Ｃｈｉ⁃
ｎｅｓｅ））

［５］　 罗祖道， 聂徳耀， 刘汉东， 刘习文， 史建勋． 双层金属球面扁壳的热稳定性［ Ｊ］ ． 力学学报，
１９６６， ９（１）： １⁃１３． （ ＬＵＯ Ｚｕ⁃ｄａｏ， ＮＩＥ Ｄｅ⁃ｙａｏ， ＬＩＵ Ｈａｎ⁃ｄｏｎｇ， ＬＩＵ Ｘｉ⁃ｗｅｎ， ＳＨＩ Ｊｉａｎ⁃ｘｕｎ．
Ｔｈｅｒｍａｌ ｓｎａｐ⁃ｔｈｒｏｕｇｈ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｏｆ ａ ｂｉｍｅｔａｌｌｉｃ ｓｈａｌｌｏｗ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ［ Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ｍｅｃｈａｎｉｃａ
Ｓｉｎｉｃａ， １９６６， ９（１）： １⁃１３．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［６］　 叶开沅． 柔韧构件研究在中国的进展［Ｊ］ ． 力学进展， １９８３， １３（２）： １２５⁃１３４．（ＹＥ Ｋａｉ⁃ｙｕａｎ． Ｔｈｅ
ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ ｏｆ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｉｎ Ｃｈｉｎａ［ Ｊ］ ． Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｍｅ⁃
ｃｈａｎｉｃｓ， １９８３， １３（２）： １２５⁃１３４．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［７］　 叶开沅， 宋卫平． 均布压力作用下圆底扁薄球壳的轴对称屈曲［ Ｊ］ ． 兰州大学学报（自然科学

版）， １９８７， ２３（２）： １８⁃２７． （ＹＥ Ｋａｉ⁃ｙｕａｎ， ＳＯＮＧ Ｗｅｉ⁃ｐｉｎｇ． Ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｏｆ ｔｈｉｎ
ｓｈａｌｌｏｗ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌｓ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ａｃｔｉｏｎ ｏｆ ｕｎｉｆｏｒｍ ｐｒｅｓｓｕｒｅ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｌａｎｚｈｏｕ
Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ）， １９８７， ２３（２）： １８⁃２７．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［８］　 顾淑贤． 扁球壳在对称线布荷载作用下的稳定性问题［Ｊ］ ． 固体力学学报， １９８８， ９（１）： ３９⁃４８．
（ＧＵ Ｓｈｕ⁃ｘｉａｎ． Ａｎ ａｐｐｒｏａｃｈ ｔｏ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｓｈａｌｌｏｗ ｓｈｅｌｌｓ ｗｉｔｈ ａ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌｌｙ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｌｉｎｅ ｌｏａｄ［Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ｍｅｃｈａｎｉｃａ Ｓｏｌｉｄａ Ｓｉｎｉｃａ， １９８８， ９（１）： ３９⁃４８．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［９］　 严圣平． 扁球壳在均布压力作用下的非线性弯曲问题［Ｊ］ ． 应用力学学报， １９８８， ５（３）： ２１⁃２９．
（ＹＡＮ Ｓｈｅｎｇ⁃ｐｉｎｇ． Ｎｏｎ⁃ｌｉｎｅａｒ ｂｅｎｄｉｎｇ ｏｆ ａ ｓｈａｌｌｏｗ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ ｕｎｄｅｒ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ
ｐｒｅｓｓｕｒｅ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， １９８８， ５（３）： ２１⁃２９．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１０］　 刘人怀， 成振强． 集中载荷作用下开顶扁球壳的非线性稳定问题［Ｊ］ ． 应用数学和力学， １９８８， ９
（２）： ９５⁃１０６． （ＬＩＵ Ｒｅｎ⁃ｈｕａｉ， ＣＨＥＮＧ Ｚｈｅｎ⁃ｑｉａｎｇ． Ｏｎ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ａ ｔｒｕｎｃａｔｅｄ
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ｓｈａｌｌｏｗ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ ｕｎｄｅｒ ａ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｌｏａｄ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，
１９８８， ９（２）： ９５⁃１０６．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１１］　 严圣平． 均布载荷作用下变厚度开顶扁球壳的非线性稳定问题［Ｊ］ ． 应用数学和力学， １９９７， １８
（１０）： ９４７⁃９５２．（ＹＡＮ Ｓｈｅｎｇ⁃ｐｉｎｇ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｒｕｎｃａｔｅｄ ｓｈａｌｌｏｗ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ ｗｉｔｈ
ｖａｒｉａｂｌｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｕｎｄｅｒ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｌｏａｄ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，
１９９７， １８（１０）： ９４７⁃９５２．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１２］　 王璠， 刘人怀． 复合材料层合开顶扁球壳的非线性动态屈曲［Ｊ］ ． 固体力学学报， ２００１， ２２（３）：
３０９⁃３１４．（ＷＡＮＧ Ｆａｎ， ＬＩＵ Ｒｅｎ⁃ｈｕａｉ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｏｆ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌｌｙ ｌｙｍｉｎａｔｅｄ
ｔｒｕｎｃａｔｅｄ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ［Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ｍｅｃｈａｎｉｃａ Ｓｏｌｉｄａ Ｓｉｎｉｃａ， ２００１， ２２（３）： ３０９⁃３１４．（ ｉｎ Ｃｈｉ⁃
ｎｅｓｅ））

［１３］　 朱永安， 王璠， 刘人怀． 考虑横向剪切的对称圆柱正交异性层合扁球壳的热屈曲［Ｊ］ ． 应用数学

和力学， ２００８， ２９（３）： ２６３⁃２７１．（ＺＨＵ Ｙｏｎｇ⁃ａｎ， ＷＡＮＧ Ｆａｎ， ＬＩＵ Ｒｅｎ⁃ｈｕａｉ． Ｔｈｅｒｍａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ
ｏｆ ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌｌｙ ｌａｍｉｎａｔｅｄ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｌｙ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｓｈａｌｌｏｗ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌｓ ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ
ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｓｈｅａｒ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２００８， ２９（３）： ２６３⁃２７１． （ ｉｎ Ｃｈｉ⁃
ｎｅｓｅ））

［１４］　 李善倾， 袁鸿． 简支梯形底扁球壳自由振动问题的准 Ｇｒｅｅｎ 函数方法［ Ｊ］ ． 应用数学和力学，
２０１０， ３１（５）： ６０２⁃６０８．（ＬＩ Ｓｈａｎ⁃ｑｉｎｇ， ＹＵＡＮ Ｈｏｎｇ． Ｑｕａｓｉ⁃Ｇｒｅｅｎ’ｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｆｒｅｅ ｖｉ⁃
ｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｉｍｐｌｙ⁃ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｔｒａｐｅｚｏｉｄａｌ ｓｈａｌｌｏｗ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ
Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１０， ３１（５）： ６０２⁃６０８．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１５］　 Ｐａｎｄａ Ｓ Ｋ， Ｓｉｎｇｈ Ｂ Ｎ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅｒｍａｌｌｙ ｐｏｓｔ⁃ｂｕｃｋｌｅｄ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ
ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ ｐａｎｅｌ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ ｉｎ Ｄｅｓｉｇｎ， ２０１０，
６（２）： １７５⁃１８８．

［１６］　 Ｂｏｒｏｕｊｅｒｄｙ Ｍ Ｓ， Ｅｓｌａｍｉ Ｍ Ｒ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｔｈｅｒｍｏｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｐｉｅｚｏ⁃
ＦＧＭ ｓｈａｌｌｏｗ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌｓ［Ｊ］ ． Ａｒｃｈ Ａｐｐｌ Ｍｅｃｈ， ２０１３， ８３（１２）： １６８１⁃１６９３．

［１７］　 张平， 周丽， 邱涛． 用于自适应进气道的扁薄球壳双稳态特性分析［ Ｊ］ ． 工程力学， ２０１３， ３０
（１０）： ２６４⁃２７１．（ＺＨＡＮＧ Ｐｉｎｇ， ＺＨＯＵ Ｌｉ， ＱＩＵ Ｔａｏ． Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｂｉ⁃ｓｔａｂｌｅ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｆ ｓｈａｌｌｏｗ
ｔｈｉｎ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ ａｐｐｌｉｅｄ ｉｎ ａｄａｐｔｉｖｅ ｉｎｌｅｔ［Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１３， ３０（１０）： ２６４⁃
２７１．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１８］　 赵伟东． 圆薄板及扁球壳轴对称非线性强迫振动［Ｄ］ ． 硕士学位论文． 兰州： 兰州理工大学，
２００７．（ＺＨＡＯ Ｗｅｉ⁃ｄｏｎｇ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｆｏｒｃｅｄ ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｖｉｂｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｉｎ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｐｌａｔｅ ａｎｄ
ｓｈａｌｌｏｗ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ［Ｄ］ ． Ｍａｓｔｅｒ Ｔｈｅｓｉｓ． Ｌａｎｚｈｏｕ： Ｌａｎｚｈｏｕ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， ２００７．
（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１９］　 赵伟东， 邱平， 吴晓， 甘文艳． 均布压力作用下扁球壳几何非线性自由振动［Ｊ］ ． 兰州理工大学

学报， ２０１０， ３６（４）： １６８⁃１７１．（ＺＨＡＯ Ｗｅｉ⁃ｄｏｎｇ， ＱＩＵ Ｐｉｎｇ， ＷＵ Ｘｉａｏ， ＧＡＮ Ｗｅｎ⁃ｙａｎ． Ｇｅｏｍｅｔ⁃
ｒｉｃａｌｌｙ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｓｈａｌｌｏｗ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ ｕｎｄｅｒ ｕｎｉｆｏｒｍ ｐｒｅｓｓｕｒｅ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒ⁃
ｎａｌ ｏｆ Ｌａｎｚｈｏｕ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， ２０１０， ３６（４）： １６８⁃１７１．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２０］　 赵伟东， 黄永玉， 杨亚平． 弹性基础上压杆的横向非线性自由振动与屈曲［ Ｊ］ ． 力学与实践，
２０１４， ３６（ ３）：３０３⁃３０７． （ ＺＨＡＯ Ｗｅｉ⁃ｄｏｎｇ， ＨＵＡＮＧ Ｙｏｎｇ⁃ｙｕ， ＹＡＮＧ Ｙａ⁃ｐｉｎｇ． Ｔｈｅ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｏｆ ａ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅ ｂａｒ ｏｎ ａｎ ｅｌａｓｔｉｃ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ［ Ｊ］ ．
Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｉｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１４， ３６（３）： ３０３⁃３０７．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２１］　 冯仲齐． 扁球壳的大挠度弹塑性分析［ Ｊ］ ． 西安冶金建筑学院学报， １９９４， ２６（２）： １１７⁃１２２．
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