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摘要：　 针对梁的离散化模型的刚度矩阵是五对角矩阵，梁振动反问题的实质是实对称五对角矩

阵的特征值反问题．该文利用向量对、Ｍｏｏｒｅ⁃Ｐｅｎｒｏｓｅ 广义逆给出了实对称五对角矩阵向量对反问

题存在唯一解的条件，并结合矩阵分块讨论了双对称五对角矩阵向量对反问题解存在唯一的条

件，进而计算了次对角线位置元素为负，其它位置元素均为正的实对称五对角矩阵特征值反问题．
由于构造梁的离散模型需要的数据可由测试得到，故而其结果适合于模态分析、系统结构的分析

与设计等方面应用．最后给出了数值算例，通过数值讨论说明方法的有效性．
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引　 　 言

通过长度为 { ｌｉ } ｎ
０ 的无质量刚杆连接 ｎ ＋ ２ 个质量为 {ｍｉ } ｎ

－１ 的质点，再由 ｎ 个刚度为

{ ｋｉ } ｎ
１ 的转动弹簧连在一起，可以构成梁作横向振动的简化模型［１］ ．系统的刚度矩阵是具有如

下形式的实对称五对角矩阵：
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其中

　 　 ａｉ ＝ ｐｉ，ｉ ＋ ２ｐｉ，ｉ ＋１ ＋ ｐｉ ＋１，ｉ ＋１， ｂｉ ＝ － ｐｉ，ｉ ＋１ － ｐｉ ＋１，ｉ ＋１ － ｐｉ ＋１，ｉ ＋２， ｃｉ ＝ ｐｉ ＋１，ｉ ＋２，
　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ，
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　 　 ｐｉ，ｉ ＝ （ｋｉ ＋ ｋｉ ＋１） ／ ｌ２ｉ ， ｐｉ，ｉ ＋１ ＝ ｋｉ ＋１ ／ （ ｌｉ ｌｉ ＋１），
并且若 ｉ ＞ ｎ 时 ｋｉ ＝ ０．

若实对称五对角矩阵 Ａ 中 ａｉ ＝ ａｎ－ｉ＋１， ｂｉ ＝ ｂｎ－ｉ， ｃｉ ＝ ｃｎ－ｉ－１（ ｉ ＝ １，２，…，［ｎ ／ ２］ － １），则称 Ａ
为全（双）对称五对角矩阵．

梁的弹簧⁃质点⁃刚杆离散模型是具有分布质量的梁的有限差分近似．由于梁的离散化模型

中刚度矩阵为实对称五对角矩阵，因此，梁振动反问题的实质是实对称五对角矩阵的特征值反

问题［１］ ．矩阵及其特征值反问题在振动理论中应用广泛［２⁃５］，近年来对实对称带状矩阵（三对角

矩阵、五对角矩阵等）特征值反问题的研究已取得了一些成果［６⁃９］ ．文献［８］给出了利用两个特

征对和次次对角元 ｃｉ ＝ ｃｎ－ｉ－１ 构造全对称五对角矩阵的方法；文献［９］研究了双对称五对角矩

阵特征值反问题的可解性并给出了利用 ２ 个特征对构造双对称五对角矩阵的方法；文献［１０］
对实对称带状矩阵逆特征值问题进行了研究；文献［１１］讨论了由 ３ 个特殊次序向量对构造三

对角对称矩阵的问题；文献［１２］研究了 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵的一类广义特征值反问题；文献［１３］研究

了由 ５ 个不同的特征对构造五对角矩阵的解的存在性和唯一性的充要条件；文献［１４］针对缺

损特征对的梁振动反问题进行了研究；文献［１５］讨论了由两个右特征对构造三对角四元数矩

阵问题．考虑到特征对是向量对的特殊情形，本文首先针对实对称五对角矩阵向量对反问题以

及全（双）对称五对角矩阵向量对反问题进行了讨论，然后通过给出的 ３ 个固有频率与模态向

量，构造刚度矩阵，进而通过优化方法计算 ｎ 个无质量刚杆的长度 { ｌｉ } ｎ
１ 和 ｎ 个转动弹簧的刚

度 { ｋｉ } ｎ
１ ．

问题Ⅰ　 给定向量 Ｘ，Ｙ，Ｚ，Ｕ，Ｖ，Ｗ ∈ Ｒｎ，求 ｎ 阶实对称五对角矩阵 Ａ，使得 ＡＸ ＝ Ｕ， ＡＹ
＝ Ｖ，ＡＺ ＝ Ｗ ．

问题Ⅱ　 给定向量 Ｘ，Ｙ，Ｚ，Ｕ，Ｖ，Ｗ∈Ｒｎ，构造一个 ｎ阶全（双） 对称五对角矩阵Ａ，使（Ｘ，
Ｕ），（Ｙ，Ｖ），（Ｚ，Ｗ） 均为 Ａ 的向量对（即 ＡＸ ＝ Ｕ， ＡＹ ＝ Ｖ，ＡＺ ＝ Ｗ） ．

问题Ⅲ　 给定频率 λ，μ，γ 和模态向量 Ｘ，Ｙ，Ｚ （即问题 Ｉ 中 Ｕ ＝ λＸ， Ｖ ＝ μＹ，Ｗ ＝ γＺ），构
造系统的刚度矩阵（ｎ 阶实对称五对角矩阵）Ａ， 使得

　 　 ＡＸ ＝ λＸ， ＡＹ ＝ μＹ， ＡＺ ＝ γＺ，
且 Ａ 的主对角线元素为 ａｉ ＞ ０（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ），次对角线元素为 ｂｉ ＜ ０（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １），次
次对角线元素为 ｃｉ ＞ ０（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ － ２） ．

为表述问题方便，给出如下记号：
　 　 Ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ） Ｔ ∈ Ｒｎ， Ｙ ＝ （ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ） Ｔ ∈ Ｒｎ， Ｚ ＝ （ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ） Ｔ ∈ Ｒｎ ，

　 　 Ｕ ＝ （ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ） Ｔ ∈ Ｒｎ， Ｖ ＝ （ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ） Ｔ ∈ Ｒｎ，

　 　 Ｗ ＝ （ｗ１，ｗ２，…，ｗｎ） Ｔ ∈ Ｒｎ，
Ｓｋ 为 ｋ 阶反序单位阵，
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　 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｎ），

　 　 Ｂｉ ＝ （ｅｉ，ｅｉ ＋１，ｅｉ ＋２）　 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｎ － ２），
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ｉ ＝ （λｘｉ， μｙｉ， γｚｉ） Ｔ， Ｄｉ ＝ ｄｅｔ（Ｂｉ）　 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｎ － ２），
Ｂ ＋

ｉ 表示矩阵 Ｂｉ 的 Ｍｏｏｒｅ⁃Ｐｅｎｒｏｓｅ 广义逆，
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　 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｎ － ２） ．

１　 问题的可解性条件

定理 １　 给定向量 Ｘ，Ｙ，Ｚ，Ｕ，Ｖ，Ｗ ∈ Ｒｎ， 则问题 Ｉ 存在唯一解的充要条件是

１） Ｄｉ ≠ ０　 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｎ － ２）；
２） ｒａｎｋ（Ｂｎ－１） ＝ ｒａｎｋ（Ｂｎ－１， ｆｎ－１ － ｂｎ－２ｅｎ－２ － ｃｎ－１ｅｎ－３） ＝ ２；
３） ｒａｎｋ（ｅｎ） ＝ ｒａｎｋ（ｅｎ， ｆｎ － ｂｎ－１ｅｎ－１ － ｃｎ－２ｅｎ－２） ＝ １．
证明　 对于问题Ⅰ中给的 Ｘ，Ｙ，Ｚ 和 Ｕ，Ｖ，Ｗ，由 ＡＸ ＝ Ｕ， ＡＹ ＝ Ｖ，ＡＺ ＝ Ｗ 可得
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由以上方程组可得问题有唯一解的充要条件为条件 １） ～３），且唯一解为
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　 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｎ － ２）， （１）
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其中
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定义 １［１６］ 　 设 Ａ ＝ （ａｉｊ） ∈ Ｒｎ×ｎ，满足 ａｉｊ ＝ ａｎ＋１－ｉ，ｎ＋１－ｊ（ ｉ， ｊ ＝ １，２，…，ｎ），则称 Ａ为 ｎ阶中心
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对称矩阵．所有 ｎ 阶中心对称矩阵的全体记为 Ｒｎ×ｎ
ＣＳ ．

Ａ ∈ Ｒｎ×ｎ
ＣＳ 的充分必要条件是 Ａ ＝ ＳｎＡＳｎ ．

定义 ２［８］ 　 一个向量 Ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ） Ｔ ∈ Ｒｎ 如果满足 Ｘ ＝ ＳｎＸ，则称 Ｘ 为对称向量；如
果满足条件 Ｘ ＝ － ＳｎＸ，则称 Ｘ 为反对称向量；Ｘ 为对称向量当且仅当 ｘｉ ＝ ｘｎ＋１－ｉ，Ｘ 为反对称向

量当且仅当 ｘｉ ＝ － ｘｎ＋１－ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，［ｎ ／ ２］ － １） ．
易证中心对称矩阵的特征向量为对称向量或反对称向量．
定义 ３［１７］ 　 若矩阵 Ａ ＝ （ａｉｊ） ∈ Ｒｎ×ｎ 满足 ａｉｊ ＝ ａ ｊｉ ＝ ａｎ－ｊ＋１，ｎ－ｉ＋１（ ｉ， ｊ ＝ １，２，…，ｎ），则称 Ａ为

双对称矩阵．所有 ｎ 阶双对称矩阵的全体记为 Ｒｎ×ｎ
ＢＳ ．

引理 １［１７］ 　 Ａ ∈ Ｒｎ×ｎ
ＢＳ 当且仅当 Ａ ＝ ＡＴ， ＳｎＡＳｎ ＝ Ａ ．

引理 ２［１７］ 　 若 Ａ ∈ Ｒｎ×ｎ
ＢＳ ，则 Ａ 可表示为

　 　 Ａ ＝ Ｐ
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Ｓ ， Ａ２ ∈ Ｒｍ×ｍ
Ｓ ，

其中当 ｎ ＝ ２ｍ 时，

　 　 Ｐ ＝ １
２

Ｉｍ Ｉｍ
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当 ｎ ＝ ２ｍ ＋ １ 时，
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．

注　 由于双对称矩阵是对称的中心对称矩阵，故其特征向量为对称向量或反对称向量．

定理 ２　 设在问题Ⅱ中 ｎ ＝ ２ｍ，Ｘ，Ｙ，Ｚ ∈ Ｒ２ｍ 为对称向量或是反对称向量，Ｕ，Ｖ，Ｗ∈ Ｒ２ｍ

为其对应的对称向量或反对称向量，则问题Ⅱ存在唯一解的充要条件是：
１） Ｘ，Ｙ，Ｚ中至少有一个对称向量及一个反对称向量（不妨设 Ｘ为对称（或反对称） 向量，

Ｙ，Ｚ 为反对称（或对称） 向量），Ｕ，Ｖ，Ｗ 为其对应的对称向量或反对称向量；
２） Ｄｉ ≠ ０ （ ｉ ＝ １，２，…，ｍ － ２）；
３） ｘｍ（ｙｍ－１ｚｍ － ｙｍｚｍ－１） ≠ ０；

４） ｒａｎｋ（ｅｍ） ＝ ｒａｎｋ ｅｍ， ｆｍ － ｃｍ－２ｅｍ－２ － ｅｍ－１

ｂｍ－１

ｃｍ－１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝ ２，

或　 　 　 ｒａｎｋ（ｅｍ） ＝ ｒａｎｋ ｅｍ， ｆｍ － ｃｍ－２ｅｍ－２ － ｅｍ－１

ｂｍ－１

－ ｃｍ－１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝ ２，

其中

　 　 ｅｋ ＝
ｘｋ ｘｋ

ｙｋ － ｙｋ

ｚｋ － ｚｋ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

　 　 （ｋ ＝ ｍ， ｍ － １） ．

证明　 全对称五对角矩阵 Ａｓ 可以表示为

　 　 Ａｓ ＝
Ａｍ Ｂ

ＢＴ ＳｍＡｍＳｍ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，
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其中

　 　 Ｂ ＝

０ ０ ０ … ０
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
０ ０ ０ … ０

ｃｍ－１ ０ ０ … ０
ｂｍ ｃｍ ０ … ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

且 ｃｍ－１ ＝ ｃｍ，则 ＳｍＢＴ ＝ ＢＳｍ ．
记

　 　 Ｘ ＝
Ｘ１

Ｘ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｙ ＝

Ｙ１

Ｙ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｚ ＝

Ｚ１

Ｚ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， 　 　 Ｘｉ，Ｙ ｉ，Ｚ ｉ ∈ Ｒｍ， ｉ ＝ １，２，

　 　 Ｕ ＝
Ｕ１

Ｕ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｖ ＝

Ｖ１

Ｖ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｗ ＝

Ｗ１

Ｗ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，　 　 Ｕｉ，Ｖｉ，Ｗｉ ∈ Ｒｍ， ｉ ＝ １，２．

令

　 　 Ｐ ＝ １
２

Ｉｍ Ｉｍ
Ｓｍ － Ｓｍ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

由 ＰＴＰ ＝ Ｉｎ 知，Ｐ 为正交阵，则

　 　 ＰＴＡｓＰ ＝
Ａｍ ＋ ＢＳｍ ０

０ Ａｍ － ＢＳｍ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

，

　 　 ＰＴＸ ＝ １
２

Ｘ１ ＋ ＳｍＸ２

Ｘ１ － ＳｍＸ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， ＰＴＹ ＝ １

２

Ｙ１ ＋ ＳｍＹ２

Ｙ１ － ＳｍＹ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， ＰＴＺ ＝ １

２

Ｚ１ ＋ ＳｍＺ２

Ｚ１ － ＳｍＺ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

　 　 ＰＴＵ ＝ １
２

Ｕ１ ＋ ＳｍＵ２

Ｕ１ － ＳｍＵ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， ＰＴＶ ＝ １

２

Ｖ１ ＋ ＳｍＶ２

Ｖ１ － ＳｍＶ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，ＰＴＷ ＝ １

２

Ｗ１ ＋ ＳｍＷ２

Ｗ１ － ＳｍＷ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

由 ＡｓＸ ＝ Ｕ，有 ＰＴＡｓＸ ＝ ＰＴＵ，将 Ａｓ 代入有

　 　
Ａｍ ＋ ＢＳｍ ０

０ Ａｍ － ＢＳｍ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

１
２

Ｘ１ ＋ ＳｍＸ２

Ｘ１ － ＳｍＸ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ １

２

Ｕ１ ＋ ＳｍＵ２

Ｕ１ － ＳｍＵ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

同理有

　 　
Ａｍ ＋ ＢＳｍ ０

０ Ａｍ － ＢＳｍ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

１
２

Ｙ１ ＋ ＳｍＹ２

Ｙ１ － ＳｍＹ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ １

２

Ｖ１ ＋ ＳｍＶ２

Ｖ１ － ＳｍＶ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

　 　
Ａｍ ＋ ＢＳｍ ０

０ Ａｍ － ＢＳｍ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

１
２

Ｚ１ ＋ ＳｍＺ２

Ｚ１ － ＳｍＺ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ １

２

Ｗ１ ＋ ＳｍＷ２

Ｗ１ － ＳｍＷ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

若 Ｘ，Ｙ，Ｚ 为对称向量，则有

　 　
（Ａｍ ＋ ＢＳｍ）Ｘ１ ＝ Ｕ１，
（Ａｍ ＋ ＢＳｍ）Ｙ１ ＝ Ｖ１，
（Ａｍ ＋ ＢＳｍ）Ｚ１ ＝ Ｗ１ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

此时有

　 　
ｘｉａｉ ＋ ｘｉ ＋１ｂｉ ＋ ｘｉ ＋２ｃｉ ＝ ｕｉ － ｘｉ －１ｂｉ －１ － ｘｉ －２ｃｉ －２
ｙｉａｉ ＋ ｙｉ ＋１ｂｉ ＋ ｙｉ ＋２ｃｉ ＝ ｖｉ － ｙｉ －１ｂｉ －１ － ｙｉ －２ｃｉ －２
ｚｉａｉ ＋ ｚｉ ＋１ｂｉ ＋ ｚｉ ＋２ｃｉ ＝ ｗ ｉ － ｚｉ －１ｂｉ －１ － ｚｉ －２ｃｉ －２

ì

î

í

ï
ï

ïï

　 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｍ － ２）， （４）

７０３用 ３ 个向量对构造梁振动系统的刚度矩阵



　 　
ｘｍ－１ａｍ－１ ＋ ｘｍ（ｂｍ－１ ＋ ｃｍ－１） ＝ ｕｍ－１ － ｘｍ－２ｂｍ－２ － ｘｍ－３ｃｍ－３，
ｙｍ－１ａｍ－１ ＋ ｙｍ（ｂｍ－１ ＋ ｃｍ－１） ＝ ｖｍ－１ － ｙｍ－２ｂｍ－２ － ｙｍ－３ｃｍ－３，
ｚｍ－１ａｍ－１ ＋ ｚｍ（ｂｍ－１ ＋ ｃｍ－１） ＝ ｗｍ－１ － ｚｍ－２ｂｍ－２ － ｚｍ－３ｃｍ－３，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（５）

　 　
ｘｍ（ａｍ ＋ ｂｍ） ＝ ｕｍ － ｘｍ－１（ｂｍ－１ ＋ ｃｍ－１） － ｘｍ－２ｃｍ－２，
ｙｍ（ａｍ ＋ ｂｍ） ＝ ｖｍ － ｙｍ－１（ｂｍ－１ ＋ ｃｍ－１） － ｙｍ－２ｃｍ－２，
ｚｍ（ａｍ ＋ ｂｍ） ＝ ｗｍ － ｚｍ－１（ｂｍ－１ ＋ ｃｍ－１） － ｚｍ－２ｃｍ－２ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（６）

对于方程组（４）应用定理 １ 可求得唯一解，但是对于方程组（５）不存在唯一的 ｂｍ－１，ｃｍ－１，
方程组（６） 也不存在唯一的 ａｍ，ｂｍ ．

同理，对于 Ｘ，Ｙ，Ｚ 均为反对称向量时，有

　 　
（Ａｍ － ＢＳｍ）Ｘ１ ＝ Ｕ１，
（Ａｍ － ＢＳｍ）Ｙ１ ＝ Ｖ１，
（Ａｍ － ＢＳｍ）Ｚ１ ＝ Ｗ１ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

同样不能唯一地确定 ｂｍ－１，ｃｍ－１，ａｍ，ｂｍ ．
若 Ｘ，Ｙ，Ｚ 中有一个为对称向量，其它为反对称向量，不妨令 Ｘ 为对称向量，Ｙ，Ｚ 为反对称

向量，则有

　 　
（Ａｍ ＋ ＢＳｍ）Ｘ１ ＝ Ｕ１，
（Ａｍ － ＢＳｍ）Ｙ１ ＝ Ｖ１，
（Ａｍ － ＢＳｍ）Ｚ１ ＝ Ｗ１，

ì

î

í

ï
ï

ïï

　 　
ｘｉａｉ ＋ ｘｉ ＋１ｂｉ ＋ ｘｉ ＋２ｃｉ ＝ ｕｉ － ｘｉ －１ｂｉ －１ － ｘｉ －２ｃｉ －２
ｙｉａｉ ＋ ｙｉ ＋１ｂｉ ＋ ｙｉ ＋２ｃｉ ＝ ｖｉ － ｙｉ －１ｂｉ －１ － ｙｉ －２ｃｉ －２
ｚｉａｉ ＋ ｚｉ ＋１ｂｉ ＋ ｚｉ ＋２ｃｉ ＝ ｗ ｉ － ｚｉ －１ｂｉ －１ － ｚｉ －２ｃｉ －２

ì

î

í

ï
ï

ïï

　 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｍ － ２）， （７）

　 　
ｘｍ－１ａｍ－１ ＋ ｘｍ（ｂｍ－１ ＋ ｃｍ－１） ＝ ｕｍ－１ － ｘｍ－２ｂｍ－２ － ｘｍ－３ｃｍ－３，
ｙｍ－１ａｍ－１ ＋ ｙｍ（ｂｍ－１ － ｃｍ－１） ＝ ｖｍ－１ － ｙｍ－２ｂｍ－２ － ｙｍ－３ｃｍ－３，
ｚｍ－１ａｍ－１ ＋ ｚｍ（ｂｍ－１ － ｃｍ－１） ＝ ｗｍ－１ － ｚｍ－２ｂｍ－２ － ｚｍ－３ｃｍ－３，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（８）

　 　
ｘｍ（ａｍ ＋ ｂｍ） ＝ ｕｍ － ｘｍ－１（ｂｍ－１ ＋ ｃｍ－１） － ｘｍ－２ｃｍ－２，
ｙｍ（ａｍ － ｂｍ） ＝ ｖｍ － ｙｍ－１（ｂｍ－１ － ｃｍ－１） － ｙｍ－２ｃｍ－２，
ｚｍ（ａｍ － ｂｍ） ＝ ｗｍ － ｚｍ－１（ｂｍ－１ － ｃｍ－１） － ｚｍ－２ｃｍ－２ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（９）

应用定理 １ 的结论可以得到方程组（７） ～ （９）解存在唯一的充要条件即为定理 ２ 中的条

件 ２） ～４）．
若 Ｘ，Ｙ，Ｚ 中有一个是反对称向量，其它为对称向量，不妨令 Ｘ 为反对称向量，Ｙ，Ｚ 为对称

向量，则有

　 　
（Ａｍ － ＢＳｍ）Ｘ１ ＝ Ｕ１，
（Ａｍ ＋ ＢＳｍ）Ｙ１ ＝ Ｖ１，
（Ａｍ ＋ ＢＳｍ）Ｚ１ ＝ Ｗ１ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

同理可得方程组存在唯一解的充要条件．定理 ２ 得证．
定理 ３　 设在问题Ⅱ中 ｎ ＝ ２ｍ ＋ １，Ｘ，Ｙ，Ｚ ∈ Ｒ２ｍ＋１ 为对称向量或反对称向量，Ｕ，Ｖ，Ｗ ∈

Ｒ２ｍ＋１ 为其对应的对称向量或反对称向量，则问题Ⅱ存在唯一解的充要条件是：
１） Ｘ，Ｙ，Ｚ 中有两个对称向量及一个反对称向量（不妨设 Ｘ，Ｙ 为对称向量，Ｚ 为反对称向
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量），Ｕ，Ｖ，Ｗ 为其对应的对称向量或反对称向量；
２） Ｄｉ ≠ ０ （ ｉ ＝ １，２，…，ｍ － ２）；
３） ｘｍ＋１（ｙｍ－１ｚｍ － ｙｍｚｍ－１） ≠ ｙｍ＋１（ｘｍ－１ｚｍ － ｘｍｚｍ－１）， ｚｍ（ｘｍｙｍ＋１ － ｘｍ＋１ｙｍ） ≠ ０；

４） ｒａｎｋ
ｘｍ＋１

ｙｍ＋１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝ ｒａｎｋ

ｘｍ＋１

ｙｍ＋１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

ｕｍ＋１

ｖｍ＋１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
－ ２ｂｍ

ｘｍ

ｙｍ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
－ ２ｃｍ－１

ｘｍ－１

ｙｍ－１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝ １．

证明　 矩阵 Ａ 可以表示为

　 　 Ａｓ ＝

Ａｍ Ｂ Ｃ

ＢＴ ａｍ＋１ ＢＴＳｍ

ＣＴ ＳｍＢ ＳｍＡｍＳｍ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝

Ａｍ Ｂ ０

ＢＴ ａｍ＋１ ＢＴＳｍ

０ ＳｍＢ ＳｍＡｍＳｍ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＋
０ ０ Ｃ
０ ０ ０
ＣＴ ０ ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，

其中

　 　 Ｂ ＝

０
︙
ｃｍ－１

ｂｍ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

， Ｃ ＝
０ … ０
︙ ⋱ ︙
ｃｍ … ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

．

记

　 　 Ｘ ＝
Ｘ１

ｘｍ＋１

Ｘ２

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， Ｙ ＝
Ｙ１

ｙｍ＋１

Ｙ２

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， Ｚ ＝
Ｚ１

ｚｍ＋１

Ｚ２

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， Ｕ ＝
Ｕ１

ｕｍ＋１

Ｕ２

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， Ｖ ＝
Ｖ１

ｖｍ＋１

Ｖ２

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， Ｗ ＝
Ｗ１

ｗｍ＋１

Ｗ２

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

，

　 　 Ｘｉ，Ｙ ｉ，Ｚ ｉ ∈ Ｒｍ， Ｕｉ，Ｖｉ，Ｗｉ ∈ Ｒｍ， ｉ ＝ １，２．

　 　 Ｐ ＝ １
２

Ｉｍ ０ Ｉｍ
０ ２ ０
Ｓｍ ０ － Ｓｍ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

，

类似定理 ２ 的证明过程，可得定理 ３ 的结论．
定理 ４　 问题Ⅲ存在唯一解的充要条件是

１） Ｄｉ ≠ ０，且 Ｄｉ 与 ｄ（１）
ｉ ，ｄ（３）

ｉ 同号，与 ｄ（２）
ｉ 异号（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ － ２）；

２） ｒａｎｋ（Ｂｎ－１） ＝ ｒａｎｋ（Ｂｎ－１， ｆ
　

ｎ－１ － ｂｎ－２ｅｎ－２ － ｃｎ－１ｅｎ－３） ＝ ２， 且

　 　 （ｅＴ
ｎｅｎｅＴ

ｎ－１ － ｅＴ
ｎ－１ｅｎｅＴ

ｎ）（ ｆ
　

ｎ－１ － ｂｎ－２ｅｎ－２ － ｃｎ－３ｅｎ－３） ＞ ０，

　 　 （ｅＴ
ｎ－１ｅｎ－１ｅＴ

ｎ － ｅＴ
ｎｅｎ－１ｅＴ

ｎ－１）（ ｆ
　

ｎ－１ － ｂｎ－２ｅｎ－２ － ｃｎ－３ｅｎ－３） ＜ ０；

３） ｒａｎｋ（ｅｎ） ＝ ｒａｎｋ（ｅｎ， ｆ
　

ｎ － ｂｎ－１ｅｎ－１ － ｃｎ－２ｅｎ－２） ＝ １，ｅＴ
ｎ（ ｆ

　
ｎ － ｂｎ－１ｅｎ－１ － ｃｎ－２ｅｎ－２） ＞ ０．

进而有

　 　 λ ＞ ｂｎ－１

ｘｎ－１

ｘｎ

＋ ｃｎ－２
ｘｎ－２

ｘｎ
　 　 （ｘｎ ≠ ０）， μ ＞ ｂｎ－１

ｙｎ－１

ｙｎ

＋ ｃｎ－２
ｙｎ－２

ｙｎ
　 　 （ｙｎ ≠ ０），

　 　 γ ＞ ｂｎ－１

ｚｎ－１
ｚｎ

＋ ｃｎ－２
ｚｎ－２
ｚｎ

　 　 （ ｚｎ ≠ ０） ．

证明　 由定理 １ 知，当 Ｕ ＝ λＸ，Ｖ ＝ μＹ，Ｗ ＝ γＺ 时，存在唯一的实对称五对角矩阵 Ａ 的充

要条件是

　 　 Ｄｉ ≠ ０； ｒａｎｋ（Ｂｎ－１） ＝ ｒａｎｋ（Ｂｎ－１， ｆ
　

ｎ－１ － ｂｎ－２ｅｎ－２ － ｃｎ－１ｅｎ－３） ＝ ２；

９０３用 ３ 个向量对构造梁振动系统的刚度矩阵



　 　 ｒａｎｋ（ｅｎ） ＝ ｒａｎｋ（ｅｎ， ｆ
　

ｎ － ｂｎ－１ｅｎ－１ － ｃｎ－２ｅｎ－２） ＝ １．
并且通过对方程组（１） ～ （３）的计算，可得

　 　 ａｉ ＝ ｄ（１）
ｉ ／ Ｄｉ， ｂｉ ＝ ｄ（２）

ｉ ／ Ｄｉ， ｃｉ ＝ ｄ（３）
ｉ ／ Ｄｉ 　 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｎ － ２），

　 　 ａｎ－１ ＝ １
Δ
（ｅＴ

ｎｅｎｅＴ
ｎ－１ － ｅＴ

ｎ－１ｅｎｅＴ
ｎ）（ ｆ

　
ｎ－１ － ｂｎ－２ｅｎ－２ － ｃｎ－３ｅｎ－３），

　 　 ｂｎ－１ ＝ １
Δ
（ｅＴ

ｎ－１ｅｎ－１ｅＴ
ｎ － ｅＴ

ｎｅｎ－１ｅＴ
ｎ－１）（ ｆ

　
ｎ－１ － ｂｎ－２ｅｎ－２ － ｃｎ－３ｅｎ－３），

其中 Δ ＝ （ｅＴ
ｎｅｎ）（ｅＴ

ｎ－１ｅｎ－１） － （ｅＴ
ｎｅｎ－１） ２， 由 Ｃａｕｃｈｙ（柯西）不等式知，当 ｅｎ 与 ｅｎ－１ 线性无关（即

Ｂｎ－１ 的秩为 ２） 时，Δ ＞ ０．

　 　 ａｎ ＝ １
ｅｎ

２
２

ｅＴ
ｎ（ ｆ

　
ｎ － ｂｎ－１ｅｎ－１ － ｃｎ－２ｅｎ－２） ．

亦可通过以下公式计算：

　 　 ａｎ ＝ λ － ｂｎ－１

ｘｎ－１

ｘｎ

－ ｃｎ－２
ｘｎ－２

ｘｎ
　 　 （ｘｎ ≠ ０），

　 　 ａｎ ＝ μ － ｂｎ－１

ｙｎ－１

ｙｎ

－ ｃｎ－２
ｙｎ－２

ｙｎ
　 　 （ｙｎ ≠ ０），

　 　 ａｎ ＝ γ － ｂｎ－１

ｚｎ－１
ｚｎ

－ ｃｎ－２
ｚｎ－２
ｚｎ

　 　 （ ｚｎ ≠ ０） ．

由此便得到定理 ４ 的条件．

２　 数 值 算 例

算例 １　 给出向量

　 　 Ｘ ＝

０．９５７ ２
０．４８５ ４
０．８００ ３
０．１４１ ９
０．４２１ ８

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

， Ｙ ＝

０．９１５ ７
０．７９２ ２
０．９５９ ５
０．６５５ ７
０．０３５ ７

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

， Ｚ ＝

０．８４９ １
０．９３４ ０
０．６７８ ７
０．７５７ ７
０．７４３ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

及

　 　 Ｕ ＝

０．９１７ ３
－ １．１３６ ７
１．２７２ ７
１．９８９ ５
１．５５１ ２

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

， Ｖ ＝

０．６３５ ９
－ ０．７９２ ６
０．９２１ ３
１．１８０ ３
３．３００ ４

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

， Ｗ ＝

０．１２５ ３
－ ０．４３９ ３
１．４８１ ４
３．７３１ １
３．８４０ ２

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

．

由定理 １ 可验证向量对满足问题Ⅰ有唯一解的充要条件，并应用 ＭＡＴＬＡＢ 程序，利用式

（１） ～ （３），求得 ５ 阶对称五对角矩阵为

　 　 Ａ ＝

０．８１４ ７ － １．３０７ ７ ０．９６４ ９
－ １．３０７ ７ ０．９０５ ８ － ０．４３３ ６ ０．１５７ ６
０．９６４ ９ － ０．４３３ ６ ０．１２７ ０ ０．３４２ ６ ０．９７０ ６

０．１５７ ６ ０．３４２ ６ ０．９１３ ４ ３．５７８ ４
０．９７０ ６ ３．５７８ ４ ０．６３２ ４

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

．
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算例 ２　 给出对称向量及反对称向量

　 　 Ｘ ＝

０．７９１ １
１．４０３ ４
０．６９８ ７
０．６９８ ７
１．４０３ ４
０．７９１ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

， Ｙ ＝

０．５０２ ８
０．６９０ ７
１．１０５ ５
１．１０５ ５
０．６９０ ７
０．５０２ ８

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

， Ｚ ＝

０．１５１ ４
－ ０．４８５ ２
－ ０．０３５ １
０．０３５ １
０．４８５ ２
－ ０．１５１ ４

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

及

　 　 Ｕ ＝

３．５７６ ０
２．６６０ ９
２．８９４ ０
２．８９４ ０
２．６６０ ９
３．５７６ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

， Ｖ ＝

２．７２８ ９
１．５８４ ２
３．５１０ ６
３．５１０ ６
１．５８４ ２
２．７２８ ９

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

， Ｗ ＝

－ ０．５１４ １
－ ０．３０６ ６
０．２２１ ９
－ ０．２２１ ９
０．３０６ ６
０．５１４ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

．

由定理 ２ 可验证向量对满足问题Ⅱ有唯一解的充要条件，并利用方程组（７） ～ （９），求得 ６ 阶

双对称五对角矩阵为

　 　 Ａ ＝

１．１６５ ８ １．３４４ ０ １．０９８ ６
１．３４４ ０ １．０５８ ６ ０．０３０ ６ ０．１２９ ８
１．０９８ ６ ０．０３０ ６ １．１８２ ５ １．３９３ ２ ０．１２９ ８

０．１２９ ８ １．３９３ ２ １．１８２ ５ ０．０３０ ６ １．０９８ ６
０．１２９ ８ ０．０３０ ６ １．０５８ ６ １．３４４ ０

１．０９８ ６ １．３４４ ０ １．１６５ ８

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

．

算例 ３　 给出梁振动系统的 ｎ 个无质量刚杆的长度 ｌｉ ＝ １ 和 ｎ 个转动弹簧的刚度 ｋｉ ＝ ２，ｉ
＝ １，２，…，ｎ，得到系统的 ｎ 阶对称五对角刚度矩阵 Ｃ０，其中 ａ１ ＝ ａ２ ＝ … ＝ ａｎ－２ ＝ １２，ａｎ－１ ＝ １０，
ａｎ ＝ ２；ｂ１ ＝ ｂ２ ＝ … ＝ ｂｎ－２ ＝ － ８，ｂｎ－１ ＝ － ４；ｃ１ ＝ ｃ２ ＝ … ＝ ｃｎ－２ ＝ ２．

针对 ｎ ＝ １００，２００，４００，６００，８００，１ ０００ 时，取频率 λ ＝ λ １１（Ｃ０）， μ ＝ λ ４４（Ｃ０），γ ＝ λ ７７（Ｃ０）
（λ ｉ（Ｃ０） 表示矩阵Ｃ０ 的第 ｉ个频率） 及相应的模态Ｘ，Ｙ，Ｚ，由定理４可验证特征对满足问题Ⅲ
有唯一解的充要条件．由定理 ４ 的证明过程，可求得梁振动系统的刚度矩阵 Ｃ ．

为检验算法的稳定性，给频率数据添加扰动 （１０ －４ε，ε 为区间（０，１） 内均匀分布的随机

数），当 ｎ ＝ １００，２００，４００，６００，８００，１ ０００ 时，计算得到梁振动系统的刚度矩阵 Ｃ 的相对误差

（‖Ｃ － Ｃ０‖Ｆ ／‖Ｃ０‖Ｆ）， 见表 １．
表 １　 有扰动的情况下不同阶数刚度矩阵的相对误差

Ｔａｂｌｅ １　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｍａｔｒｉｃｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｏｒｄｅｒｓ ｕｎｄｅｒ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ

ｎ １００ ２００ ４００ ６００ ８００ １ ０００

ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ
‖Ｃ － Ｃ０‖Ｆ ／‖Ｃ０‖Ｆ

１．８７５ ３Ｅ－５ ９．８２８ ０Ｅ－６ １．１４８ １Ｅ－４ １．３６１ ２Ｅ－４ １．３４５ ４Ｅ－４ １．２０６ ３Ｅ－４

　 　 应用定理 ４，利用 ３ 个特征对，构造 ｎ 阶对称五对角刚度矩阵 Ｃ，需要求解 ｎ 个三元线性方

程组．应用 Ｃｒａｍｅｒ（克莱姆）法则求解，运算量为 ６８ｎ ＦＬＯＰＳ；应用 Ｇａｕｓｓ（高斯）消去法，运算量

为 １７ｎ ＦＬＯＰＳ ．当方程组的系数矩阵和常数项存在误差时，方程组解的误差取决于系数矩阵的

条件数；为降低系数矩阵的条件数可对系数矩阵进行预处理．在实际应用中，选取适当的模态

１１３用 ３ 个向量对构造梁振动系统的刚度矩阵



数据，以保证方程组的系数矩阵的条件数不致过大．
通过建立非线性优化模型，应用 Ｌｉｎｇｏ 程序，可求得无质量刚杆的长度和转动弹簧的刚度．
１） 以长度 { ｌｉ } ｎ

１、刚度 { ｋｉ } ｎ
１ 尽量均衡为目标，建立优化模型，求 ｎ 个无质量刚杆的长度

和 ｎ 个转动弹簧的刚度．
２） 给出测量（或设计）的 ｎ 个无质量刚杆的长度 { ｌ ｉ } ｎ

１ 和 ｎ 个转动弹簧的刚度 { ｋ ｉ } ｎ
１，求

长度 { ｌｉ } ｎ
１ 和刚度 { ｋｉ } ｎ

１ 的最佳逼近解．目标函数为

　 　 ｍｉｎ ｚ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ｋｉ － ｋ ｉ） ２ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
（ ｌｉ － ｌ ｉ） ２ ．

３　 结　 　 论

本文通过定理 １ 首先给出利用 ３ 个向量对构造实对称五对角矩阵，给出解唯一的充要条

件及解的表示形式；对于双对称五对角矩阵，分自由度 ｎ 为偶数和奇数两种情况进行了讨论，
利用双对称矩阵的特殊结构和定理 １ 的结论，通过定理 ２、定理 ３ 给出解存在唯一的充要条

件；针对梁振动系统的刚度矩阵（实对称五对角）的特点：主对角元大于 ０，次对角元小于 ０，次
次对角元大于 ０，利用 ３ 个特征对通过定理 ４ 给出问题Ⅲ有解的条件及求解方法．通过数值算

例验证结论的有效性，利用优化建模方法通过刚度矩阵，求解系统的 ｎ 个无质量刚杆的长度和

ｎ 个转动弹簧的刚度．所得结论在系统结构的分析与设计、预测与控制方面有一定的应用价值．
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