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摘要：　 在半序度量空间中， 建立了关于映射对 Ｆ：Ｘ４ →Ｘ和 ｇ：Ｘ→Ｘ 的α⁃可容许性和相容性的概

念．在此基础上， 利用迭代方法，研究了完备半序度量空间中在 α⁃ψ⁃ 压缩条件下满足混合 ｇ⁃ 单调

性质的 α⁃ 可容许相容映射对的四元重合点的存在唯一性，获得了一些新的结果．最后， 给出了两

个例子作为主要结果的应用．结果推广和改进了近期相关文献中的不动点定理和重合点定理．
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引　 　 言

不动点理论是泛函分析的重要分支，在微分方程、数量经济学、博弈论、最优化等领域中有

着广泛应用．自 Ｂａｎａｃｈ 压缩映射原理提出以来，关于不同空间中各类映射在不同类型条件下

的不动点存在性和唯一性得到了广泛研究［１⁃２］ ．
近年来，有关半序度量空间中映射的不动点和重合点理论的研究变得非常活跃．２００４ 年，

Ｒａｎ 和 Ｒｅｕｒｉｎｇｓ［３］首次在半序度量空间中建立了压缩映射的不动点定理．２００８ 年，Ａｇａｒｗａｌ 和
ＥＩ⁃Ｇｅｂｅｉｌｙ 等［４］证明了半序度量空间中广义压缩映射的不动点定理． Ｂｈａｓｋａｒ 和 Ｌａｋｓｈｍｉｋａｎ⁃
ｔｈａｍ［５］获得了半序度量空间中混合单调映射的二元不动点定理．２００９ 年，Ｌａｋｓｈｍｉｋａｎｔｈａｍ 和

Ｃｉｒｉｃ［６］给出了二元混合 ｇ⁃ 单调映射的概念，并得到了该映射在半序度量空间中的二元重合点

定理．随后，Ｂｏｒｃｕｔ 等［７］给出了三元混合 ｇ⁃ 单调映射的概念，Ｌｉｕ（刘晓兰） ［８］ 给出了四元混合

ｇ⁃ 单调映射的概念，并分别建立了半序度量空间中的三元重合点定理和四元重合点定理．其它

关于半序度量空间中的不动点和重合点的研究可参见文献［９⁃１６］．
最近，Ｓａｍｅｔ 等［１７］ 引进了 α⁃ψ⁃ 压缩和 α⁃ 可容许映射的概念． Ｍｕｒｓａｌｅｅｎ 和 Ｍｏｈｉｕｄｄｉｎｅ

等［１８］将 α⁃ψ⁃压缩和 α⁃可容许映射推广到二元的情形，并建立了概率度量空间中 α⁃可容许映

射在 α⁃ψ⁃ 压缩条件下的二元不动点定理．
本文首先在半序度量空间中，建立了关于映射对 Ｆ：Ｘ４ → Ｘ 和 ｇ：Ｘ → Ｘ 的 α⁃ 可容许性和
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相容性的概念．在此基础上， 利用迭代方法， 研究了完备半序度量空间中在 α⁃ψ⁃ 压缩条件下

满足混合 ｇ⁃ 单调性质的 α⁃ 可容许相容映射对的四元重合点的存在唯一性， 获得了一些新的

结果．最后，给出了两个例子作为主要结果的应用，分别为一个线性例子和一个非线性例子．本
文所得结果推广了文献［８，１２⁃１３，１８］中的不动点定理和重合点定理．

１　 预 备 知 识

为方便起见，我们首先回顾一些基本概念和引理．
在本文中， Ｒ 表示实数集，Ｎ 表示自然数集，Ｚ ＋ 表示正整数集．
定义 １．１［８］ 　 设 （Ｘ ≤） 为一非空半序集，Ｆ：Ｘ４ → Ｘ 和 ｇ：Ｘ → Ｘ 是两个映射，映射 Ｆ 称为

具有混合 ｇ⁃ 单调性质，如果对任意 ｘ，ｙ，ｚ，ｗ ∈ Ｘ， 有

　 　 ｘ１， ｘ２ ∈ Ｘ， ｇｘ１ ≤ ｇｘ２⇒Ｆ（ｘ１，ｙ，ｚ，ｗ） ≤ Ｆ（ｘ２，ｙ，ｚ，ｗ），
　 　 ｙ１， ｙ２ ∈ Ｘ， ｇｙ１ ≤ ｇｙ２⇒Ｆ（ｘ，ｙ１，ｚ，ｗ） ≥ Ｆ（ｘ，ｙ２，ｚ，ｗ），
　 　 ｚ１， ｚ２ ∈ Ｘ， ｇｚ１ ≤ ｇｚ２⇒Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ１，ｗ） ≤ Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ２，ｗ），
　 　 ｗ１， ｗ２ ∈ Ｘ， ｇｗ１ ≤ ｇｗ２⇒Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ１） ≥ Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ２） ．
定义 １．２［８］ 　 设 Ｆ：Ｘ４ → Ｘ 和 ｇ：Ｘ → Ｘ 是两个映射，元素（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ） ∈ Ｘ４ 称为 Ｆ 和 ｇ 的四

元重合点，如果 Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ） ＝ ｇｘ，Ｆ（ｙ，ｚ，ｗ，ｘ） ＝ ｇｙ，Ｆ（ ｚ，ｗ，ｘ，ｙ） ＝ ｇｚ且 Ｆ（ｗ，ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ｇｗ ．元素

（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ） 称为Ｆ和 ｇ的一个四元不动点，如果Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ）＝ ｇｘ ＝ ｘ，Ｆ（ｙ，ｚ，ｗ，ｘ）＝ ｇｙ ＝ ｙ，Ｆ（ ｚ，
ｗ，ｘ，ｙ） ＝ ｇｚ ＝ ｚ 且 Ｆ（ｗ，ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ｇｗ ＝ ｗ ．

定义 １．３［１７］ 　 设 Ψ ＝ {ψ ｜ ψ：［０，∞ ） → ［０，∞ ） } 为一个函数类，函数 ψ 满足如下条件：
 ψ（ ｔ） ＝ ０ 当且仅当 ｔ ＝ ０；
 ψ 在［０，∞ ） 内是不减的；

 对任意 ｔ ＞ ０，∑∞

ｎ ＝ １
ψ ｎ（ ｔ） ＜ ∞，ψ ｎ 为 ψ 的 ｎ 次迭代．

例 １．１　 设 ψ １，ψ ２，ψ ３：［０，∞ ） → ［０，∞ ） 是 ３ 个函数，定义如下：

　 　 ψ １（ ｔ） ＝ １
３

ｔ， ψ ２（ ｔ） ＝ １
２

ｌｎ（１ ＋ ｔ）， ψ ３（ ｔ） ＝

ｔ
３
，　 　 ０ ≤ ｔ ≤ １；

ｔ
２
，　 　 ｔ ＞ １ ．
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易证： ψ １，ψ ２，ψ ３ ∈ Ψ，且 ψ １，ψ ２ 是 Ψ 中的连续函数，ψ ３ 是 Ψ 中的不连续函数．
引理 １．１［１７］ 　 设 ψ： ［０，∞ ） → ［０，∞ ） 是一函数， 如果 ψ ∈ Ψ， 则对任意 ｔ ＞ ０， 有

ｌｉｍｎ→∞ ψ
ｎ（ ｔ） ＝ ０ 且 ψ（ ｔ） ＜ ｔ ．

２　 主要结果及其应用

首先给出映射对 Ｆ：Ｘ４ → Ｘ 和 ｇ：Ｘ → Ｘ 的 α⁃ 可容许性和相容性的概念．
定义 ２．１　 设 Ｘ是一非空集，Ｆ：Ｘ４ →Ｘ和 ｇ：Ｘ→Ｘ是两个映射，且 α：Ｘ４ × Ｘ４ →［０，∞ ） 是

一函数，称 Ｆ 和 ｇ 是 α⁃ 可容许的，如果存在 ｘ，ｙ，ｚ，ｕ，ｖ，ｗ，ｈ，ｌ ∈ Ｘ， 使得

　 　 α（（ｇｘ，ｇｙ，ｇｚ，ｇｗ），（ｇｕ，ｇｖ，ｇｈ，ｇｌ）） ≥ １
　 　 　 　 ⇒α（（Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ）， Ｆ（ｙ，ｚ，ｗ，ｘ）， Ｆ（ ｚ，ｗ，ｘ，ｙ），Ｆ（ｗ，ｘ，ｙ，ｚ）），
　 　 　 　 （Ｆ（ｕ，ｖ，ｈ，ｌ）， Ｆ（ｖ，ｈ，ｌ，ｕ）， Ｆ（ｈ，ｌ，ｕ，ｖ）， Ｆ（ ｌ，ｕ，ｖ，ｈ））） ≥ １．
例 ２．１　 设 Ｘ ＝ Ｒ，ｇ：Ｘ → Ｘ，Ｆ：Ｘ４ → Ｘ 和 α：Ｘ４ × Ｘ４ → ［０，∞ ） 定义如下：
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　 　 ｇ（ｘ） ＝ ｘ
２
， Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ） ＝ ｘ２ － ｙ２ ＋ ｚ２ － ｗ２，

　 　 α（（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ），（ｕ，ｖ，ｈ，ｌ）） ＝
１，　 　 ｘ ≤ ｕ， ｙ ≥ ｖ， ｚ ≤ ｈ， ｗ ≥ ｌ，
０，　 　 ｏｔｈｅｒ ．{

则 Ｆ 和 ｇ 是 α⁃ 可容许的．
事实上，若 α（（ｇｘ，ｇｙ，ｇｚ，ｇｗ），（ｇｕ，ｇｖ，ｇｈ，ｇｌ）） ≥１，则 ｇｘ≤ ｇｕ，ｇｙ≥ ｇｖ，ｇｚ≤ ｇｈ和 ｇｗ≥

ｇｌ，即 ｘ ≤ ｕ，ｙ ≥ ｖ，ｚ ≤ ｈ 和 ｗ ≥ ｌ ．于是

　 　 Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ） ≤ Ｆ（ｕ，ｖ，ｈ，ｌ）， Ｆ（ｙ，ｚ，ｗ，ｘ） ≥ Ｆ（ｖ，ｈ，ｌ，ｕ），
　 　 Ｆ（ ｚ，ｗ，ｘ，ｙ） ≤ Ｆ（ｈ，ｌ，ｕ，ｖ）， Ｆ（ｗ，ｘ，ｙ，ｚ） ≥ Ｆ（ ｌ，ｕ，ｖ，ｈ） ．

再根据函数 α 的定义可知：
　 　 α（（Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ）， Ｆ（ｙ，ｚ，ｗ，ｘ）， Ｆ（ ｚ，ｗ，ｘ，ｙ）， Ｆ（ｗ，ｘ，ｙ，ｚ）），
　 　 　 　 （Ｆ（ｕ，ｖ，ｈ，ｌ）， Ｆ（ｖ，ｈ，ｌ，ｕ）， Ｆ（ｈ，ｌ，ｕ，ｖ）， Ｆ（ ｌ，ｕ，ｖ，ｈ））） ≥ １．

因此， Ｆ 和 ｇ 是 α⁃ 可容许的．
定义 ２．２　 设 （Ｘ，ｄ） 是一度量空间，映射Ｆ：Ｘ４ →Ｘ和 ｇ：Ｘ→Ｘ称为相容的，如果存在Ｘ中

的 ４ 个序列 { ｘｎ } ， { ｙｎ } ， { ｚｎ } ， {ｗｎ } 及 ｘ，ｙ，ｚ，ｗ ∈ Ｘ， 且满足

　 　 ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆ（ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ，ｗｎ） ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｇｘｎ ＝ ｘ， ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆ（ｙｎ，ｚｎ，ｗｎ，ｘｎ） ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｇｙｎ ＝ ｙ，

　 　 ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆ（ ｚｎ，ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ） ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｇｚｎ ＝ ｚ， ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆ（ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ） ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｇｗｎ ＝ ｗ

时，必有

　 　 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｄ（ｇＦ（ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ，ｗｎ）， Ｆ（ｇｘｎ，ｇｙｎ，ｇｚｎ，ｇｗｎ）） ＝ ０，

　 　 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｄ（ｇＦ（ｙｎ，ｚｎ，ｗｎ，ｘｎ）， Ｆ（ｇｙｎ，ｇｚｎ，ｇｗｎ，ｇｘｎ）） ＝ ０，

　 　 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｄ（ｇＦ（ ｚｎ，ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ）， Ｆ（ｇｚｎ，ｇｗｎ，ｇｘｎ，ｇｙｎ）） ＝ ０，

　 　 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｄ（ｇＦ（ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ）， Ｆ（ｇｗｎ，ｇｘｎ，ｇｙｎ，ｇｚｎ）） ＝ ０．

定理 ２．１　 设 （Ｘ，ｄ， ≤） 是一完备的半序度量空间，Ｆ：Ｘ４ → Ｘ 和 ｇ：Ｘ → Ｘ 是两个映射，Ｆ
是连续的且具有混合 ｇ⁃单调性质．设存在两个函数ψ ∈Ψ和 α：Ｘ４ × Ｘ４ →［０，∞ ），使得对任意

满足 ｇｘ ≤ ｇｕ，ｇｙ ≥ ｇｖ，ｇｚ ≤ ｇｈ 和 ｇｗ ≥ ｇｌ 的 ｘ，ｙ，ｚ，ｕ，ｖ，ｗ，ｈ，ｌ ∈ Ｘ， 有

　 　 α（（ｇｘ，ｇｙ，ｇｚ，ｇｗ），（ｇｕ，ｇｖ，ｇｈ，ｇｌ））ｄ（Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ），Ｆ（ｕ，ｖ，ｈ，ｌ）） ≤

　 　 　 　 ψ ｄ（ｇｘ，ｇｕ） ＋ ｄ（ｇｙ，ｇｖ） ＋ ｄ（ｇｚ，ｇｈ） ＋ ｄ（ｇｗ，ｇｌ）
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１）

设 Ｆ（Ｘ４） ⊂ ｇ（Ｘ），Ｆ 和 ｇ 是相容的且为 α⁃ 可容许的，ｇ 是连续的．如果存在 ｘ０，ｙ０，ｚ０，ｗ０ ∈ Ｘ，
使得

　 　

α（（ｇｘ０，ｇｙ０，ｇｚ０，ｇｗ０）， （Ｆ（ｘ０，ｙ０，ｚ０，ｗ０）， Ｆ（ｙ０，ｚ０，ｗ０，ｘ０），
　 　 Ｆ（ ｚ０，ｗ０，ｘ０，ｙ０）， Ｆ（ｗ０，ｘ０，ｙ０，ｚ０））） ≥ １，
α（（ｇｙ０，ｇｚ０，ｇｗ０，ｇｘ０）， （Ｆ（ｙ０，ｚ０，ｗ０，ｘ０）， Ｆ（ ｚ０，ｗ０，ｘ０，ｙ０），
　 　 Ｆ（ｗ０，ｘ０，ｙ０，ｚ０）， Ｆ（ｘ０，ｙ０，ｚ０，ｗ０））） ≥ １，
α（（ｇｚ０，ｇｗ０，ｇｘ０，ｇｙ０）， （Ｆ（ ｚ０，ｗ０，ｘ０，ｙ０）， Ｆ（ｗ０，ｘ０，ｙ０，ｚ０），
　 　 Ｆ（ｘ０，ｙ０，ｚ０，ｗ０）， Ｆ（ｙ０，ｚ０，ｗ０，ｘ０））） ≥ １，
α（（ｇｗ０，ｇｘ０，ｇｙ０，ｇｚ０）， （Ｆ（ｗ０，ｘ０，ｙ０，ｚ０）， Ｆ（ｘ０，ｙ０，ｚ０，ｗ０），
　 　 Ｆ（ｙ０，ｚ０，ｗ０，ｘ０）， Ｆ（ ｚ０，ｗ０，ｘ０，ｙ０））） ≥ １，

ì

î

í

ï
ï
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ï
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（２）

４３３ 半序度量空间中混合 ｇ⁃ 单调映射的四元重合点定理及其应用



且满足

　 　
ｇｘ０ ≤ Ｆ（ｘ０，ｙ０，ｚ０，ｗ０）， ｇｙ０ ≥ Ｆ（ｙ０，ｚ０，ｗ０，ｘ０），
ｇｚ０ ≤ Ｆ（ ｚ０，ｗ０，ｘ０，ｙ０）， ｇｗ０ ≥ Ｆ（ｗ０，ｘ０，ｙ０，ｚ０），

{ （３）

则 Ｆ 和 ｇ 有一四元重合点，即存在 ｘ，ｙ，ｚ，ｗ ∈ Ｘ， 使得

　 　 Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ） ＝ ｇｘ， Ｆ（ｙ，ｚ，ｗ，ｘ） ＝ ｇｙ， Ｆ（ ｚ，ｗ，ｘ，ｙ） ＝ ｇｚ， Ｆ（ｗ，ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ｇｗ ．
证明　 设 ｘ０，ｙ０，ｚ０，ｗ０ ∈ Ｘ，使得式（２） 和式（３） 成立．由 Ｆ（Ｘ４） ⊂ ｇ（Ｘ） 可知，存在 ｘ１，ｙ１，

ｚ１，ｗ１ ∈ Ｘ， 使得

　 　 ｇｘ１ ＝ Ｆ（ｘ０，ｙ０，ｚ０，ｗ０）， ｇｙ１ ＝ Ｆ（ｙ０，ｚ０，ｗ０，ｘ０），
　 　 ｇｚ１ ＝ Ｆ（ ｚ０，ｗ０，ｘ０，ｙ０）， ｇｗ１ ＝ Ｆ（ｗ０，ｘ０，ｙ０，ｚ０） ．

再由 Ｆ（Ｘ４） ⊂ ｇ（Ｘ） 可知，存在 ｘ２，ｙ２，ｚ２，ｗ２ ∈ Ｘ， 使得

　 　 ｇｘ２ ＝ Ｆ（ｘ１，ｙ１，ｚ１，ｗ１）， ｇｙ２ ＝ Ｆ（ｙ１，ｚ１，ｗ１，ｘ１），
　 　 ｇｚ２ ＝ Ｆ（ ｚ１，ｗ１，ｘ１，ｙ１）， ｇｗ２ ＝ Ｆ（ｗ１，ｘ１，ｙ１，ｚ１） ．

依此类推，在 Ｘ 中可构造序列 { ｘｎ } ， { ｙｎ } ， { ｚｎ } 和 {ｗｎ } ，使得对任意 ｎ ∈ Ｎ， 有

　 　 ｇｘｎ＋１ ＝ Ｆ（ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ，ｗｎ）， ｇｙｎ＋１ ＝ Ｆ（ｙｎ，ｚｎ，ｗｎ，ｘｎ），
　 　 ｇｚｎ＋１ ＝ Ｆ（ ｚｎ，ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ）， ｇｗｎ＋１ ＝ Ｆ（ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ） ．

下证对任意 ｎ ∈ Ｎ， 有

　 　 ｇｘｎ ≤ ｇｘｎ＋１， ｇｙｎ ≥ ｇｙｎ＋１， ｇｚｎ ≤ ｇｚｎ＋１， ｇｗｎ ≥ ｇｗｎ＋１ ． （４）
利用数学归纳法证明．当 ｎ ＝ ０ 时，有
　 　 ｇｘ０ ≤ Ｆ（ｘ０，ｙ０，ｚ０，ｗ０） ＝ ｇｘ１， ｇｙ０ ≥ Ｆ（ｙ０，ｚ０，ｗ０，ｘ０） ＝ ｇｙ１，
　 　 ｇｚ０ ≤ Ｆ（ ｚ０，ｗ０，ｘ０，ｙ０） ＝ ｇｚ１， ｇｗ０ ≥ Ｆ（ｗ０，ｘ０，ｙ０，ｚ０） ＝ ｇｗ１，

即式（４）对 ｎ ＝ ０ 成立．假设式（４） 对某一 ｎ ≥ ０ 成立，即
　 　 ｇｘｎ ≤ ｇｘｎ＋１， ｇｙｎ ≥ ｇｙｎ＋１， ｇｚｎ ≤ ｇｚｎ＋１， ｇｗｎ ≥ ｇｗｎ＋１ ．

根据 Ｆ 具有混合 ｇ⁃ 单调性质可知

　 　 ｇｘｎ＋１ ＝ Ｆ（ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ，ｗｎ） ≤ Ｆ（ｘｎ＋１，ｙｎ，ｚｎ，ｗｎ） ≤ Ｆ（ｘｎ＋１，ｙｎ＋１，ｚｎ，ｗｎ） ≤
　 　 　 　 Ｆ（ｘｎ＋１，ｙｎ＋１，ｚｎ＋１，ｗｎ＋１） ＝ ｇｘｎ＋２，
　 　 ｇｙｎ＋１ ＝ Ｆ（ｙｎ，ｚｎ，ｗｎ，ｘｎ） ≥ Ｆ（ｙｎ＋１，ｚｎ，ｗｎ，ｘｎ） ≥ Ｆ（ｙｎ＋１，ｚｎ＋１，ｗｎ，ｘｎ） ≥
　 　 　 　 Ｆ（ｙｎ＋１，ｚｎ＋１，ｗｎ＋１，ｘｎ＋１） ＝ ｇｙｎ＋２，
　 　 ｇｚｎ＋１ ＝ Ｆ（ ｚｎ，ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ） ≤ Ｆ（ ｚｎ＋１，ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ） ≤ Ｆ（ ｚｎ＋１，ｗｎ＋１，ｘｎ，ｙｎ） ≤
　 　 　 　 Ｆ（ ｚｎ＋１，ｗｎ＋１，ｘｎ＋１，ｙｎ＋１） ＝ ｇｚｎ＋２，
　 　 ｇｗｎ＋１ ＝ Ｆ（ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ） ≥ Ｆ（ｗｎ＋１，ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ） ≥ Ｆ（ｗｎ＋１，ｘｎ＋１，ｙｎ，ｚｎ） ≥
　 　 　 　 Ｆ（ｗｎ＋１，ｘｎ＋１，ｙｎ＋１，ｚｎ＋１） ＝ ｇｗｎ＋２ ．

因此，对任意 ｎ ∈ Ｎ， 式（４）都成立．
由已知条件（２）得
　 　 α（（ｇｘ０，ｇｙ０，ｇｚ０，ｇｗ０），（Ｆ（ｘ０，ｙ０，ｚ０，ｗ０），Ｆ（ｙ０，ｚ０，ｗ０，ｘ０），
　 　 　 　 Ｆ（ ｚ０，ｗ０，ｘ０，ｙ０），Ｆ（ｗ０，ｘ０，ｙ０，ｚ０））） ＝
　 　 　 　 α（（ｇｘ０，ｇｙ０，ｇｚ０，ｇｗ０），（ｇｘ１，ｇｙ１，ｇｚ１，ｇｗ１）） ≥ １，
　 　 α（（ｇｙ０，ｇｚ０，ｇｗ０，ｇｘ０）， （Ｆ（ｙ０，ｚ０，ｗ０，ｘ０）， Ｆ（ ｚ０，ｗ０，ｘ０，ｙ０），
　 　 　 　 Ｆ（ｗ０，ｘ０，ｙ０，ｚ０）， Ｆ（ｘ０，ｙ０，ｚ０，ｗ０））） ＝
　 　 　 　 α（（ｇｙ０，ｇｚ０，ｇｗ０，ｇｘ０），（ｇｙ１，ｇｚ１，ｇｗ１，ｇｘ１）） ≥ １，
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　 　 α（（ｇｚ０，ｇｗ０，ｇｘ０，ｇｙ０）， （Ｆ（ ｚ０，ｗ０，ｘ０，ｙ０）， Ｆ（ｗ０，ｘ０，ｙ０，ｚ０），
　 　 　 　 Ｆ（ｘ０，ｙ０，ｚ０，ｗ０）， Ｆ（ｙ０，ｚ０，ｗ０，ｘ０））） ＝
　 　 　 　 α（（ｇｚ０，ｇｗ０，ｇｘ０，ｇｙ０），（ｇｚ１，ｇｗ１，ｇｘ１，ｇｙ１）） ≥ １，
　 　 α（（ｇｗ０，ｇｘ０，ｇｙ０，ｇｚ０）， （Ｆ（ｗ０，ｘ０，ｙ０，ｚ０）， Ｆ（ｘ０，ｙ０，ｚ０，ｗ０），
　 　 　 　 Ｆ（ｙ０，ｚ０，ｗ０，ｘ０）， Ｆ（ ｚ０，ｗ０，ｘ０，ｙ０））） ＝
　 　 　 　 α（（ｇｗ０，ｇｘ０，ｇｙ０，ｇｚ０），（ｇｗ１，ｇｘ１，ｇｙ１，ｇｚ１）） ≥ １．

根据 Ｆ 和 ｇ 是 α⁃ 可容许的，有
　 　 α（（Ｆ（ｘ０，ｙ０，ｚ０，ｗ０）， Ｆ（ｙ０，ｚ０，ｗ０，ｘ０）， Ｆ（ ｚ０，ｗ０，ｘ０，ｙ０）， Ｆ（ｗ０，ｘ０，ｙ０，ｚ０）），
　 　 　 　 （Ｆ（ｘ１，ｙ１，ｚ１，ｗ１）， Ｆ（ｙ１，ｚ１，ｗ１，ｘ１）， Ｆ（ ｚ１，ｗ１，ｘ１，ｙ１）， Ｆ（ｗ１，ｘ１，ｙ１，ｚ１））） ＝
　 　 　 　 α（（ｇｘ１，ｇｙ１，ｇｚ１，ｇｗ１），（ｇｘ２，ｇｙ２，ｇｚ２，ｇｗ２）） ≥ １．

反复利用 Ｆ 和 ｇ 的 α⁃ 可容许性可知，对任意 ｎ ∈ Ｎ， 有

　 　 α（（ｇｘｎ，ｇｙｎ，ｇｚｎ，ｇｗｎ），（ｇｘｎ＋１，ｇｙｎ＋１，ｇｚｎ＋１，ｇｗｎ＋１）） ≥ １． （５）
同理

　 　 α（（ｇｙｎ，ｇｚｎ，ｇｗｎ，ｇｘｎ），（ｇｙｎ＋１，ｇｚｎ＋１，ｇｗｎ＋１，ｇｘｎ＋１）） ≥ １， （６）
　 　 α（（ｇｚｎ，ｇｗｎ，ｇｘｎ，ｇｙｎ），（ｇｚｎ＋１，ｇｗｎ＋１，ｇｘｎ＋１，ｇｙｎ＋１）） ≥ １， （７）
　 　 α（（ｇｗｎ，ｇｘｎ，ｇｙｎ，ｇｚｎ），（ｇｗｎ＋１，ｇｘｎ＋１，ｇｙｎ＋１，ｇｚｎ＋１）） ≥ １． （８）

由式（１）和式（４） ～ （８）可知

　 　 ｄ（ｇｘｎ＋１，ｇｘｎ＋２） ＝ ｄ（Ｆ（ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ，ｗｎ），Ｆ（ｘｎ＋１，ｙｎ＋１，ｚｎ＋１，ｗｎ＋１）） ≤
　 　 　 　 α（（ｇｗｎ，ｇｘｎ，ｇｙｎ，ｇｚｎ），（ｇｗｎ＋１，ｇｘｎ＋１，ｇｙｎ＋１，ｇｚｎ＋１）） ×
　 　 　 　 ｄ（Ｆ（ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ，ｗｎ），Ｆ（ｘｎ＋１，ｙｎ＋１，ｚｎ＋１，ｗｎ＋１）） ≤

　 　 　 　 ψ
ｄ（ｇｘｎ，ｇｘｎ＋１） ＋ ｄ（ｇｙｎ，ｇｙｎ＋１） ＋ ｄ（ｇｚｎ，ｇｚｎ＋１） ＋ ｄ（ｇｗｎ，ｇｗｎ＋１）

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （９）

　 　 ｄ（ｇｙｎ＋１，ｇｙｎ＋２） ≤

　 　 　 　 ψ
ｄ（ｇｘｎ，ｇｘｎ＋１） ＋ ｄ（ｇｙｎ，ｇｙｎ＋１） ＋ ｄ（ｇｚｎ，ｇｚｎ＋１） ＋ ｄ（ｇｗｎ，ｇｗｎ＋１）

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１０）

　 　 ｄ（ｇｚｎ＋１，ｇｚｎ＋２） ≤

　 　 　 　 ψ
ｄ（ｇｘｎ，ｇｘｎ＋１） ＋ ｄ（ｇｙｎ，ｇｙｎ＋１） ＋ ｄ（ｇｚｎ，ｇｚｎ＋１） ＋ ｄ（ｇｗｎ，ｇｗｎ＋１）

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１１）

　 　 ｄ（ｇｗｎ＋１，ｇｗｎ＋２） ≤

　 　 　 　 ψ
ｄ（ｇｘｎ，ｇｘｎ＋１） ＋ ｄ（ｇｙｎ，ｇｙｎ＋１） ＋ ｄ（ｇｚｎ，ｇｚｎ＋１） ＋ ｄ（ｇｗｎ，ｇｗｎ＋１）

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１２）

结合式（９） ～ （１２）可得

　 　
ｄ（ｇｘｎ＋１，ｇｘｎ＋２） ＋ ｄ（ｇｙｎ＋１，ｇｙｎ＋２） ＋ ｄ（ｇｚｎ＋１，ｇｚｎ＋２） ＋ ｄ（ｇｗｎ＋１，ｇｗｎ＋２）

４
≤

　 　 　 　 ψ
ｄ（ｇｘｎ，ｇｘｎ＋１） ＋ ｄ（ｇｙｎ，ｇｙｎ＋１） ＋ ｄ（ｇｚｎ，ｇｚｎ＋１） ＋ ｄ（ｇｗｎ，ｇｗｎ＋１）

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１３）

利用式（１３），重复迭代 ｎ 次可得

　 　
ｄ（ｇｘｎ，ｇｘｎ＋１） ＋ ｄ（ｇｙｎ，ｇｙｎ＋１） ＋ ｄ（ｇｚｎ，ｇｚｎ＋１） ＋ ｄ（ｇｗｎ，ｇｗｎ＋１）

４
≤

６３３ 半序度量空间中混合 ｇ⁃ 单调映射的四元重合点定理及其应用



　 　 　 　 ψ ｎ ｄ（ｇｘ０，ｇｘ１） ＋ ｄ（ｇｙ０，ｇｙ１） ＋ ｄ（ｇｚ０，ｇｚ１） ＋ ｄ（ｇｗ０，ｇｗ１）
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

由 ψ 的性质，

　 　 ∑
∞

ｎ ＝ ０
ψ ｎ ｄ（ｇｘ０，ｇｘ１） ＋ ｄ（ｇｙ０，ｇｙ１） ＋ ｄ（ｇｚ０，ｇｚ１） ＋ ｄ（ｇｗ０，ｇｗ１）

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＜ ∞，

故对任意 ε ＞ ０，存在 ｎ（ε） ∈ Ｎ， 使得

　 　 ∑
ｎ≥ｎ（ε）

ψ ｎ ｄ（ｇｘ０，ｇｘ１） ＋ ｄ（ｇｙ０，ｇｙ１） ＋ ｄ（ｇｚ０，ｇｚ１） ＋ ｄ（ｇｗ０，ｇｗ１）
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＜ ε

４
．

设 ｍ，ｎ ∈ Ｎ，使得 ｍ ＞ ｎ ＞ ｎ（ε）， 利用三角不等式得

　 　
ｄ（ｇｘｎ，ｇｘｍ） ＋ ｄ（ｇｙｎ，ｇｙｍ） ＋ ｄ（ｇｚｎ，ｇｚｍ） ＋ ｄ（ｇｗｎ，ｇｗｍ）

４
≤

　 　 　 　 ∑
ｍ－１

ｋ ＝ ｎ

ｄ（ｇｘｋ，ｇｘｋ＋１） ＋ ｄ（ｇｙｋ，ｇｙｋ＋１） ＋ ｄ（ｇｚｋ，ｇｚｋ＋１） ＋ ｄ（ｇｗｋ，ｇｗｋ＋１）
４

≤

　 　 　 　 ∑
ｍ－１

ｋ ＝ ｎ
ψ ｋ ｄ（ｇｘ０，ｇｘ１） ＋ ｄ（ｇｙ０，ｇｙ１） ＋ ｄ（ｇｚ０，ｇｚ１） ＋ ｄ（ｇｗ０，ｇｗ１）

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤

　 　 　 　 ∑
ｎ≥ｎ（ε）

ψ ｎ ｄ（ｇｘ０，ｇｘ１） ＋ ｄ（ｇｙ０，ｇｙ１） ＋ ｄ（ｇｚ０，ｇｚ１） ＋ ｄ（ｇｗ０，ｇｗ１）
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＜ ε

４
，

这表明 ｄ（ｇｘｎ，ｇｘｍ） ＋ ｄ（ｇｙｎ，ｇｙｍ） ＋ ｄ（ｇｚｎ，ｇｚｍ） ＋ ｄ（ｇｗｎ，ｇｗｍ） ＜ ε， 从而

　 　 ｍａｘ { ｄ（ｇｘｎ，ｇｘｍ），ｄ（ｇｙｎ，ｇｙｍ），ｄ（ｇｚｎ，ｇｚｍ），ｄ（ｇｗｎ，ｇｗｍ） } ＜ ε ．
因此， { ｇｘｎ } ， { ｇｙｎ } ， { ｇｚｎ } 和 { ｇｗｎ } 都是Ｘ 中的 Ｃａｕｃｈｙ 列．由 Ｘ的完备性可知，存在 ｘ，ｙ，ｚ，
ｗ ∈ Ｘ， 使得

　 　
ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆ（ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ，ｗｎ） ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｇｘｎ ＝ ｘ， ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆ（ｙｎ，ｚｎ，ｗｎ，ｘｎ） ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｇｙｎ ＝ ｙ，

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆ（ ｚｎ，ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ） ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｇｚｎ ＝ ｚ， ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆ（ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ） ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｇｗｎ ＝ ｗ ．{ （１４）

下证 （ｘ，ｙ，ｚ，ｗ） 为 Ｆ 和 ｇ 的四元重合点．
首先由式（１４）和 ｇ 的连续性得

　 　

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｇＦ（ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ，ｗｎ） ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｇｇｘｎ ＝ ｇｘ，

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｇＦ（ｙｎ，ｚｎ，ｗｎ，ｘｎ） ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｇｇｙｎ ＝ ｇｙ，

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｇＦ（ ｚｎ，ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ） ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｇｇｚｎ ＝ ｇｚ，

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｇＦ（ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ） ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｇｇｗｎ ＝ ｇｗ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１５）

其次由式（１４）， Ｆ 和 ｇ 是相容的，有

　 　

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｄ（ｇＦ（ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ，ｗｎ），Ｆ（ｇｘｎ，ｇｙｎ，ｇｚｎ，ｇｗｎ）） ＝ ０，

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｄ（ｇＦ（ｙｎ，ｚｎ，ｗｎ，ｘｎ），Ｆ（ｇｙｎ，ｇｚｎ，ｇｗｎ，ｇｘｎ）） ＝ ０，

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｄ（ｇＦ（ ｚｎ，ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ），Ｆ（ｇｚｎ，ｇｗｎ，ｇｘｎ，ｇｙｎ）） ＝ ０，

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｄ（ｇＦ（ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ），Ｆ（ｇｗｎ，ｇｘｎ，ｇｙｎ，ｇｚｎ）） ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１６）

再由式（１４）和 Ｆ 的连续性得
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ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆ（ｇｘｎ，ｇｙｎ，ｇｚｎ，ｇｗｎ） ＝ Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ），

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆ（ｇｙｎ，ｇｚｎ，ｇｗｎ，ｇｘｎ） ＝ Ｆ（ｙ，ｚ，ｗ，ｘ），

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆ（ｇｚｎ，ｇｗｎ，ｇｘｎ，ｇｙｎ） ＝ Ｆ（ ｚ，ｗ，ｘ，ｙ），

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆ（ｇｗｎ，ｇｘｎ，ｇｙｎ，ｇｚｎ） ＝ Ｆ（ｗ，ｘ，ｙ，ｚ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１７）

根据式（１５） ～ （１７）可知，对任意 ε ＞ ０，存在 ｎ（ε） ∈ Ｎ，使得当 ｎ ＞ ｎ（ε） 时，有

　 　

ｄ（ｇｘ，ｇＦ（ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ，ｗｎ）） ＜ ε
３
，

ｄ（ｇＦ（ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ，ｗｎ）， Ｆ（ｇｘｎ，ｇｙｎ，ｇｚｎ，ｇｗｎ）） ＜ ε
３
，

ｄ（Ｆ（ｇｘｎ，ｇｙｎ，ｇｚｎ，ｇｗｎ）， Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ）） ＜ ε
３

．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（１８）

利用三角不等式和式（１８）得
　 　 ｄ（ｇｘ，Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ）） ≤
　 　 　 　 ｄ（ｇｘ，ｇＦ（ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ，ｗｎ）） ＋ ｄ（ｇＦ（ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ，ｗｎ），Ｆ（ｇｘｎ，ｇｙｎ，ｇｚｎ，ｇｗｎ）） ＋

　 　 　 　 ｄ（Ｆ（ｇｘｎ，ｇｙｎ，ｇｚｎ，ｇｗｎ），Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ）） ＜ ε
３

＋ ε
３

＋ ε
３

＝ ε ．

由 ε 的任意性可知，ｄ（ｇｘ，Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ）） ＝ ０，即 ｇｘ ＝ Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ） ．
同理可证 ｇｙ ＝ Ｆ（ｙ，ｚ，ｗ，ｘ），ｇｚ ＝ Ｆ（ ｚ，ｗ，ｘ，ｙ） 和 ｇｗ ＝ Ｆ（ｗ，ｘ，ｙ，ｚ） ．即（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ） 为 Ｆ 和

ｇ 的四元重合点．因此，Ｆ 和 ｇ 在 Ｘ 中存在四元重合点．证毕． □

注 ２．１　 设 Ｇ：Ｘ２ → Ｘ 是一映射，在定理 ２．１ 中取 Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ） ＝ Ｇ（ｘ，ｙ），ｇ ＝ Ｉ（ Ｉ 为恒等映射），可得文献

［１８］ 中的定理 ３．４ ．在定理 ２．１ 中取 α（（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ），（ｕ，ｖ，ｈ，ｌ）） ≡ １， 可得文献［１２⁃１３］中的相关定理．

推论 ２．１　 设 （Ｘ，ｄ， ≤） 是一完备的半序度量空间，Ｆ：Ｘ４ → Ｘ 和 ｇ：Ｘ → Ｘ 是 Ｘ 上的两映

射，Ｆ是连续的且具有混合 ｇ⁃单调性质．设存在一个函数α：Ｘ４ × Ｘ４ →［０，∞ ），使得对任意满足

ｇｘ ≤ ｇｕ，ｇｙ ≥ ｇｖ，ｇｚ ≤ ｇｈ 和 ｇｗ ≥ ｇｌ 的 ｘ，ｙ，ｚ，ｕ，ｖ，ｗ，ｈ，ｌ ∈ Ｘ， 有

　 　 α（（ｇｘ，ｇｙ，ｇｚ，ｇｗ），（ｇｕ，ｇｖ，ｇｈ，ｇｌ））ｄ（Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ），Ｆ（ｕ，ｖ，ｈ，ｌ）） ≤

　 　 　 　 ｋ
４
［ｄ（ｇｘ，ｇｕ） ＋ ｄ（ｇｙ，ｇｖ） ＋ ｄ（ｇｚ，ｇｈ） ＋ ｄ（ｇｗ，ｇｌ）］，

其中 ０≤ ｋ ＜ １．设 Ｆ（Ｘ４） ⊂ ｇ（Ｘ），Ｆ和 ｇ是相容的且为 α⁃可容许的，ｇ是连续的．如果存在 ｘ０，
ｙ０，ｚ０，ｗ０ ∈ Ｘ，使得式（２） 及式（３） 成立，则 Ｆ和 ｇ有一四元重合点，即存在 ｘ，ｙ，ｚ，ｗ∈ Ｘ， 使得

　 　 Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ） ＝ ｇｘ， Ｆ（ｙ，ｚ，ｗ，ｘ） ＝ ｇｙ， Ｆ（ ｚ，ｗ，ｘ，ｙ） ＝ ｇｚ， Ｆ（ｗ，ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ｇｗ ．

注 ２．２　 在推论 ２．１ 中取 α（（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ），（ｕ，ｖ，ｈ，ｌ）） ≡ １， 可得文献［８］中的推论 ３．３．

下面给出两个例子来说明定理 ２．１ 的应用．
例 ２．２　 设 Ｘ ＝ Ｒ，ｄ（ｘ，ｙ） ＝｜ ｘ － ｙ ｜ ，ｘ，ｙ∈ Ｘ，“≤” 是通常的半序关系，则（Ｘ，ｄ，≤） 是完

备的半序度量空间．设 Ｆ：Ｘ４ → Ｘ 和 ｇ：Ｘ → Ｘ 是两个映射，对所有的 ｘ，ｙ，ｚ，ｗ ∈ Ｘ，

　 　 Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ） ＝ ｘ２ － ｙ２ ＋ ｚ２ － ｗ２

１６
， ｇｘ ＝ ｘ２

２
，

则 Ｆ 和 ｇ是连续的，且 Ｆ是混合 ｇ⁃单调的．考虑两个函数 ψ：［０，∞ ） → ［０，∞ ） 和 α：Ｘ４ × Ｘ４ →
［０，∞ ）， 定义如下：

８３３ 半序度量空间中混合 ｇ⁃ 单调映射的四元重合点定理及其应用



　 　 ψ（ ｔ） ＝ ｔ
２
， α（（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ），（ｕ，ｖ，ｈ，ｌ）） ＝

１，　 　 ｘ ≤ ｕ， ｙ ≥ ｖ， ｚ ≤ ｈ， ｗ ≥ ｌ，
０，　 　 ｏｔｈｅｒ ．{

容易验证 ψ ∈ Ψ 且 Ｆ 和 ｇ 是 α⁃ 可容许的．
下证 Ｆ 和 ｇ 是相容的．设 { ｘｎ } ， { ｙｎ } ， { ｚｎ } 和 {ｗｎ } 是 Ｘ 中的 ４ 个序列，使得

　 　 ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆ（ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ，ｗｎ） ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｇｘｎ ＝ ａ， ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆ（ｙｎ，ｚｎ，ｗｎ，ｘｎ） ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｇｙｎ ＝ ｂ，

　 　 ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆ（ ｚｎ，ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ） ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｇｚｎ ＝ ｃ， ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆ（ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ） ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｇｗｎ ＝ ｄ，

即

　 　 ａ － ｂ ＋ ｃ － ｄ
８

＝ ａ， ｂ － ｃ ＋ ｄ － ａ
８

＝ ｂ， ｃ － ｄ ＋ ａ － ｂ
８

＝ ｃ， ｄ － ａ ＋ ｂ － ｃ
８

＝ ｄ ．

解得 ａ ＝ ｂ ＝ ｃ ＝ ｄ ＝ ０．因此，ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｙｎ ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｚｎ ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｗｎ ＝ ０．再由 Ｆ 和 ｇ 的连续性可知

　 　 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｄ（ｇＦ（ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ，ｗｎ），Ｆ（ｇｘｎ，ｇｙｎ，ｇｚｎ，ｇｗｎ）） ＝ ０，

　 　 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｄ（ｇＦ（ｙｎ，ｚｎ，ｗｎ，ｘｎ），Ｆ（ｇｙｎ，ｇｚｎ，ｇｗｎ，ｇｘｎ）） ＝ ０，

　 　 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｄ（ｇＦ（ ｚｎ，ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ），Ｆ（ｇｚｎ，ｇｗｎ，ｇｘｎ，ｇｙｎ）） ＝ ０，

　 　 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｄ（ｇＦ（ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ），Ｆ（ｇｗｎ，ｇｘｎ，ｇｙｎ，ｇｚｎ）） ＝ ０．

因此， Ｆ 和 ｇ 是相容的．
下证 Ｆ，ｇ，α 和 ψ 满足定理 ２．１的式（１） ．若对一切满足 ｇｘ≤ ｇｕ，ｇｙ≥ ｇｖ，ｇｚ≤ ｇｈ和 ｇｗ≥

ｇｌ 的 ｘ，ｙ，ｚ，ｕ，ｖ，ｗ，ｈ，ｌ ∈ Ｘ， 有

　 　 ｄ（Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ），Ｆ（ｕ，ｖ，ｈ，ｌ）） ＝ ｘ２ － ｙ２ ＋ ｚ２ － ｗ２

１６
－ ｕ２ － ｖ２ ＋ ｈ２ － ｌ２

１６
≤

　 　 　 　 １
１６

［ ｜ ｘ２ － ｕ２ ｜ ＋ ｜ ｙ２ － ｖ２ ｜ ＋ ｜ ｚ２ － ｈ２ ｜ ＋ ｜ ｗ２ － ｌ２ ｜ ］ ＝

　 　 　 　 １
８
［ ｜ ｇｘ － ｇｕ ｜ ＋｜ ｇｙ － ｇｖ ｜ ＋｜ ｇｚ － ｇｈ ｜ ＋｜ ｇｗ － ｇｌ ｜ ］ ．

再根据函数 α和ψ的定义可知，式（１） 成立．因此，Ｆ，ｇ，α和ψ满足定理２．１的所有条件，故Ｆ和

ｇ 在 Ｘ 中存在四元重合点，即（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ） ＝ （０，０，０，０） 为 Ｆ 和 ｇ 的四元重合点．

注 ２．３　 在例 ２．２ 中， ψ（ ｔ） ＝ ｔ ／ ２是线性压缩的．下面将给出一个非线性压缩的例子，其中 ψ（ ｔ） ＝ ｌｎ（１ ＋
ｔ） ／ ２，ｔ ∈ ［０， ＋ ∞） ．

例 ２．３　 设 Ｘ ＝ ［０， ＋ ∞），ｄ（ｘ，ｙ） ＝｜ ｘ － ｙ ｜ ，ｘ，ｙ ∈ Ｘ，“≤” 是通常的半序关系，则（Ｘ，ｄ，
≤） 是完备的半序度量空间．设 Ｆ：Ｘ４ → Ｘ 和 ｇ：Ｘ → Ｘ 是两个映射，对所有的 ｘ，ｙ，ｚ，ｗ ∈ Ｘ，

　 　 ｇｘ ＝ ｘ
２
，

　 　 Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ） ＝

　 　 　 　
ｌｎ（１ ＋ ｘ） － ｌｎ（１ ＋ ｙ） ＋ ｌｎ（１ ＋ ｚ） － ｌｎ（１ ＋ ｗ）

１６
， ｘ ≥ ｙ， ｚ ≥ ｗ，

０， ｏｔｈｅｒ ．

ì

î

í
ïï

ïï

则 Ｆ 和 ｇ是连续的，且 Ｆ是混合 ｇ⁃单调的．考虑两个函数 ψ：［０，∞ ） → ［０，∞ ） 和 α：Ｘ４ × Ｘ４ →
［０，∞ ）， 定义如下：

　 　 ψ（ ｔ） ＝ １
２

ｌｎ（１ ＋ ｔ），

９３３徐　 文　 清　 　 　 朱　 传　 喜　 　 　 吴　 照　 奇



　 　 α（（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ），（ｕ，ｖ，ｈ，ｌ）） ＝
１， ｘ ≤ ｕ， ｙ ≥ ｖ， ｚ ≤ ｈ， ｗ ≥ ｌ，
０， ｏｔｈｅｒ ．{

容易验证 ψ ∈ Ψ 且 Ｆ 和 ｇ 是 α⁃ 可容许的．
下证 Ｆ 和 ｇ 是相容的．设 { ｘｎ } ， { ｙｎ } ， { ｚｎ } 和 {ｗｎ } 是 Ｘ 中的 ４ 个序列，使得

　 　 ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆ（ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ，ｗｎ） ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｇｘｎ ＝ ａ， ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆ（ｙｎ，ｚｎ，ｗｎ，ｘｎ） ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｇｙｎ ＝ ｂ，

　 　 ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆ（ ｚｎ，ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ） ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｇｚｎ ＝ ｃ， ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆ（ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ） ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｇｗｎ ＝ ｄ，

解得 ａ ＝ ｂ ＝ ｃ ＝ ｄ ＝ ０．因此，ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｙｎ ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｚｎ ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｗｎ ＝ ０．再由 Ｆ 和 ｇ 的连续性可知

　 　 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｄ（ｇＦ（ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ，ｗｎ），Ｆ（ｇｘｎ，ｇｙｎ，ｇｚｎ，ｇｗｎ）） ＝ ０，

　 　 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｄ（ｇＦ（ｙｎ，ｚｎ，ｗｎ，ｘｎ），Ｆ（ｇｙｎ，ｇｚｎ，ｇｗｎ，ｇｘｎ）） ＝ ０，

　 　 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｄ（ｇＦ（ ｚｎ，ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ），Ｆ（ｇｚｎ，ｇｗｎ，ｇｘｎ，ｇｙｎ）） ＝ ０，

　 　 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｄ（ｇＦ（ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ），Ｆ（ｇｗｎ，ｇｘｎ，ｇｙｎ，ｇｚｎ）） ＝ ０．

故 Ｆ 和 ｇ 是相容的．
下证 Ｆ，ｇ，α 和 ψ 满足定理 ２．１的式（１） ．若对所有的 ｘ，ｙ，ｚ，ｕ，ｖ，ｗ，ｈ，ｌ∈ Ｘ，满足 ｇｘ≤ ｇｕ，

ｇｙ ≥ ｇｖ，ｇｚ ≤ ｇｈ 和 ｇｗ ≥ ｇｌ， 有

　 　 ｄ（Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ），Ｆ（ｕ，ｖ，ｈ，ｌ）） ＝

　 　 　 　 ｌｎ（１ ＋ ｘ） － ｌｎ（１ ＋ ｙ） ＋ ｌｎ（１ ＋ ｚ） － ｌｎ（１ ＋ ｗ）
１６

－

　 　 　 　 ｌｎ（１ ＋ ｕ） － ｌｎ（１ ＋ ｖ） ＋ ｌｎ（１ ＋ ｈ） － ｌｎ（１ ＋ ｌ）
１６

≤

　 　 　 　 １
１６

ｌｎ １ ＋ ｘ
１ ＋ ｕ

＋ ｌｎ １ ＋ ｙ
１ ＋ ｖ

＋ ｌｎ １ ＋ ｚ
１ ＋ ｈ

＋ ｌｎ １ ＋ ｗ
１ ＋ ｌ

é

ë
êê

ù

û
úú ≤

　 　 　 　 １
４

１
４

ｌｎ（１ ＋｜ ｘ － ｕ ｜ ） ＋ １
４

ｌｎ（１ ＋｜ ｙ － ｖ ｜ ） ＋é

ë
êê

　 　 　 　 １
４

ｌｎ（１ ＋｜ ｚ － ｈ ｜ ） ＋ １
４

ｌｎ（１ ＋｜ ｗ － ｌ ｜ ） ù

û
úú ≤

　 　 　 　 １
４

ｌｎ ４ ＋｜ ｘ － ｕ ｜ ＋｜ ｙ － ｖ ｜ ＋｜ ｚ － ｈ ｜ ＋｜ ｗ － ｌ ｜
４

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ＝

　 　 　 　 １
４

ｌｎ １ ＋ ｜ ｘ － ｕ ｜ ＋｜ ｙ － ｖ ｜ ＋｜ ｚ － ｈ ｜ ＋｜ ｗ － ｌ ｜
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤

　 　 　 　 １
２

ｌｎ １ ＋ ｜ ｘ － ｕ ｜ ＋｜ ｙ － ｖ ｜ ＋｜ ｚ － ｈ ｜ ＋｜ ｗ － ｌ ｜
８

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 １
２

ｌｎ １ ＋ ｜ ｇｘ － ｇｕ ｜ ＋｜ ｇｙ － ｇｖ ｜ ＋｜ ｇｚ － ｇｈ ｜ ＋｜ ｇｗ － ｇｌ ｜
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

再根据函数 α和ψ的定义可知，式（１） 成立．因此，Ｆ，ｇ，α和ψ满足定理２．１的所有条件，故Ｆ和

ｇ 在 Ｘ 中存在四元重合点，即（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ） ＝ （０，０，０，０） 为 Ｆ 和 ｇ 的四元重合点．
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