
文章编号：１０００⁃０８８７（２０１５）０４⁃０３５２⁃１０ ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７

用统一分析梁与有限节线法分析
弹性薄壁截面构件

∗

龚耀清，　 孙　 博，　 陈晓东

（河南理工大学 土木工程学院， 河南 焦作 ４５４００３）

摘要：　 传统薄壁截面梁理论不仅与梁的长细比有关，还强烈地依赖于其横截面的形状和荷载的

作用方式．为了解决任意长细比、任意形状弹性薄壁截面杆状类结构构件或结构体系受任意荷载作

用的力学分析问题，提出了一种新的梁模型———统一分析梁，一种结构数值分析新方法———有限

节线法．利用统一分析梁模型和有限节线法不仅可以分析任意弹性薄壁杆状类结构构件的力学行

为，而且当问题的性质与传统梁理论的前提条件一致时，会得出同样精度的解答．算例计算结果证

明了统一分析梁的合理性与有限节线法的正确性．
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引　 　 言

传统薄壁截面梁理论不仅与梁的长细比有关，还强烈地依赖于其横截面的形状和荷载的

作用方式．当一个梁的长细比超过 １０ 且具有开口或闭口薄壁横截面时，可利用 Ｓｃｈａｒｄｔ 等［１⁃３］

给出的基于 Ｖｌａｓｏｖ［４］梁理论导出的方法分析其横向荷载作用下的力学行为．当一个构件的长

细比符合 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ［５］或 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ［６］梁理论的条件，且它的横截面不是圆截面，可利用

Ｓａｉｎｔ⁃Ｖｅｎａｎｔ［７⁃８］梁理论解决其自由扭转（均匀扭转）的问题；在 Ｓｃｈａｒｄｔ 建立的广义梁理论［１⁃３］

的基础上，利用与薄壁截面形状相同的杆系结构的振型和一个未知的幅值函数，也可研究薄壁

截面梁的屈曲问题［７⁃８］ ．在 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁理论框架下，将现代桥梁中箱梁横截面的面外翘曲

假设为二次抛物面，仍然可研究其横截面的剪力滞问题［９］ ．
然而，随着新材料与新结构的出现，工程中出现了许多不能用现有梁理论分析其力学行为

的薄壁杆状类结构构件．例如，用生态木制成的建筑结构构件（图 １（ａ））、用铝型材制成的工程

结构构件（图 １（ｂ））、用复合材料或功能梯度材料制成的结构构件，等等．再例如，不能用现有

梁理论分析其力学行为的结构体系也比比皆是，某些斜拉桥主跨结构的横截面（图 １（ｃ））和
某些高层建筑的横截面（图 １（ｄ）），它们的横截面形状更复杂，而且斜拉桥由于其拉索的作

用，几乎全跨都有弹性支撑，并不是普通意义下的梁；高层建筑看上去很高，但其高度方向的尺

２５３

　 应用数学和力学，第 ３６ 卷 第 ４ 期
　 ２０１５ 年 ４ 月 １５ 日出版

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　
　 　 Ｖｏｌ．３６，Ｎｏ．４，Ａｐｒ．１５，２０１５

∗ 收稿日期：　 ２０１４⁃１１⁃１７； 修订日期：　 ２０１４⁃１１⁃２１
基金项目：　 国家自然科学基金（５１１７８１６４）； 河南省重点学科资助项目（６２７０５ ／ ００４）
作者简介：　 龚耀清（１９５６—），男，宁夏人，教授，博士（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｇｏｎｇｙｑ＠ ｈｐｕ．ｅｄｕ．ｃｎ）．



寸与横向尺寸的比值实际上很小，基本上不超过 ３．０．

图 １　 构件或结构横截面示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｍｅｍｂｅｒｓ ｏｒ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｓｙｓｔｅｍｓ

这些结构构件或结构体系有 ４ 个方面的共同特征：１） 横截面的形状都比较复杂； ２） 长度

方向的尺寸与横向尺寸的比值较小（例如，小于 ３．０）； ３） 所受的荷载型式都比较复杂； ４） 现

有梁理论都无法解决它们的力学分析问题．
为了解决任意短粗薄壁杆状类结构构件或结构体系处于弹性阶段的力学分析问题，本文

为它们建立了一种新的分析模型———统一分析梁（ｕｎｉｆｉｅｄ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｂｅａｍ，ＵＡＢ），并提出了分

析统一分析梁力学问题的有限节线法（ ｆｉｎｉｔｅ ｎｏｄａｌ ｌｉｎｅ ｍｅｔｈｏｄ， ＦＮＬＭ）．文中给出了两个薄壁

梁算例，第一个算例比较了传统梁解与统一分析梁解的一致性；第二个算例给出了一个长细比

为 １．５ 的复合截面薄壁梁在横向荷载和集中扭矩作用下的部分位移和应力情况．算例结果证

明：利用统一分析梁和有限节线法不仅可以分析任意杆状类结构构件处于弹性阶段的力学行

为，而且当问题的性质与传统梁理论的前提条件一致时，会得出同样精度的解答．

１　 统一分析梁

１．１　 统一分析梁的定义

能用横截面及其轴线确定其变形前的几何形状与尺寸的工程结构构件或结构体系统称为

统一分析梁；对均质材料统一分析梁，其轴线与横截面的几何中心连线一致，对于非均质材料

统一分析梁，其轴线定义为横截面弹性模量中心的连线；统一分析梁的轴线长度不小于其横截

面的最大尺寸．当梁材料为非均匀材料时，其弹性模量中心的位置可用下式确定．

　 　 ｒｃ ＝
∫
Ω
Ｇ（ｙ，ｚ） ｒｄＡ

∫
Ω
Ｇ（ｙ，ｚ）ｄＡ

， ｏｒ ｒｃ ＝
∫
Ω
Ｅ（ｙ，ｚ） ｒｄＡ

∫
Ω
Ｅ（ｙ，ｚ）ｄＡ

， （１）

其中， Ｇ（ｙ， ｚ） 和 Ｅ（ｙ， ｚ） 分别为梁材料的剪切和拉压弹性模量，Ω 为统一分析梁横截面所占

区域，ｒ 为横截面上任意一微面积 ｄＡ 到参考点的距离，ｒｃ 为弹性模量中心到参考点的距离．
１．２　 统一分析梁的位移场（或运动场）

统一分析梁受静力（或动力）作用变形后，其在弹性阶段内的每一个横截面将变为一个空

间曲面（平面只是曲面的一种特例），梁的轴线（横截面弹性模量中心的连线）将变为一条空间

曲线，这一空间曲线的点集与所有横截面变形后的空间曲面构成的曲面集合，定义为整个统一
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分析梁的位移场（或运动场）．
１．３　 定量确定统一分析梁位移场（或运动场）的思想方法

定量确定统一分析梁的位移场（或运动场）可有多种方法，但这些方法的基本思路应该

是：首先要采取恰当的数学手段对梁的位移场（或运动场）进行合理的定量描述；然后根据统

一分析梁所受的应力状态与问题的性质并利用相应的力学原理建立问题的控制方程（或方程

组）；再用可行并满足精度要求的数学方法求出该方程（或方程组）的解．
例如，如果用有限节线法定量确定统一分析梁的位移场（或运动场）的话，可用有限个表

示节线纵向位移的未知函数来描述统一分析梁的纵向位移，用表示轴线（横截面弹性模量中

心连线）横向位移的未知函数来描述统一分析梁的横向位移，然后根据统一分析梁所受的应

力状态与问题的性质并利用相应的力学原理建立问题的控制方程（或方程组）．对于统一分析

梁的静力计算问题、强迫振动的响应计算问题，其控制方程为常微分方程组，对于统一分析梁

的自由振动、稳定性计算问题，其控制方程为常微分方程组的特征值问题，而这两类常微分方

程组可分别运用高质高效的常微分方程求解器 （ ｏｒｄｉｎａｒｙ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ （ ＯＤＥ） ｓｏｌ⁃
ｖｅｒ） ［１０⁃１１］和常微分方程组特征根求解器（ＥＩＧＥＮＣＯＬ） ［１２］进行求解，得其数值解．

２　 有限节线法

不失一般性，用求解如图 ２ 所示 Ｚ 形截面统一分析梁位移场的过程来解释有限节线法的

思想．

（ａ） Ｚ 形截面统一分析梁 （ｂ） 统一分析梁中任意一点的应力状态

（ａ） Ａ Ｚ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ ＵＡＢ （ｂ） Ｓｔｒｅｓｓ ｓｔａｔｅ ｏｆ ａｎ ａｒｂｉｔｒａｒｙ ｐｏｉｎｔ ｉｎ ｔｈｅ ＵＡＢ

图 ２　 Ｚ 形截面悬臂梁及其应力状态

Ｆｉｇ． ２　 Ａ Ｚ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ＵＡＢ ａｎｄ ｉｔｓ ｓｔｒｅｓｓ ｓｔａｔｅ

实际上，构件的位移场由两部分组成，第一部分是纵向（或轴向）位移，由于短粗杆状类结

构构件的横截面受荷载作用变形后的形状基本上都是曲面，所以这无穷多个曲面就构成了这

个构件的纵向位移；第二部分是横向位移，只要结构构件在荷载的作用下能正常工作，其横截

面上各个点在其面内的相对位移与其纵向位移相比是更高阶的小量，可以忽略不计．因此，可

４５３ 用统一分析梁与有限节线法分析弹性薄壁截面构件



以认为梁横截面上各点的横向位移与横截面形心（弹性模量中心）处的横向位移相同．于是，可
用构件轴线上的各点在垂直于轴线（或弹性模量中心连线）方向的线位移，以及横截面绕轴线

的扭转角，来描述整个构件的横向位移，整个构件的横向位移和纵向位移一起就构成了该构件

的位移场．
如果再从统一分析梁中选取有限条平行于其纵向边界的纵向节线（ｎｏｄａｌ ｌｉｎｅｓ），并用代表

节线纵向位移的未知函数 （ｗ ｉ（ｘ），ｉ ＝ １，２，…，ｎ） 为基本未知函数，在节线之间构造插值函数

（φｉ（ｙｉ，ｚｉ），ｉ ＝ １，２，…，ｎ）， 则统一分析梁的纵向位移就可表示为

　 　 ｕ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ∑ｗ ｉ（ｘ）φｉ（ｙｉ，ｚｉ） ＝ ΦＴ（ｙｉ，ｚｉ）Ｗ（ｘ）， （２）

其中

　 　 Ｗ（ｘ） ＝

ｗ１（ｘ）

ｗ２（ｘ）

︙
ｗｎ（ｘ）

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ïï

， Φ（ｙ，ｚ） ＝

φ１（ｙ１，ｚ１）

φ２（ｙ２，ｚ２）

︙
φ ｎ（ｙｎ，ｚｎ）

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ïï

（３）

分别为纵向位移未知函数列阵与插值函数列阵．ｗ ｉ（ｘ） 的定义域为统一分析梁轴线（或弹性模

量中心连线） 上的点集，而 φ ｉ（ｙｉ，ｚｉ） 的定义域为 ｉ 及其邻近（ｎｅａｒｅｓｔ ｎｅｉｇｈｂｏｒｓ）节线与横截面

的交点连线（或节点连线）所围成的区域（连线必须与坐标轴 ｙ或 ｚ平行）；当 ｉ节点在横截面的

边界上时，φ ｉ（ｙｉ，ｚｉ） 的定义域为 ｉ 及其邻近节点连线与截面边界所围成的区域．
同理，如果选取能代表构件轴线在 ｙ 方向，ｚ 方向，绕轴线 ｘ 转动方向的位移未知函数

ｖ０ｙ（ｘ），ｖ０ｚ（ｘ），θ（ｘ） 为基本未知函数的话，则构件的横向位移可表示为如下的未知函数列阵：

　 　 Ｖ（ｘ） ＝
ｖ０ｙ（ｘ）

ｖ０ｚ（ｘ）

θ（ｘ）

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

． （４）

这 ３ 个函数的定义域为统一分析梁轴线（或弹性模量中心连线）上的点集．
于是，统一分析梁中任意一点 （ｘ，ｙ，ｚ） 在 ｘ，ｙ，ｚ 方向的位移分别为

　 　 ｕ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ΦＴ（ｙ，ｚ）Ｗ（ｘ）， ｖｙ（ｘ，ｚ） ＝ ｖ０ｙ（ｘ） － ｚθ（ｘ）， ｖｚ（ｘ，ｙ） ＝ ｖ０ｚ（ｘ） ＋ ｙθ（ｘ） ．
数学上不难证明，随着节线数量的增加（即 ｎ 的增大），ｕ（ｘ，ｙ，ｚ） 会趋于梁的真实纵向位移场．

对于变截面杆件，当梁的横截面沿其长度方向分段变化时，可将 Ｗ（ｘ） 和 Ｖ（ｘ） 中的未知

函数写成分段函数；当梁的横截面沿其长度方向连续变化时，纵向节线是与其纵向边界平行的

空间曲线．
如果让图 ２（ａ）所示统一分析梁在顶端承受两个方向的集中荷载 Ｐｙ，Ｐｚ，以及绕轴线从 ｙ

到 ｚ转动方向的集中扭矩Ｐθ 作用的话，此问题就变成了一受静力荷载作用的空间悬臂梁，梁中

任意一点的应力状态如图 ２（ｂ）所示．再假设梁材料为均质材料，它在此组荷载作用下的位移

场与其原始尺寸相比又非常小，则整个梁的弹性势能为

　 　 Π ＝ ∫Ｌ
０
ｄｘ∫∫

Ω

１
２
（σ ｘε ｘ ＋ τ ｘｙγ ｘｙ ＋ τ ｚｘγ ｚｘ）ｄｙｄｚ， （５）

其中， Ω 为横截面在 ｙＯｚ 平面上的投影形成的定义域，Ｌ 表示梁的长度，

　 　 ε ｘ ＝
∂ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）

∂ｘ
， γ ｘｙ ＝

∂ｖｙ（ｘ，ｚ）
∂ｘ

＋ ∂ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）
∂ｙ

， γ ｚｘ ＝
∂ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）

∂ｚ
＋

∂ｖｚ（ｘ，ｙ）
∂ｘ

．
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非保守力所做的功为

　 　 Ｗｎｃ ＝ Ｐｙｖ０ｙ（Ｌ） ＋ Ｐｚｖ０ｚ（Ｌ） ＋ Ｐθθ（Ｌ） ． （６）
利用弹性力学中的小变形理论与最小势能原理 δ（Π － Ｗｎｃ） ＝ ０， 可导出其控制方程如下：

　 　
ＡＷ″（ｘ） － ＢＷ（ｘ） － ＣＶ′（ｘ） ＝ ０，
ＤＶ″（ｘ） ＋ ＣＴＷ′（ｘ） ＝ ０ ．{ （７）

与式（７）相应的边界条件为

　 　 ｘ ＝ ０，
Ｗ（０） ＝ ０，
Ｖ（０） ＝ ０，{ （８）

　 　 ｘ ＝ Ｌ，
ＡＷ′（Ｌ） ＝ ０，
ＤＶ′（Ｌ） ＋ ＣＴＷ（Ｌ） － Ｐ ＝ ０，{ （９）

其中，０ 为零向量（列阵），下列积分中 Ｅ，Ｇ 分别表示梁材料的拉压弹性模量和剪切模量．

　 　 Ａ ＝ ∫∫
Ω
ＥΦ（ｙ，ｚ）ΦＴ（ｙ，ｚ）ｄｙｄｚ，

　 　 Ｂ ＝ ∫∫
Ω
Ｇ ∂Φ（ｙ，ｚ）

∂ｙ
∂ΦＴ（ｙ，ｚ）

∂ｙ
ｄｙｄｚ ＋ ∫∫

Ω
Ｇ ∂Φ（ｙ，ｚ）

∂ｚ
∂ΦＴ（ｙ，ｚ）

∂ｚ
ｄｙｄｚ，

　 　 Ｃ ＝ ∫∫
Ω
Ｇ ∂Φ（ｙ，ｚ）

∂ｙ
Ｔ１ｄｙｄｚ ＋ ∫∫

Ω
Ｇ ∂Φ（ｙ，ｚ）

∂ｚ
Ｔ２ｄｙｄｚ ＋

　 　 　 　 ∫∫
Ω
Ｇ ｙ ∂Φ（ｙ，ｚ）

∂ｚ
－ ｚ ∂Φ（ｙ，ｚ）

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｔ３ｄｙｄｚ，

　 　 Ｔ１ ＝ ［１，０，０］， Ｔ２ ＝ ［０，１，０］， Ｔ３ ＝ ［０，０，１］，

　 　 Ｄ ＝

∫∫
Ω
Ｇｄｙｄｚ ０ － ∫∫

Ω
Ｇｚｄｙｄｚ

０ ∫∫
Ω
Ｇｄｙｄｚ ∫∫

Ω
Ｇｙｄｙｄｚ

－ ∫∫
Ω
Ｇｚｄｙｄｚ ∫∫

Ω
Ｇｙｄｙｄｚ ∫∫

Ω
Ｇ（ｙ２ ＋ ｚ２）ｄｙｄｚ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

， Ｐ ＝

Ｐｙ

Ｐｚ

Ｐθ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

．

方程（７）、（８）、（９）构成了常微分方程组的边值问题，可用高质高效的常微分方程求解器

（ＯＤＥ ｓｏｌｖｅｒ） ［１０⁃１１］进行求解，得其数值解．
上述控制方程及边界条件中各项的物理意义： ＡＷ″（ｘ），由纵向（轴向） 变形引起的等效

于梁横截面上的纵向拉力或压力增量列阵，Ａ为统一分析梁横截面与插值函数列阵Φ（ｙ，ｚ） 相

对应的抗拉压刚度矩阵；ＢＷ（ｘ），由不均匀纵向变形引起的等效于梁横截面上的纵向拉力或

压力增量列阵，Ｂ 为统一分析梁横截面与插值函数列阵 Φ（ｙ，ｚ） 相对应的纵向抗翘刚度矩阵；
ＣＶ′（ｘ），由纵向剪切变形引起的等效于梁横截面上的纵向拉力或压力增量列阵，Ｃ 为统一分

析梁横截面与插值函数列阵Φ（ｙ，ｚ） 相对应的纵向抗剪刚度矩阵；ＤＶ″（ｘ），由横向剪切变形引

起的等效于梁横截面上的横向力增量列阵，Ｄ 为统一分析梁横截面的横向抗剪刚度矩阵；
ＣＴＷ′（ｘ），由纵向变形随截面位置的变化而引起的等效于横截面上的横向力增量列阵，ＣＴ 为

统一分析梁纵向抗剪刚度矩阵 Ｃ 的转置矩阵．
需要说明的是，有限节线法与有限元线法［１３］ 是同根同源但完全不同的两种方法．主要区

别有以下 ４ 个方面：第 １ 个区别是有限节线法的节线与节线之间不构成任何单元，而有限元线

法的节线之间必须构成单元，每一个单元的边界必须由节线构成．第 ２ 个区别是一个力学分析

６５３ 用统一分析梁与有限节线法分析弹性薄壁截面构件



问题控制方程的建立过程不同．有限节线法在建立一个力学分析问题的控制方程时，只需要计

算控制方程的系数矩阵，而有限元线法在建立一个力学分析问题的控制方程时，必须经过从单

元分析到整体分析的全过程．第 ３ 个区别是节线的选取，有限节线法的节线必须是统一分析梁

的轴线（或弹性模量中心线）或与其纵向边界平行的空间曲线，而有限元线法的节线选取不受

限制，可以是任意直线，也可以是任意曲线．第 ４ 个区别是有限节线法的一条节线上可以定义

一个或多个未知函数，而有限元线法的一条节线上只能定义一个未知函数．

３　 算例与计算结果分析

算例 １ 给出了一个传统梁理论能解决的问题，其目的是要验证传统梁解与统一分析梁解

的一致性；算例 ２ 给出了一个传统梁理论无法求解的问题，其目的是要展示统一分析梁与有限

节线法的能力．
３．１　 算例 １

图 ２ 所示薄壁 Ｚ 字形截面梁，其材料的弹性模量 Ｅ ＝ ２．０６ × １０１１ Ｐａ，剪切模量 Ｇ ＝ ０．７９ ×
１０１１ Ｐａ；梁长 Ｌ ＝ １．０ ｍ，长细比为 １０．０；横截面的高度 ｈ ＝ ０．１ ｍ，宽度 ｂ ＝ ０．０５ ｍ，厚度 ｔ ＝ ０ ００５
ｍ；横截面关于 ｙ轴的惯性矩 Ｉｙ ＝ １．６６７ × １０ －６ ｍ４，关于 ｚ轴的惯性矩 Ｉｚ ＝ ４．１６７ × １０ －７ ｍ４，关于

ｙ，ｚ 轴的惯性积 Ｉｙｚ ＝ － ０．６２５ × １０ －６ ｍ４，坐标原点在横截面形心处．
根据以上截面尺寸和弹性常数，可求出方程（７）和（９）中的刚度矩阵 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ ．如果考虑

两种不同的荷载情况：第一种荷载情况为梁顶端沿 ｚ 方向作用 Ｐｚ ＝ １０．０ ｋＮ 的集中荷载；第 ２
种荷载情况为在悬臂梁顶端绕 ｘ 轴逆时针方向作用 Ｐθ ＝ １．０ ｋＮ·ｍ 的集中扭矩，即约束扭转问

题．于是，式（９）中对应于此两种荷载情况的荷载向量分别为

　 　 Ｐ ＝ ［０　 １０．０　 ０］ Ｔ ｋＮ， Ｐ ＝ ［０　 ０　 １．０］ Ｔ ｋＮ·ｍ ． （１０）
方程（７）、（８）以及具有上述两荷载条件的式（９）将构成两组常微分方程边值问题，如果用

高质高效的常微分方程求解器（ＯＤＥ ｓｏｌｖｅｒ） ［１０⁃１１］进行求解，可得其数值解．表 １ 给出了第一种

荷载情况下挠度的解析解［１４］和统一分析梁解的比较；表 ２ 给出了第二种荷载情况下梁扭转角

的 Ｖｌａｓｏｖ 解［１４］和统一分析梁解的比较；图 ３ 和图 ４ 给出了在两种荷载情况下，梁顶端横截面

的翘曲情况．
表 １　 Ｚ 字形截面悬臂梁挠度计算结果比较

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｆｏｒ ａ Ｚ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ

ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ａｎａｌｙｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ［１４］ ＵＡＢ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｅｒｒｏｒ

ｉｎ ｙ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｗｙ ／ ｍ ０．３３２ ８Ｅ－１ ０．３２６ ４Ｅ－１ －１．９６％

ｉｎ ｚ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｗｚ ／ ｍ ０．２２１ ８Ｅ－１ ０．２２１ ２Ｅ－１ －０．２７％

表 ２　 Ｚ 字形截面梁扭转角对比

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｔｏｒｓｉｏｎ⁃ａｎｇｌｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｆｏｒ ａ Ｚ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ

　
ｘ ／ ｍ

０．０ ０．２５ ０．５ ０．７５ １．０

θ（ｘ） ／ ｒａｄ
Ｖｌａｓｏｖ ｓｏｌｕｔｉｏｎ［１４］ ０．０００ ０ ０．０８１ ７ ０．２７７ ６ ０．５３５ ４ ０．８２０ ２

ＵＡＢ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ０．０００ ０ ０．０８４ ８ ０．２８０ ５ ０．５３４ ２ ０．８１２ ６

７５３龚　 耀　 清　 　 　 孙　 　 博　 　 　 陈　 晓　 东



图 ３　 Ｚ 形截面梁在弯曲时 ｘ ＝ １．０ ｍ 图 ４　 Ｚ 形截面梁在约束扭转时 ｘ ＝ １．０ ｍ

处横截面的翘曲情况 处横截面的翘曲情况

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ａｘｉａｌ ｗａｒｐｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ａｘｉａｌ ｗａｒｐｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ

ａｔ ｘ ＝ １．０ ｍ ｄｕｅ ｔｏ ｂｅｎｄｉｎｇ ａｔ ｘ ＝ １．０ ｍ ｄｕｅ ｔｏ ｒｅｓｔｒａｉｎｅｄ ｔｏｒｓｉｏｎ

３．２　 算例 ２
图 ５ 所示为一复合薄壁等截面悬臂梁，梁材料的弹性模量 Ｅ ＝ ２．０６ × １０１１ Ｐａ，剪切模量 Ｇ ＝

０．７９ × １０１１ Ｐａ；梁长 Ｌ ＝ ０．３ ｍ，ｙ，ｚ 方向的长细比分别为 １．５，３．０；横截面的尺寸如图所示，其中

ａ ＝ ０．１ ｍ，ｂ ＝ ０．０２ ｍ，厚度 ｔ ＝ ０．００５ ｍ；坐标原点在横截面形心处．

图 ５　 复合截面统一分析悬臂梁

Ｆｉｇ． ５　 Ａ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ＵＡＢ ｗｉｔｈ ａ ｃｏｍｐｌｅｘ ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ

根据此例的截面尺寸和弹性模量，可求出与方程（７）和（９）对应的刚度矩阵 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，并
考虑两种不同的荷载情况．第一种荷载情况为在梁顶端沿 ｚ 轴正方向作用 Ｐｚ ＝ １００ ｋＮ 的集中

荷载；第二种荷载情况为在梁顶端绕 ｘ 轴逆时针方向作用 Ｐθ ＝ １０ ｋＮ·ｍ 的集中扭矩．对应于此

两种荷载情况，式（９）中的荷载向量分别变为

　 　 Ｐ ＝ ［０　 １００　 ０］ Ｔ ｋＮ， Ｐ ＝ ［０　 ０　 １０］ Ｔ ｋＮ·ｍ ． （１１）
将与式（１１）对应的荷载向量分别代入式（９）后，方程（７）、（８）、（９）就构成了两组常微分

方程边值问题，再分别用常微分方程求解器进行求解，可得其数值解．因作用力（或集中扭矩转

动中心）不通过剪力中心［１４］，梁横截面会产生扭转．此种位移模式表现在图 ５ 选定的坐标系

下，就会产生沿 ｙ，ｚ 两个方向的挠度和绕 ｘ 轴的扭转．
表 ３　 两种荷载作用情况下梁顶端的位移

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ａｔ ｔｈｅ ｔｏｐ ｅｎｄ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｉｎ ｔｗｏ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｏａｄ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

ｌｏａｄ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｖ０ｙ（Ｌ） ／ ｍ ｖ０ｚ（Ｌ） ／ ｍ θ（Ｌ） ／ ｒａｄ
Ｐｚ ０．１０４ １７６Ｅ－１０ ０．１４１ ３３４Ｅ－０２ ０．３３８ ２９８Ｅ－０２
Ｐθ ０．１７０ ３０６Ｅ－１０ ０．３３８ ２５６Ｅ－０３ ０．５８２ ９４２Ｅ－０２
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　 　 梁顶端挠度 ｖ０ｙ（Ｌ），ｖ０ｚ（Ｌ） 和转角 θ（Ｌ） 的计算结果见表 ３．第一条节线（横截面左下角处，
见图 ５）上不同高度处的翘曲正应力 σ １（ｘ） 和翘曲位移 ｗ１（ｘ） 见表 ４ 和表 ５；梁顶端横截面的

翘曲位移见图 ６ 和图 ７．
表 ４　 ｚ 方向集中荷载作用下第一条节线上不同高度处的翘曲正应力和翘曲位移

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ ｗａｒｐｉｎｇ ｎｏｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ａｎｄ ｗａｒｐｉｎｇ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ １ｓｔ ｎｏｄａｌ ｌｉｎｅ ａｔ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｈｅｉｇｈｔｓ ｄｕｅ ｔｏ ａ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｆｏｒｃｅ ｉｎ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｚ

　
ｘ ／ ｍ

０．０ ０．０７５ ０．１５ ０．２２５ ０．３
σ１（ｘ） ／ Ｐａ ０．５１７ ４９０Ｅ＋９ ０．２４９ ０８３Ｅ＋９ ０．１５６ ６７３Ｅ＋９ ０．７６３ １７３Ｅ＋８ ０．０００ ０００
ｗ１（ｘ） ／ ｍ ０．０００ ０００ ０．１１９ ５２８Ｅ－３ ０．１９２ ７６４Ｅ－３ ０．２３４ ９７７Ｅ－３ ０．２４８ ８１４Ｅ－３

表 ５　 集中扭矩下第一条节线上不同高度处的翘曲正应力和翘曲位移

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｔｈｅ ｗａｒｐｉｎｇ ｎｏｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ａｎｄ ｗａｒｐｉｎｇ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ １ｓｔ ｎｏｄａｌ ｌｉｎｅ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｈｅｉｇｈｔｓ ｄｕｅ ｔｏ ａ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｔｏｒｑｕｅ ａｂｏｕｔ ａｘｉｓ ｘ

　
ｘ ／ ｍ

０．０ ０．０７５ ０．１５ ０．２２５ ０．３
σ１（ｘ） ／ Ｐａ ０．３６５ ６６２Ｅ＋８ ０．２８５ ６４９Ｅ＋８ ０．１７３ ５０２Ｅ＋８ ０．７９３ ５７８Ｅ＋７ ０．０００ ０００
ｗ１（ｘ） ／ ｍ ０．０００ ０００ ０．１０８ ４１３Ｅ－４ ０．１９１ ５３４Ｅ－４ ０．２３６ ９５４Ｅ－４ ０．２５１ １５１Ｅ－４

图 ６　 ｚ 方向受集中力时 ｘ ＝ ０．３ ｍ 图 ７　 集中扭矩作用下 ｘ ＝ ０．３ ｍ
处横截面的翘曲情况 处横截面的翘曲情况

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ａｘｉａｌ ｗａｒｐｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ａｘｉａｌ ｗａｒｐｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ ａｔ
ａｔ ｘ ＝ ０．３ ｍ ｄｕｅ ｔｏ ａ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｘ ＝ ０．３ ｍ ｄｕｅ ｔｏ ａ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｔｏｒｑｕｅ
ｆｏｒｃｅ ｉｎ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｚ

４　 结　 　 论

本文为弹性薄壁杆状结构构件或结构体系建立了一种统一分析模型———统一分析梁，并
为这种分析模型建立了一种数值分析新方法———有限节线法．这种梁模型的外延可以涵盖现

有所有薄壁梁弹性理论的求解范围，不仅能求解出任意薄壁梁的横向位移，还能求解出其横截

面在任意荷载作用下的面外翘曲．通过分析算例结果可以得出以下结论：
１） 从表 １ 和表 ２ 可以看出，当 Ｚ 形截面梁的长细比符合传统梁理论的条件时，传统梁的

解与统一分析梁的解基本一致．
２） 当梁的长细比为 １０．０ 时，传统梁理论的平截面假定是合理的（算例 １：图 ３）．但是当梁

的长细比为 ３．０ 时，在横向荷载作用下，横截面产生了较明显的翘曲 （算例 ２：图 ６），平截面假

定不再适用．
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３） 薄壁截面悬臂梁约束扭转时，其扭转翘曲正应力在支座横截面处最大，在自由端处为

０，而翘曲位移正好相反（算例 ２：表 ５）；如果扭矩不通过横截面的剪切中心，则梁不仅有绕轴

线转动的角位移，还会产生横向挠度．
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