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摘要：　 聚酯系泊缆是深海工程中具备一定抗弯刚度、易拉伸变形的细长杆件结构．聚酯缆的轴向

变形属大拉伸范畴，分析中应当区分变形前后状态，特别是缆索长度的改变使得基于小拉伸假设

的细长杆模型需要予以改进．因此，基于 Ｇａｒｒｅｔｔ 细长杆模型，应用总体坐标和斜率取代 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒ⁃
ｎｏｕｌｌｉ（欧拉⁃伯努利）梁元的转角，解决缆索在空间中大转动变形的几何非线性问题；使用轴向拉伸

变形前后物质点对应的方法，借助单元两个节点和一个中点，以及 ３ 个二次多项式形函数描述轴

向拉伸变形下细长杆元的运动微分方程．通过与轴向拉伸悬臂梁的对比分析，验证了该拉伸杆元的

收敛性和准确性．
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引　 　 言

随着海洋油气资源开发向深海发展，深海浮式系统的定位技术成为深海开发的关键技术

之一．合成纤维缆是随着张紧式系泊方式的发展而逐渐受到关注的新型系泊材料．尼龙、高模

聚乙烯和聚酯等合成材料自 １９９７ 年不断地应用在深海领域，其中，以聚酯缆最受欢迎［１⁃２］ ．在
结构特性上，与钢链钢缆相比，聚酯缆的质量较小、抗拉刚度较小、直径较大，且具备连续的抗

弯性能［３］ ．在系泊机理上，钢链钢缆在悬链式系泊中应用较多，通过重力效应提供平台结构的

水平恢复力，而张紧式系泊中的聚酯缆通过轴向变形提供浮式系统的水平恢复力．在分析方法

上，通常假设钢链钢缆无弯矩、无轴向变形，分析中缆长保持不变；在小拉伸假设下，也只通过

必要修正加以完善［４⁃５］ ．聚酯缆的轴向变形和抗弯特性使得之前悬链线法、集中质量法和细长

杆法等深海系泊线分析模型需要改进方能适用［６］ ．
国内外的诸多学者也尝试通过不同的方法解决这一问题［７⁃９］，如 Ｃｈｅｎ 等［１０］借助细长杆理

论通过施加轴向拉伸弹簧的方式解决大拉伸问题，但轴向变形和弯曲同时作用的问题依然没

有得以解决；Ｇｅｒｓｔｍａｙｒ 等使用绝对节点坐标方法，通过轴向变形能和弯曲变形能的方法解决

该问题，但单元刚度阵呈现了强非线性，计算耗时，不适用于深海系泊线的分析［１１］ ．本文以
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Ｇａｒｒｅｔｔ 细长杆模型为基础，应用总体坐标和斜率取代 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁元的转角，解决缆索在

空间中大转动变形的几何非线性问题；使用轴向拉伸变形前后物质点对应的方法，借助单元两

个节点和一个中点，以及 ３ 个二次多项式形函数［１２］，解决轴向变形和弯曲变形联合作用的问

题．通过与轴向拉伸悬臂梁的对比分析，验证该拉伸杆元的准确性．

１　 深水缆索细长杆模型

细长杆模型是由 Ｇａｒｒｅｔｔ［１３］于 １９８２ 年提出的一维梁元模型，应用于系泊线和立管等海洋

工程细长杆件结构中，具有计算准确、运行效率高的特点．后来，Ｐａｕｌｌｉｎｇ，Ｗｅｂｓｔｅｒ［４］通过修正拉

伸控制方程使之能够处理小拉伸变形问题．至今，小拉伸细长杆模型依然广受欢迎，并形成了

ＣＡＢＬＥ３Ｄ，ＷＩＮＰＯＳＴ 等业界知名的软件．由于小拉伸是人为修正的结果，不能解决大拉伸问

题，因此，本文将从 Ｇａｒｒｅｔｔ 的无拉伸细长杆模型出发，保留后期发展中开发的新特性，通过轴

向拉伸变形前后物质点对应的方法，将拉伸引入到细长杆模型中．
１．１　 无拉伸细长杆模型

在细长杆模型中，空间曲线上任一物质点，可用矢径 ｒ（ ｓ，ｔ） 表示（如图１），其中 ｓ表示从规

定起点开始度量的弧长，ｔ 表示时间，两个变量相互独立．每个点 ｐ 上建立活动标架 ｐ⁃τｎｂ，τ 表

示切线方向，ｎ 表示法线方向，ｂ 表示副法线方向，用以描述曲线的弯曲状态．在用有限元法的

描述中，借助一组形函数 ａ， 矢径可表示为

ｒ（ ｓ，ｔ） ≈ ∑
３

ｎ ＝ １
ｅｎ ｒｎ（０，ｔ）ａ１（ξ） ＋ ｒ′ｎ（０，ｔ）ℓａ２（ξ） ＋ ｒｎ（ℓ，ｔ）ａ３（ξ） ＋ ｒ′ｎ（ℓ，ｔ）ℓａ４（ξ）{ } ＝

　 　 ∑
３

ｎ ＝ １
ｅｎ∑

４

ｉ ＝ １
ｕｉｎａｉ（ξ）， （１）

图 １　 空间曲线构形

Ｆｉｇ． １　 Ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｄ ｌｉｎｅ

式中， ｅｎ 表示总体坐标系下的单位基矢量，ｎ ＝
１，２，３ 表示方向，ａ为一组 ４ 个形函数，ｉ ＝ １，２，
３，４ 为形函数 ａ 的识别角标，ξ ＝ ｓ ／ ℓ 为表征物

质点的无量纲量，ℓ 为单元的长度．在细长杆模

型中，杆微元的运动微分方程和无拉伸控制方

程分别为

γ ｉｋｍＭｎｊｍｕｋｊ ＋ α ｉｋｍＢｍｕｋｎ ＋ β ｉｋｍλｍｕｋｎ ＝
　 　 μ ｉｍｑｍｎ ＋ ｆ ｎｂｃ

ｉｎ ， （２）
１
２
（β ｉｋｍｕｉｎｕｋｎ － １） ＝ ０， （３）

式中， Ｍ 为单元质量矩阵，ｕ 为单元两个节点

的坐标和斜率，ｕ 为单元两个节点的坐标和斜

率对时间的二阶导数，Ｂ 为单元两个节点和一

个中点处的抗弯刚度，λ 为 Ｌａｇｒａｎｇｅ（拉格朗日）乘子， ｑ为单元上的分布外载荷， ｆ ｎｂｃ 为单元节

点的自然边界条件，γ，α，β，μ 均为与形函数相关的积分项，ｍ ＝ １，２，３ 用于识别单元两个节点

ｍ ＝ １，３ 和一个中点 ｍ ＝ ２，ｋ ＝ １，２，３，４ 为形函数 ａ 的识别角标．
１．２　 轴向拉伸细长杆模型

变形前后物质点对应是有限变形理论中的基本思想，本小节介绍这一思想在细长杆理论

中的具体实现方法［７］ ．无拉伸细长杆的运动微分方程和拉伸控制方程与拉伸变形下的方程在
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形式上保持一致，但是，各项变量的含义均对应变形状态的物理意义．相应地，单元长度也表示

变形后单元的长度．由于变形后的物理量本身即为未知量，这样一来就会对计算造成困难．因
此，变形后的方程需要用变形前的物理量来表达以完成求解，这就需要为变形前后物理量寻找

一个合适的对应关系．
基于物质点对应的原理，首先处理曲线上的弧长和应变．假设变形前曲线上的物质点与变

形后的某个物质点是一一对应的关系，有 ｓ ＝ ｓ（ ｓ－，ｔ），式中：ｓ 为变形后的弧长，ｓ－ 为变形前的弧

长．相应地，有

　 　 ｓ ＝ ∫ ｓ－

０
（１ ＋ ε（ ｓ－，ｔ））ｄｓ－， （４）

图 ２　 应变形函数

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｓｈａｐｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｔｒａｉｎ

式中， ε（ ｓ－，ｔ） 对应未拉伸状态下弧长 ｓ－ 处的应

变．假定应变与细长杆理论中 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子的

离散方式相一致，定义应变的离散表达式为

　 　 ε（ ｓ－，ｔ） ≈ ∑
３

ｍ ＝ １
εｍ（ ｔ）φｍ（ξ）， （５）

式中， εｍ 表示单元两个节点和一个中点处的

应变，ξ ＝ ｓ－ ／ ℓ
－
为表征物质点的无量纲量，ℓ

－
为无

拉伸状态下单元的长度，φ 为形函数（见图 ２），
其表达式为

　 　

φ１（ξ） ＝ １ － ３ξ ＋ ２ξ ２，

φ２（ξ） ＝ ４ξ － ４ξ ２，

φ３（ξ） ＝ － ξ ＋ ２ξ ２ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（６）

变形后单元的长度通过积分可得

　 　 ℓ（ ｔ） ≈ ℓ
－

１ ＋
ε １（ ｔ） ＋ ４ε ２（ ｔ） ＋ ε ３（ ｔ）

６
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝ ℓ

－
［１ ＋ ε（ ｔ）］， （７）

式中， ε（ ｔ） 表示单元的平均应变．矢径的一阶导数关系式有

　 　 ｒ′（ ｓ，ｔ） ＝ ∂ｒ
∂ｓ

＝ ∂ｒ－

∂ｓ－
∂ｓ－

∂ｓ
＝ ｒ－′（ ｓ－，ｔ）
１ ＋ ε（ ｓ－，ｔ）

． （８）

通过式（７）和式（８），单元两个节点的坐标和斜率有

　 　

ｕ１ｎ ＝ ｒｎ（０，ｔ） ＝ ｒ－ｎ（０，ｔ），

ｕ２ｎ ＝ ｒ′ｎ（０，ｔ）ℓ ＝ ｒ－′ｎ（０，ｔ）ℓ
－ １ ＋ ε（ ｔ）
１ ＋ ε １（ ｔ）

，

ｕ３ｎ ＝ ｒｎ（ℓ，ｔ） ＝ ｒ－ｎ（ℓ
－
，ｔ），

ｕ４ｎ ＝ ｒ′ｎ（ℓ，ｔ）ℓ ＝ ｒ－′ｎ（ℓ
－
，ｔ）ℓ

－ １ ＋ ε（ ｔ）
１ ＋ ε ３（ ｔ）

．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（９）

对钢链钢缆等线弹性材料，单元 ３ 点处的应变均很小，各应变之间的差可忽略不计．在聚

酯缆的分析中，假设沿长度方向的应力波远大于单元的长度，近似认为单元两个节点处的应变

与单元的平均应变近似，即

　 　 ［１ ＋ ε（ ｔ）］
［１ ＋ ε １（ ｔ）］

≈ １， ［１ ＋ ε（ ｔ）］
［１ ＋ ε ３（ ｔ）］

≈ １． （１０）

３７３轴向拉伸细长杆的非线性力学模型



因此，单元两个节点的坐标和斜率公式（９）即为

　 　
ｕ１ｎ ＝ ｒ－ｎ（０，ｔ）， ｕ２ｎ ≈ ｒ－′ｎ（０，ｔ）ℓ

－
，

ｕ３ｎ ＝ ｒ－ｎ（ℓ
－
，ｔ）， ｕ４ｎ ≈ ｒ－′ｎ（ℓ

－
，ｔ）ℓ

－
．{ （１１）

Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子不发生变化．至此，细长杆单元的 １５ 个未知量均与变形前的参量建立了映

射关系，为细长杆处理拉伸问题打下了基础．
１．３　 轴向拉伸细长杆的静力平衡方程

细长杆模型主要包含平衡方程和控制方程，与小变形的情形不同，在轴向拉伸变形的情况

下，两个方程均相应发生变化，其中，控制方程将包含完整的应变项．同时，为保持计算快速，拉
伸控制方程中应变的表达式将采用新的插值形式：

　 　 （１ ＋ ε（ ｓ）） ２ ＝ （１ ＋ εｍ） ２φｍ ． （１２）
将静力平衡方程和控制方程按照对应关系整理有

　 　 α－ ｉｋｍ Ｂ
－
ｍｕｋｎ ＋

β
－
ｉｋｍ

１ ＋ εｍ
λｍｕｋｎ ＝ μ－ ｉｍｑ

－ ｓｔａｔｉｃ
ｍｎ ＋ ｆ ｎｂｃ

ｉｎ ， （１３）

　 　 １
２

β
－
ｉｋｍｕｉｎｕｋｎ － １

２
η－ ｌｍ（１ ＋ ε ｌ） ２ ＝ ０， （１４）

式中， α－ ，β
－
， μ－ ， η－ 均为未拉伸状态下单元形函数的积分项，Ｂ

－
ｍ ＝ Ｂ

－
ｍ ／ （１ ＋ εｍ） ４，Ｂ

－
ｍ 为未拉伸状

态下杆单元的抗弯刚度，ｑ－ ｓｔａｔｉｃ
ｍｎ 表示未拉伸状态下杆单元上的静态分布载荷．在单元组装中，相

邻两个单元的自然边界条件项 ｆ ｎｂｃ
ｉｎ 按照首尾相连的方式会在相互连接的节点处互相抵消．组装

时应满足两个条件：位移连续和合力平衡．
位移连续写作

　 　

（Ｎ）ｕ３ｎ ＝（Ｎ＋１）ｕ１ｎ，
（Ｎ）ｕ４ｎ ／ ℓ

－ （Ｎ） ＝（Ｎ＋１）ｕ２ｎ ／ ℓ
－ （Ｎ＋１），

（Ｎ）λ ３ ＝（Ｎ＋１）λ １；

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１５）

合力平衡写作

　 　
（Ｎ） ｆ ｎｂｃ

３ｎ ＋ （Ｎ＋１） ｆ ｎｂｃ
１ｎ ＝ ０，

（Ｎ） ｆ ｎｂｃ
４ｎ ℓ

－ （Ｎ） ＋ （Ｎ＋１） ｆ ｎｂｃ
２ｎ ℓ

－ （Ｎ＋１） ＝ ０；{ （１６）

式中， （Ｎ） 表示第Ｎ个单元．依此类推，最终整个系统中，只有第一个单元的第一个节点和最后

一个单元的第二个节点的自然边界条件项存在，这时需要施加必要的强制边界条件或外载荷

让整个系统达到平衡．采用 Ｎｅｗｔｏｎ（牛顿）法进行数值迭代计算，代数方程组的求解采用 Ｇａｕｓｓ
（高斯）消去法．由于该方法形成的刚度阵主元占优，所以不必进行选主元及行列变换操作．

２　 轴向大拉伸悬臂梁分析

为验证新杆元的收敛性和准确性，通过一端部受大载荷作用的可拉伸悬臂梁作为对比算

例［１４］ ．古雅琦等也通过相同的方式来验证计算结果的准确性［１５］，在其计算中通过设置参数 ｃ ＝
ＰＬ２ ／ ＥＩ 比较了 ｃ ＝ ０．２，０．８，１．４，２．０ 等情况下梁的变形情况和计算精度，其中 Ｐ 为端部载荷，ＥＩ
为抗弯刚度．本文也通过此算例进行验证，不同的是，本节将进一步增加变形程度，验证是否能

获得更好的计算精度．
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２．１　 悬臂梁计算模型与参数

通过文献［１５］的计算分析可知，在可拉伸悬臂梁的计算中，当 ｃ ＝ １．０ 左右时，悬臂梁就已

经出现了大位移大转动变形．此时，Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁理论已经不可能得到准确的计算结果．本
次分析选取一矩形悬臂梁，长度 ２ ｍ，截面积 ０．０１ ｍ２（高度 ｈ ＝ ０．１ ｍ，宽度 ｗ ＝ ０．１ ｍ），弹性模

量 ２．０７×１０１１ Ｐａ，边界条件及载荷施加方式见图 ３，通过观察杆端水平位移 ｕ和垂向位移 ｖ判定

变形程度．

图 ３　 端部集中载荷作用下的可拉伸悬臂梁

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｅｘｔｅｎｓｉｂｌｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｕｎｄｅｒ ａ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｅｎｄ ｌｏａｄ

２．２　 大拉伸大转动变形计算结果分析

在大的端部载荷作用下，悬臂梁发生了大位移大转动变形，因此，通过收敛性和准确度考

察新杆元的特性．由于在系泊计算中，极为注重计算效率，所以本次分析着重观察较少单元数

量下新杆元的表现，采用 ８，１６，６４，１２８ 个单元组成的 ４ 组不同单元数量分析计算的收敛性，同
时，通过与轴向拉伸悬臂梁解析解的对比分析验证新杆元的准确度，见表 １ 和表 ２．

表 １　 水平位移计算结果

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｕ ／ ｍ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｅｕ
８ ０．５０９ １６７ １．２３８×１０－３

１６ ０．５０９ １８７ １．２７９×１０－３

６４ ０．５０９ １８９ １．２８１×１０－３

１２８ ０．５０９ １８９ １．２８１×１０－３

ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｖａｌｕｅ ０．５０８ ５３７ －

表 ２　 垂直位移计算结果

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｖ ／ ｍ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｅｖ
８ １．２０７ １９９ －３．３６４×１０－５

１６ １．２０７ ２３２ －６．６５２×１０－６

６４ １．２０７ ２３４ －４．９９４×１０－６

１２８ １．２０７ ２３４ －４．９８８×１０－６

ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｖａｌｕｅ １．２０７ ２３９ －

　 　 通过计算结果可以发现，使用 ８ 个单元得到的计算结果已经达到了文献［１５］中横向和纵

向位移的相对误差水平，大约在 １．０×１０－３左右，并且垂向相对误差有了较好的改善，达到了

１０－５量级．随着单元数量的增加，垂向相对误差达到１０－６量级，结果趋向于一致，说明新杆元具

有较好的收敛性；并且计算值与准确值的误差呈现不断缩小的趋势，说明新杆元具有较好的准

５７３轴向拉伸细长杆的非线性力学模型



确性．同时注意到，在分析中，１６ 与 １２８ 个单元的计算结果相差不大，１６ 个单元已经表现出了

较好的计算结果．说明新杆元应用少量的单元即能获得较高的计算精度，这对将新杆元应用到

深水系泊领域具有重要的作用．

３　 结　 　 论

缆索的轴向拉伸变形和弯曲变形是聚酯系泊缆分析中呈现出的强非线性力学问题．兼顾

到快速计算的要求，本文在 Ｇａｒｒｅｔｔ 细长杆理论的基础上，通过物质点对应的方法，区分了大变

形结构在变形前后的状态，建立了变形前后的映射关系，形成了新的杆元模型．对模拟大拉伸

条件下，杆件结构大位移大转动的非线性问题提供了新的思路和方法．通过与具有解析解的可

拉伸悬臂梁算例的比较，验证了新杆元模型具有较好的收敛性和较高的准确度，同时保持了细

长杆模型利用少量的单元即能获得较高的计算精度这一重要特性．
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